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AVERTISSEMENT. 

Toutes  les  personnes  qui  ont  une  teinture  même  légère 
des  Mathématiques  connaissent  le  succès  mérité  qu'ont  ob- 
tenules  Annales  fondées  en  1810  par  M.  Gergonne,  et  conti- 
nuées par  lui  pendant  vingt  ans  avec  un  zèle  qu'on  ne  peut 
trop  louer,  et  un  talent  qui  a  triomphé  des  plus  grands  obs- 
tacles. Mais  depuis  i83x  ce  recueil  a  cessé  de  paraître;  les 
fonctions  de  recteur  d'Académie  ont  malheureusement  ab- 
sorbé tout  le  temps  de  son  illustre  rédacteur  ,  et  ont  enlevé 
aux  sciences  un  homme  qui  leur  a  rendu  et  qui  pouvait  leur 
rendre  encore  d'éminents  services. 

M.  Gergonne  ayant  bien  voulu  nous  dire  lui-même  qu'il 
verrait  avec  plaisir  un  nouveau  journal  succéder  au  sien  , 
nous  croyons  avoir  le  droit  de  nous  annoncer  aujourd'hui 
comme  ses  continuateurs. 

Notre  Journal  sera  mensuel  comme  celui  de  M.  Gergonne. 
Le  premier  cahier  paraîtra  en  janvier  i836,  et  les  suivants  de 
mois  en  mois,  avec  toute  l'exactitude  désirable.  Ces  cahiers 

Janvier   i836.  1 
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seront  de  grandeur  inégale,  et  varieront  de  3a  à  4o  pages  in-4°, 
suivant  la  nature  des  mémoires  qu'ils  renfermeront.  Leur 
ensemble  formera  chaque  année  un  fort  volume  contenant 
toutes  les  planches  nécessaires  pour  l'intelligence  du  texte. 

Les  articles  que  nous  admettrons  dans  notre  recueil  em- 
brasseront l'ensemble  des  Mathématiques  pures  et  appli- 
quées. On  y  traitera  indifféremment  et  les  questions  les  plus 
nouvelles  soulevées  par  les  géomètres,  et  les  plus  minutieux 
détails  de  l'enseignement  mathématique  des  collèges.  Toute- 
fois, quand  il  s'agira  d'articles  élémentaires ,  nous  tâcherons 
d'éviter  les  répétitions  fastidieuses  d'objets  trop  connus  ; 
car  s'il  est  bon  de  revenir  de  temps  à  autre  sur  les  élémens 
des  sciences,  il  faut  que  ce  soit  pour  les  perfectionner,  et 
non  pour  y  changer  çà  et  là  quelques  mots  et  quelques 
phrases  ;  ce  qui  par  malheur  est  arrivé  trop  souvent. 

Il  existe  un  grand  nombre  de  lettres  inédites  écrites  par 
Huygens  et  Leibnitz  sur  diverses  questions  scientifiques. 
Nous  avons  accepté  avec  empressement  l'offre  bienveillante 
que  M.  Libri  nous  a  faite  de  nous  les  communiquer,  et  nous 
les  insérerons  dans  notre  Journal  ;  ce  sera  le  placer  ,  pour 
ainsi  dire,  sous  le  haut  patronage  de  ces  génies  du  17e  siècle, 
qui  ont  si  puissamment  contribué  aux  progrès  des  Mathé- 
matiques ,  et  dans  les  œuvres  desquels  aujourd'hui  même 
on  trouve  encore  le  germe  de  plus  d'une  théorie  neuve  et 
profonde. 

Nous  nous  bornerons,  en  général,  à  publier  les  mémoires 
qui  nous  seront  adressés ,  et  nous  rendrons  rarement  compte 
de  ceux  qui  pourront  être  insérés  dans  d'autres  recueils. 
Néanmoins,  si  l'analyse  d'un  ouvrage  nouveau  nous  paraît 
pouvoir  donner  lieu  à  des  observations  utiles,  nous  la  pu- 
blierons  sans   scrupule  ,   mettant  alors  dans  nos  critiques 
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non-seulement  de  l'impartialité,  mais  encore  de  la  bien- 
veillance, et  cherchant  à  faire  ressortir  le  bien  plutôt  qu'à 
censurer  le  mal. 

Depuis  quelques  années  un  singulier  esprit  de  dénigre- 
ment s'est  emparé  de  quelques  critiques,  et  nous  avons  vu 
tour  à  tour  accabler  d'injures  les  hommes  qui  dans  les  di- 
vers genres  de  sciences  ont  le  plus  dignement  soutenu  l'hon- 
neur de  la  France.  Ici  notre  profession  de  foi  sera  nette  et 
positive  :  ce  style  tranchant  et  absolu ,  si  fort  à  la  mode  à 
présent ,  ne  sera  jamais  le  nôtre,  car  il  déshonore  à  la  fois  le 
caractère  et  le  talent  de  ceux  qui  l'adoptent. 

i<  Toutes  ces  critiques ,  dit  un  auteur  célèbre  ,  sont  le  par- 
»  tage  de  quatre  ou  cinq  petits  auteurs  infortunés  qui  n'ont 
»  jamais  pu  par  eux-mêmes  exciter  la  curiosité  du  public. 
»  Ils  attendent  toujours  l'occasion  de  quelque  ouvrage  qui 
»  réussisse  pour  l'attaquer,  non  point  par  jalousie;  car  sur 
»  quel  fondement  seraient-ils  jaloux?  mais  dans  l'espérance 
»  qu'on  se  donnera  la  peine  de  leur  répondre,  et  qu'on 
»  les  tirera  de  l'oubli  où  leurs  propres  ouvrages  les  auraient 
ji   laissés  toute  leur  vie.  » 

L'éditeur  mettra  tous  ses  soins  à  rendre  son  Journal  digne 
de  l'attention  des  savants.  On  conçoit  néanmoins  qu'il  ne 
pourra  ,  dans  certains  cas  ,  ni  refuser  tel  article  qui  lui  sem- 
blera mauvais  à  lui-même  ,  ni  surtout  corriger  dans  un  bon 
mémoire  telle  ou  telle  phrase  qu'il  désapprouvera.  Les  esprits 
justes  sentiront  que  l'éditeur  doit  être  jugé  sur  l'ensemble  et 
non  sur  les  détails  du  recueil  qu'il  dirige  ,  et  que  la  res- 
ponsabilité des  mauvais  articles  qui  pourront  s'y  glisser 
reste  tout  entière  à  leurs  auteurs.  Et  si  par  hasard  une  po- 
lémique vient  à  s'engager  entre  deux  géomètres  ,  on  com- 
prend aussi    qu'il  ne  lui  appartiendra  pas  de  s'interposer 
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dans  la  querelle;  il  devra  se  borner  alors  à  jouer  le  rôle  de 
spectateur  et  à  transmettre  fidèlement  au  public  les  pièces 
du  procès. 

On  voit  assez  qu'il  est  ici  question  d'une  entreprise  vrai- 
ment scientifique ,  et  non  d'une  spéculation  mercantile. 
C'est  maintenant  aux  géomètres,  et  surtout  aux  géomètres 
français,  qu'il  appartient  de  faire  prospérer  cette  entreprise. 
Les  plus  distingués  d'entre  eux  nous  ont  déjà  promis  des 
articles,  et,  sans  aucun  doute,  ils  tiendront  leur  promesse. 
i\ous  osons  dire  que  leur  réputation  y  est  intéressée  :  la 
chute  d'un  Journal  utile  qu'ils  auraient  refusé  de  soutenir 
ne  serait  honorable   ni  pour  eux  ni  pour  la  France. 
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NOTE 

Sur  un  moyen  de  tracer  des  courbes  données  par  des 
équations  différentielles  ; 

Par  G.  CORIOLIS. 


Si  l'on  conçoit  qu'un  fil  tendu  s'enroule  sur  un  cylindre,  et  que  le 
frottement  y  soit  assez  fort  pour  empêcher  ce  fil  de  glisser  le  long  de  la 
surface  contre  laquelle  il  s'est  enroulé,  la  courbe  formée  par  le  fil  sur 
la  surface  du  cylindre,  développée  ensuite  sur  un  plan,  jouira  de  la 
propriété  que  la  direction  de  sa  tangente  sera  toujours  celle  de  la  partie 
du  fil  tendue  en  ligne  droite  avant  qu'elle  s'enroule. 

Si  donc  on  peut  donner  au  fil,  dans  cette  partie,  une  direction  qui 
résulte  de  l'équation  différentielle  d'une  courbe,  celle-ci  se  trouvera 
tracée  sur  le  cylindre  en  prenant  pour  abscisses  les  arcs  comptés  sur 
la  base  du  cylindre. 

Celte  considération  conduit  à  un  tracé  assez  simple  de  plusieurs 
courbes. 

On  voit  de  suite  que  l'exponentielle  dont  l'équation  est 

dj j  dx 

dx  "~~  a  '  dy  ' 

peut  se  décrire  en  enroulant  sur  un  cylindre  un  fil  tendu  qui  passe 
toujours  par  un  point  fixe.  Ce  point  doit  être  à  la  distance  a  de  la 
génératrice  du  cylindre  qui  se  trouve  dans  le  plan  tangent  mené  par  ce 
point. 

J'ai  fait  construire,  d'après  cette  remarque,  une  machine  au  moyen 
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de  laquelle  un  fil  tendu  par  un  léger  poids  s'enroule  ou  se  déroule  au- 
tour d'un  cylindre  en  passant  par  un  petit  trou  perce'  dans  une 
plaque  mobile  qu'on  approche  ou  qu'on  écarte  à  volonté  du  cylindre. 
Une  aiguille  et  un  cadran  indiquent  les  tours  et  fractions  de  tours 
dont  on  a  tourné  le  cylindre.  Ce  sont  ces  quantités  qui  représentent 
les  exposants.  Une  échelle  placée  contre  la  génératrice  du  cylindre,  sur 
laquelle  se  trouve  toujours  le  point  ou  le  fil  s'en  sépare,  indique,  à 
partir  du  zéro  de  l'échelle ,  les  exponentielles  qui  répondent  aux  ex- 
posants indiqués  sur  le  cadran.  Ou  conçoit  comment  cette  machine 
opère  facilement  tous  les  calculs  d'intérêts  composés.  La  marche  de 
l'aiguille  répond  aux  durées  des  placemens,  et  les  nombres  qu'on  lit 
sur  l'échelle ,  au  point  où  le  fil  se  sépare  du  cylindre,  indiquent  ce  que 
sont  devenues  les  sommes  placées,  ou  ce  qu'elles  doivent  être  pour 
l'escompte  ;i). 

La  chaînette  ,  dont  l'équation  différentielle  est 


dx  Y     a  " 


ou  bien 


se  décrira  d'une  manière  analogue  à  la  logarithmique.  Il  suffira  de 
placer  dans  un  plan  tangent  au  cylindre  une  poulie  dont  le  centre  soit 
sur  la  génératrice  de  contact  et  dont  a  soit  le  rayon.  En  faisant  dé- 
rouler sur  cette  poulie  le  fil  qui  s'enroule  sur  le  cylindre,  il  s'y  pliera 
suivant  une  chaînette. 

Si  l'on  avait  l'équation  différentielle 

ou  bien,  en  posant  -j—  =  <p  (x)  , 

dx  ,    x 

y  2j  =  *w> 


(i)  Le  modèle  de  cette  machine  fait  partie  de  la  collection  de  l'École  Polytechnique. 
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on  décrirait  encore  assez  facilement  la  courbe  qui  répond  à  cette  équa- 
tion au  moyen  du  relief  de  la  courbe  dont  l'ordonnée  estip(.r). 

Pour  cela,  il  suffirait  d'avoir  d'a- 
bord une  règle  AMX  dont  un  côté 
AX  serait  droit  et  l'autre  AM  forme- 
rait la  courbe  dont  <p(x)  —  r  serait 
l'ordonnée,  r  étant  le  rayon  du  cy- 
lindre. Ensuite,  on  ferait  tourner  le 
cylindre  en  appliquant  contre  sa  base 
la  règle  AX.  Si  le  fil  qui  s'enroule 
reste  dans  le  plan  vertical  PM,  ce 
qui  est  facile  à  obtenir  en  l'appliquant  coutreun  plan  fixe,  et  qu'il  passe 
ainsi  sur  la  courbe  AM  en  M  ,  il  est  clair  qu'il  formera  sur  le  cylindre 
une  courbe  telle  qu'en  se  déroulant  sur  un  plan  elle  satisferaità  l'équa- 
tion différentielle  ci-dessus,  puisque  la  sous-tangente  PM  serait  égale  à 
z(x),  x  étant  l'abscisse  mesurée  sur  la  base  circulaire  du  cylindre. 

Il  ne  serait  pas  impossible  non  plus  de  décrire  les  courbes  données 
en  général  par  l'équation 

Pour  cela,  on  concevrait  d'abord  une  surface  exécutée  en  relief  ayant 
pour  ordonnée 


A*, 7Ï 


Ce  relief  tiendrait  à  une  règle  AX,  comme  tout  à  l'heure  la  courbe 
AM;  mais  il  n'y  serait  fixé  que  dans  le  sens  des  x;  dans  celui  de  l'axe 
desj",  que  je  suppose  ici  vertical,  c'est-à-dire  parallèle  à  l'axe  du 
cylindre,  il  serait  parfaitement  libre  de  monter  et  de  descendre.  Le 
mécanisme,  pour  cela,  peut  se  disposer  de  plusieurs  manières  très 
faciles  à  exécuter. 

Pendant  qu'on  tournerait  le  cylindre,  en  faisant  avancer  la  règle 
qui  tient  au  relief  dans  le  sens  de  l'axe  des  x ,  et  en  la  pressant  contre 
la  base  du  cylindre,  ou  aurait  soin  de  tenir  le  relief  à  la  main  à  une 
hauteur  telle  que  l'axe  des  x  fût  toujours  à  la  hauteur  du  point  où  le 
lil  quitte  le  cylindre ,  c'est-à-dire  du  point  décrivant  la  courbe  en 
question.  Alors,  si  le  fil  tendu,  en  quittant  le  cylindre,  va  passer  par 
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le  point  où  la  surface  du  relief  est  rencontrée  par  une  perpendiculaire 
fixe  PM;  la  courbe  suivant  laquelle  il  se  pliera  sur  le  cylindre,  en  la 
rapportant  aux  arcs  de  cercle  pour  abscisses,  aura  effectivement  pour 
équation 

car  la  sous-tangente  sera  toujours 

dx  j- 

On  devra  placer  le  solide  du  relief  au  dehors  de  l'espace  APM,  et  faire 
passer  le  fil  à  l'extrémité  d'une  tige  PM.  qui,  par  l'action  d'un  poids 
ou  d'un  petit  ressort  de  pression,  sera  forcé  d'appuyer  en  M  contre  le 
relief. 

On  peut  s'arranger  facilement  pour  que  le  petit  poids p  qui  tien- 
dra le  fil  tendu  serve  en  même  temps  à  appliquer  la  tige  PM  contre 
la  surface.  Il  suffira  de  conduire  d'abord  le  fil  à  travers  un  très  petit 
trou  percé  à  l'extrémité  M  de  la  tige,  puis  de  le  renvoyer  horizon- 
talement à  l'autre  extrémité  N,  où  il  passera  sur  une  poulie  tenant 
à  cette  même  tige,  pour  revenir  passer  sur  une  autre  poulie  fixe 
en-dessous  de  P  et  tout  auprès,  et  pour  soutenir  le  poids  p;  celui-ci 
tirera  la  tige  de  N  en  M  avec  la  force  ip ,  et  de  M  en  N  avec  la  force 
plus  petite 

p  (  i    -f-  cosa), 

dy  . 

a.  étant  ici  l'angle  dont  la  tangente  =  -p.  La  tige  sera  donc  toujours 

pressée  contre  le  relief. 

Pour  que  ce  moyen  de  description  de  courbe  soit  praticable,  il 
faut  que  le  fil  une  fois  appliqué  sur  le  cylindre,  ne  s'y  dérange  pas 
par  l'effet  de  la  flexion  qu'il  y  prend.  Il  y  a  pour  cela  une  relation 
nécessaire  entre  le  rayon  r  du  cylindre  et  la  nature  de  la  courbe 
représentée  par  l'équation 

d£=f(*>n 

Soient  M  un  point  quelconque,  MM'  un  élément,  et  p  le  rayon  de 
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courbure  en  M  de  la  courbe  AMB  formée  par  le  fil  enroulé  sur  le 
cylindre.  Deux  tensions  contraires  sollicitent  l'élément  MM'  à  ses 
deux  bouts  :  ces  deux  tensions  donnent  lieu  à  une  résultante  dont  la 
direction  coïnciderait  avec  le  rayon  p,  si  le  frottement  dans  le  sens  du 
lil  était  nul  :  quelle  que  soit  l'intensité  du  frottement,  la  direction  de 
cette  résultante  sera  située  dans  le  plan  osculateur  de  la  courbe  AMB 
et  fera  avec  le  plan  tangent  en  M  au  cylindre  un  certain  angle  6.  Cela 
posé,  pour  que  le  fil  ne  glisse  pas  sur  la  surface  du  cylindre  ,  il  faudra 
évidemment  que  l'on  ait 

tang  g  >  fi, 

y  étant  le  rapport  du  frottement  à  la  pression.  On  devra  donc  choisir 
le  rayon  /-de  manière  que  l'inégalité  tang  t  >  [>-  soit  toujours  satisfaite. 


Jaktkk  j836. 
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NOTE 

Sur  les  rapports  qui  existent  entre  la  théorie  des  équations 
algébriques  et  la  théorie  des  équations  linéaires  aux  dif- 
férentielles et  aux  différences  ; 

Par   Guillaume   LIBRI. 


Je  crois  avoir  été  le  premier  à  appeler  l'attention  des  géomètres 
sur  les  rapports  qui  existent  entre  les  racines  des  équations  algébri- 
ques et  les  intégrales  particulières  des  équations  différentielles  li- 
néaires. Dans  un  mémoire  qui  a  paru  dans  le  X"  volume  du  Journal 
de  Mathématiques  de  M.  Crelle,  j'ai  montré  comment  on  pouvait, 
à  l'aide  des  intégrales  particulières  d'une  équation  différentielle  li- 
néaire, diminuer  d'autant  d'unités  l'ordre  de  cette  équation  que  l'on 
connaissait  d'intégrales  particulières,  et  j'ai  indiqué  le  moyen  de  for- 
mer les  coefficiens  des  équations  de  cette  nature  en  fonctions  symétri- 
ques de  toutes  les  intégrales  particulières.  On  a  pu  remarquer,  dans 
le  même  mémoire ,  que  ces  fonctions  symétriques  étaient  douées  de  pro- 
priétés bien  plus  étendues  et  plus  générales  que  celles  dont  jouissent 
les  fonctions  syméti  iques  des  équations  algébriques.  La  similitude  entre 
ces  deux  classes  d'équations  s'étend  très  loin,  et  permet  de  traiter  les 
équations  différentielles  linéaires  par  des  méthodes  analogues  à  celles 
que  l'on  emploie  dans  la  théorie  des  équations  algébriques. 

Lagrange,  à  l'aide  de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  est 
parvenu  à  démontrer  que  si  dans  une  équation  différentielle  linéaire 
de  l'ordre  n  et  de  la  forme 
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on  connaît  n — m  valeurs  de  y ,  propres  à  satisfaire  à  l'équation 
Ya  =  o,  on  peut  toujours  réduire  l'équation  Y„  =  p  (x)  à  une  autre 
équation  différentielle  linéaire  de  l'ordre  n — (n —  m)  =  m.  Ce  théo- 
rème célèbre,  qui  porte  le  nom  de  son  inventeur,  et  qui  ne  forme 
que  la  première  proposition  de  la  théorie  des  équations  différentielles 
linéaires,  telle  que  je  l'ai  présentée,  se  démontre  d'une  manière  si 
simple  et  si  générale  en  considérant  les  intégrales  particulières  comme 
les  racines  des  équations  différentielles  auxquelles  elles  satisfont,  que 
j'ai  pensé  qu'il  y  aurait  quelque  avantage  à  reproduire  ici  ma  dé- 
monstration toute  seule,  en  montrant  en  même  temps  comment  on 
peut  l'appliquer  aux  équations  linéaires  aux  différences  finies,  ce  que 
je  n'avais  pas  fait  dans  le  Mémoire  déjà  cité. 

Soit  l'équation  différentielle  linéaire  de  l'ordre  n, 

w-  •  ■    i£»  +  a<  i^'  •"  +  a'j  —  tf*)» 

que  nous  écrirons  pour  plus  de  simplicité, 

Y.  =  <p(x), 

en  indiquant  par  Y,  son  premier  membre;  et  soit  y,  une  valeur 
de  y  qui  satisfasse  à  l'équation  Yn  =  o.  Si  dans  l'équation  Y„  =  <f>  (x) , 
on  fait  y  T=ytfzdx  ,   z  étant  une  nouvelle  variable,  on  aura  (en  se 

rappelant   que  l'on  a   en    général    dfuv  z=.iidpv  -\-pdiidp~'  -f- 

.  .  .-{-  pdvdf~lu-\-  vdpu)  une  équation  ordonnée  par  les  différentielles 
descendantes  de  2,  de  la  forme 

.   .  d'-'z  /     dr,    ,  \  d"-'z 

Dans  cette  équation,  il  est  clair  que  le  coefficient  de  fzdx  est  égal  à 
zéro,  puisque  ce  coefficient  n'est  autre  chose  que  la  fonction  Y„  dans 
laquelle  on  a  écrit  yt  au  lieu  de  y;  ce  qui,  par  hypothèse,  rend  iden- 
tiquement nulle  cette  fonction.  Maintenant  yx  et  ses  différentielles 
sont  des  fonctions  connues  de  x:  si  l'on  divise  donc  l'équation  (2)  par 
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y,,  on  aura  une  nouvelle  équation  en  z,  qui  sera  linéaire  et  de  l'ordre 
n — i ,  de  la  forme 

(3)...    jrf4-AIJ3  +  Aa^...  +  A„_,r=^-), 
»   '  ai"    '  dxn   2  a  dx"    i  ini  J-! 

en  appelant  A,,  A,,.  .  .  A„_,,  les  coefficiens  de  l'équation  (2)  divisée 
parj'.  On  voit  donc  comment,  sans  faire  varier  les  constantes  arbi- 
traires, on  peut  réduire  l'équation  linéaire  (2)  du  degré  n  à  une  autre 
équation  (3)  également  linéaire  de  l'ordre  n — 1 ,  lorsqu'on  connaît  une 
intégrale  particulière  de  l'équation  (1)  dans  laquelle  on  a  supposé  le 
second  membre  égal  à  zéro. 

Si  l'on  connaissait  une  seconde  iutégrale  particulière  y,  de  l'équa- 
tion Y.  =  o,    il   faudrait    faire    encore    y  =  yxfzdx ,   et  partant 

z  =  t-  (  —  J,  et  donner  à  y  la  valeur^;  car  si  l'on  prenait  une  se- 
conde   fois    la    valeur   y,    qui    a   été    déjà    employée,   on    aurait 

d    /y  \  d 

z  ==  d^.  (~)  ==  j--  1  =  0.  Et  cette  intégrale  particulière,  qui  rédui- 
rait à  zéro  le  premier  membre  de  l'équation  (3),  ne  pourrait  nous  con- 
duire à  aucune  nouvelle   simplification. 

On  voit  maintenant  comm'ent,  par  des  transformations  successives, 
on  peut  dans  tous  les  cas,  diminuer  d'autant  d'unités  l'ordre  de  l'équa- 
tion (1)  que  l'on  connaît  de  valeurs  qui ,  substituées  pour  y  dans  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation,  le  rendent  identiquement  égal  à  zéro. 

On  peut  appliquer  la  même  démonstration  aux  équations  linéaires 
aux  différences  finies.   Soit  en  effet  l'équation 

(4). . .      A%  +  a,  ù.—yx  ■+■  a%  à—ys.  . .  +  «„r*  =  f{x); 

et  soit^  une  valeur  de  yx  telle  que  l'on  ait 

(5).  . .        A"j  -f-  a,   A"~'j  -f-  <7a  A"-*/.  .  .  -f-  any  =  o; 

si  dans  l'équation  (4)  on  fait  yx  =.y1zx,  on  la  transformera  encore 
en  une  autre  équation  aux  différences,  de  la  forme 

(G) .  .  .     jA-'z.+B.A'— zx.  .  .H-(A'j-f.«IA'— jr. .  .+a„y)'2zx=f(xy, 

'dans  laquelle  les  coefficiens  sont  des  fonctions  connues  dey  qu'il  est 
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inutile  de  développer  à  cause  de  leur  complication  ,  et  que  nous  appel- 
lerons B, ,  B3,  etc.,  pour  simplifier,  en  n'écrivant  que  le  coefficient 
de  22x  dont  la  forme  est  très  simple)  et  comme  le  coefficient  de  2.% 
est  égal  à  zéro  par  l'équation  (5) ,  il  en  résulte  que  l'on  peut  encore  di- 
minuer d'une  unité  l'ordre  d'une  équation  linéaire  aux  différences, 
lorsqu'on  connaît  une  intégrale  particulière  du  premier  membre, 
égalé  à  zéro,  de  la  même  équation. 

On  pourrait  répéter  le  même  raisonnement,  et  l'on  démontrerait 
en  général  le  théorème  de  Lagrange  pour  les  équations  aux  diffé- 
rences finies  de  tous  les  ordres.  On  pourrait  de  plus  former  les  coeffi- 
cieus  de  ces  équations  en  fonctions  symétriques  des  intégrales  particu- 
lières, et  exprimer  l'intégrale  générale  en  fonction  du  second  membre 
de  l'équation  proposée,  et  des  intégrales  particulières  de  l'équation  que 
l'on  obtient  en  égalant  le  premier  membre  de  la  première  équation  à 
zéro.  Mais  je  reviendrai  plus  tard  sur  ce  sujet  ;  je  n'ai  voulu  ,  dans  cette 
note,  qu'appeler  de  nouveau  l'attention  des  géomètres  sur  les  rapports 
qui  existent  entre  la  théorie  des  équations  algébriques  et  celle  des 
équations  linéaires,  et  je  n'ai  donné  la  démonstration  du  théorème  de 
Lagrange,  que  comme  un  exemple  de  la  méthode  que  j'avais  employée. 
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MÉMOIRE 

Sur  le  développement  des  fonctions  ou  parties  de  fonctions 
en  séries  de  sinus  et  de  cosinus  ; 

Par  Joseph  LIOU VILLE. 


i .  Ou  connaît  la  méthode  dont  les  géomètres  ont  surtout  fait 
usage  dans  ces  dernières  années  ,  pour  intégrer  les  équations  aux 
différences  partielles  auxquelles  on  ramène  la  solution  de  la  plupart 
des  problèmes  physico-mathématiques.  Cette  méthode  consiste,  comme 
ou  sait,  à  représenter  l'intégrale  complète  de  l'équation  aux  différences 
partielles  par  la  somme  d'un  nombre  infini  d'intégrales  particulières 
contenant  chacune  une  ou  plusieurs  constantes  arbitraires,  et  à  dis- 
poser ensuite  de  ces  constantes  de  manière  à  satisfaire  aux  conditions 
définies  propres  à  chaque  cas.  Ainsi,  dans  la  Théorie  de  la  chaleur 
que  nous  prendrons  pour  exemple,  si  l'on  veut  déterminer,  en  fonc- 
tion du  temps  t  et  de  l'abscisse  x,  la  température  u  qui  a  lieu  en 
chaque  point  d'une  barre  métallique  homogène  (recouverte  d'une 
substance  non  conductrice)  dont  l'état  initial  est  connu  et  dont  les 
deux  bouts  sont  entretenus  à  la  température  fixe  o°,  on  aura  d'abord 

l'équation  aux  différences  partielles  —  =  a'  -j— -  ,  a'  étant  le  rapport 

de  la  conductibilité  intérieure  de  cette  barre  à  sa  chaleur  spécifique. 
En  plaçant  l'origine  des  coordonnées  à  l'une  des  extrémités  de  la  barre, 
et  nommant  /  l'abscisse  de  l'autre  extrémité ,  il  faudra  ensuite  satis- 
faireaux  deux  conditions  définies  u=o  pour  x  =  o,  u  =  o  pour x=l, 
et  à  la  condition  de  l'état  initial  que  l'on  peut  écrire  ainsi  u=f(x) 
pourf  =  o.  Or,  pour  cela,  on  observera  que  l'intégrale  complète  de 
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l'équation  -^-  =  a*  j^  peut  être  représentée  par  l'expression  somma- 

toire  u=1ë~m*t{\ms'mamx  +  Bm  cos  amx),  le  signe  2  s'étendant  h 
toutes  les  valeurs  possibles  des  constantes  m,  Am,  Bm.  Pour  que  cette 
valeur  se  réduise  à  zéro,  quelque  soit  le  temps  t,  lorsqu'on  y  pose 
x=o  ou  x=l,  il  faut  que  l'on  ait  Bm=o,  et  qu'en  outre  les  va- 
leurs de  m  satisfassent  à  l'équation  sin  am/=o,  laquelle  donne  m  =  o, 

m=zh  -»,  m=  d=  -?  , .  .  .  Comme  les  termes  de  la  valeur  de  u  rela- 
al  al  ' 

tifs  à  deux  valeurs  de  m  égales  et  de  signes  contraires,  peuvent  être 

groupés   en   un    seul ,    et  que   le  terme  relatif  à    m  =  o   disparaît 

in 
de    lui-même,    nous   écrirons    simplement  u  =  2Af  e    a'l'sm -j-, 

ayant  soin  de  remplacer  Am  par  A, pour  la  régularité  de  la  notation.  Et 
actuellement  le  signe  2  ne  s'étendra  plus  qu'aux  valeurs  de  /comprises 
dans  la  série  des  nombres  entiers  positifs  i ,  2,  5,. .  .  Il  reste  encore 
à  satisfaire  à  la  condition  relative  à  l'état  initial,  ou  autrement  dit,  il 
reste  encore  à  trouver  une  fonction  A,  telle  que  l'on  ait,  entre  les  li- 
mites .x=o,  x=l,  l'égalité  Jr(x)  =  2.\lsm-j-.  Pour  plus  de  com- 
modité, je  développe  dans  le  second  membre  la  série  représentée 
par  le  signe  2  ,  et  j'ai 

j-,      \  »  "SX        ,         «         .       27TX  .        a         •        i^X 

f(x)  =  A,  sin  -j  +  Aa  sin  -7-  -{-• .  .+  A,-  sin  -y-  +  .  . . 

Je  multiplie  les  deux  membres  par  sin  —=-  dx ,  et  j'intègre  par  rap- 
port à  x  entre  les  limites  x  =  o,  x^zl.  Cette  intégration  fait  dispa- 
raître tous  les  coefficiens  A,,  A,,. . .  excepté  A0  et  l'on  obtient  sur-le- 
champ  A;  =  j  /    f(x)  sin -j- dx .  En  adoptant  cette  valeur  de  A,, 

on  aura  sans  aucun  doute  f(x)  =  2Aj  sin  —=-  ,  pourvu  toutefois  que 
la  fonction  f{x)  s'annulle  aux  deux  limites  x=o,  x  =  l,  comme  la 
série  qui  doit  la  représenter  entre  ces  deux  limites. 

2.  L'exemple  précédent  nous  montre  comment  on  est  conduit  à 
développer  une  fonction  f  (x)  en  série  de  sinus,  sinon  pour  toutes 
les  valeurs  réelles  de  x ,  du  moins  pour  les  valeurs  de  cette  variable 
qui  sont  comprises  entre  deux  limites  données.  D'après  la  manière 
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dont  nous  avons  été  amenés  à  poser  l'égalité  f{x)  =  2  A,  sin   ^-  ,   on 

voit  à  priori  que  cette  égalité  est  possible,  entre  les  limites  x  =  o, 
xz=lI,  quelle  que  soit  la  fonction  f{x);  ou  du  moins  la  possibilité 
dune  telle  équation  parait  une  conséquence  naturelle  de  ce  fait  évi- 
dent, que  le  problème  de  la  détermination  du  mouvement  de  la  chaleur 
dans  une  barre  homogène  doit  être  résoluble,  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion f{x)  qui  représente  l'état  initial  des  températures. 
Mais  au  lieu  de  regarder  les  égalités  de  la  forme 

f(x)  =  2A(  sin  -j-  , 

comme  le  résultat  de  l'intégration  d'une  équation  aux  différences 
partielles  servant  à  résoudre  un  problème  physico-mathématique ,  on 
sest  aussi  proposé  de  les  considérer  en  elles-mêmes,  abstraction  Faite 
des  questions  particulières  où  elles  se  présentent;  et  cette  idée  a  donné 
naissance  à  la  belle  théorie  des  séries  périodiques  que  M.  Poisson  a 
exposée  d'abord  dans  le  19'  cahier  du  Journal  de  l'Ecole  polytech- 
nique ,  et  qu'il  a  reproduite  récemment  dans  son  ouvrage  sur  la  chaleur. 

Cette  théorie  des  séries  périodiques,  ainsi  traitée  comme  un  point 
d'analyse  pure,  en  devient  à  la  fois  plus  élégante  et  plus  rigoureuse; 
mais,  telle  que  M.  Poisson  l'a  donnée  dans  les  mémoires  cités,  elle  se 
borne  aux  développemens  des  fonctions  ou  parties  de  fonctions  d'une 
variable  x  en  séries  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  entiers  d'un 
arc  proportionnel  à  x\  et  elle  ne  s'étend  en  aucune  manière  aux  au- 
tres séries  de  sinus  et  de  cosinus  que  l'on  rencontre  aussi  dans  cer- 
taines questions  de  la  Théorie  de  la  chaleur  et  dans  lesquelles  les 
arcs  successifs  s'obtiennent  en  multipliant  la  variable  x  par  les  diverses 
racines  d'une  équation  transcendante. 

Je  me  propose  ici  de  faire  connaître  une  méthode  au  moyen  de 
laquelle  on  effectuera  d'une  manière  directe  les  développemens  des 
fonctions  ou  parties  de  fonctions  en  séries  de  sinus  et  de  cosinus  (*). 
Pour  trouver  cette  méthode,  il  m'a  suffi  de  modifier  légèrement  un 
procédé  fort  ingénieux  dont  M.  Poisson  a  fait  usage  dans  ses  deux  pre- 


(*)  Dans  ses  Exercices  mathématiques,  M.  Cauchy  a  traité  la  même  question  par 
une  méthode  fondée  sur  le  calcul  des  résidus. 
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miérs  Mémoires  sur  la.1  Théorie  de  la  chaleur.  La  modification  dont  je 
parle  consiste  surtout  en  ce  que  j'ai  pris  pour  point  de  départ  la 
formule 

ou  !    '  '*•  J 

fx=  -  /      coszxdz  !        cos  zrj{y)dj 

+  -  I     s'mzxdz  I        h\nzrf(r)dy, 

par  laquelle  Fourier  représente  une  fonction  quelconque  f(x)  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  de  x,  c'est-à-dire  depuis  x= —  co  jusqu'à 
jr=-j-oo  .  Cette  formule,  en  effet,  renferme  implicitement  toutes  les 
séries  de  sinus  et  de  cosinus  que  les  géomètres  ont  imaginées  pour 
le  développement  des  fonctions  ou  parties  de  fonctions;  et  il  ne  s'agit 
pour  ainsi  dire  que  de  savoir  lui  donner  successivement,  par  des  trans- 
formations convenables,  la  forme  propre  à  chacune  de  ces  séries. 

5.  Essayons  de  faire  comprendre  à  priori  par  quelle  raison  méta- 
physique la  formule  de  Fourier  renferme  implicitement  toutes  les 
séries  de  sinus  et  de  cosinus  d'arcs  proportionnels  à  x  que  l'on  pourra 
trouver  pour  développer,  entre  certaines  limites  des  valeurs  de  la 
variable ,  une  fonction  f{x)  arbitrairement  donnée  entre  ces  limites. 
Supposons  pour  cela  que  de  x=l'  à  x=.l,  on  ait 

(A)  fix)  =  2(Acos/>.z;  -f-  B  sin  fx), 

le  signe  2  s'étendant  à  un  nombre  infini  de  valeursxle  f  liées  entre  elles 
par  une  loi  quelconque,  assujetties  par  exemple  à  être  les  diverses 
racines  positives  d'une  même  équation  transcendante  n(f)  =  o;  et 
A,  B,  désignant  des  fonctions  de  p  convenablement  choisies.  Puisque 
la  fonction  f{x)  n'est  donnée  que  depuis  xz=l'  jusqu'à  x  =  l,  rien 
ne  nous  empêche  d'en  disposer  hors  de  ces  limites,  et  d'attribuer  à  la 
caractéristique  f  une  signification  telle  que  l'équation  (A)  subsiste 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x.  Ce  sera  alors  proprement  l'équa- 
tion (A)  qui  nous  fera  connaître  le  sens  que  nous  devons  attacher  à 
cette  caractéristique _,  et  ce  sens  sera  tel  que  l'équation  dont  il  s'agit  ait 
toujours  lieu  de  ,r  =  —  a:  à  jr=-f-30  . 

Janvier  i836.  3 
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Nous  pouvons  aussi  remplacer  la  lettre  /»  par  une  autre  lettre  z , 
et  supposer  que  le  signe  2 ,  relatif  à  z,  s  étende  non  plus  seulement  à 
toutes  les  valeurs  de  cette  lettre  comprises  dans  les  racines  positives 
de  l'équation  n(p)=o,  mais  bien  à  toutes  les  valeurs  possibles  qui 
se  succèdent  d'une  manière  continue  depuis  z=o  jusqu'à  z=  x  , 
pourvu  toutefois  que  nous  remplacions  A  et  B  par  des  fonctions  U 
et  V  de  z  telles  que  l'on  ait  en  général  U  =  o,  V  =  o,  lorsque  z  dif- 
fère de  p,  et  U  =  A,  V=B,  lorsque  z  =  p,  c'est-à-dire  lorsque  z  se 
trouve  égal  à  une  des  racines  positives  de  l'équation  U(f)=  o- 

Mais,  au  lieu  de  U  et  V,  il  sera  plus  convenable  d'écrire  Udz,  Vdz , 
et  de  remplacer  le  signe  2  par  le  signe  /\  On  aura  ainsi 

cos  zjc.U dz  -f-  /     sxnzx.Vdz. 

lies  deux  lettres  U  et  V  désigneront  alors  des  fonctions  de  z  qui  seront 
généralement  nulles  excepté  lorsque  la  variable  z  différera  infiniment 
peu  d'une  des  racines  de  l'équation  n(p)  =  o,  et  qui  au  contraire  de- 
viendront infinies  lorsqu'on  aura  s'=c,  eu  sorte  que  les  élémens  XJdz , 
Vdz  (ou  plutôt  les  intégrales  fUdz,  fVdz,  prises  entre  des  limite- 
infiniment  resserrées)  aient  alors  une  valeur  sensible. 
Or  la  formule 

f(x)  =    /     cos:jc.  Vdz  -f-   /  ^sin  zx .  Xdz, 
ne  peut  s'accorder  avec  celle  de  Fourier  qu'autant  que  l'on  a 

u  =  l-  /_"''  coszjf(j)dy ,    v  =  l  J22 sin  zif(y)dr- 

Nous  voyous  parla,  d'une  part,  que  la  formule  de  Fourier  renferme 
implicitement  tous  les  développemens  possibles  des  fonctions  en  sé- 
ries de  sinus  et  de  cosinus  d'arcs  proportionnels  à  la  variable  ;  et  d'autre 
part,  que  toutes  les  fois  qu'il  s'agira  d'en  transformer  le  second  mem- 
bre en  sorte  que  l'intégrale  relative  à  z  soit  remplacée  par  un  signe  2 
relatif  aux  diverses  racines  d'une  équation  transcendante  n(f)  =  o,  le 
caractère  auquel  on  reconnaîtra  que  cette  transformation  peut  s'effec- 
tuer sera  le  suivant  :  savoir  que  les  deux  intégrales  f        coszyJ(y)dy, 
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f+™  sin  zyf(  y)dy ,  soient  généralement  égales  à  zéro,  excepté  poul- 
ies valeurs  de  z  infiniment  peu  différentes  de  p ,  et  au  contraire 
égales  à  V infini  pour  z  =  p;    ce  qui    aura   lieu  si    les   intégrales 

r+M e—~rV^ f(y)dy ,     f+X  e'rV-1   f(f)dy  ,   sont   elles-mêmes 

nulles  ou  infinies ,  suivant  que  l'on  a  z  différent  de  p  ou  2  =  p. 

4.  La  formule 

(  !  )  f{x)  =  \f*  dz  f^  cos  z(y-x)f(y)dy , 

servant  de  base  à  nos  recherches,  nous  rappellerons  ici  la  démonstra- 
tion que  Deflers  en  a  donnée.  Soit  u  la  valeur  du  second  membre  de 
l'équation  (1);  il  s'agit  de  prouver  que  l'on  a  u=f(x).  Effectuons 
d'abord  l'intégration  par  rapport  à  z,  non  pas  depuis  z  =  o  jusqu'à 
r=oo  ,  mais  depuis  z=o  jusqu'à  une  valeur  indéterminée  de  s  que 
nous  traiterons  comme  infinie  dans  l'intégration  relative  hy.  Nous  au- 
rons ainsi 

1     r+n  sinz(  Y — x)  -,    NJ 

et  en  posant  y  =  x-\--t  11  nous  viendra 

Or,  puisque  z  est  une  quantité  infinie,  on  a  y  fx-\--j  =J'(x),  ex- 
cepté pour  les  valeurs  de  0  qui  sont  elles-mêmes  infinies,  valeurs  dont 
on  peut  faire  abstraction  dans  l'intégrale  définie  qui  nous  occupe, 

parce  que  le  facteur  -5-  rend  infiniment  petits  et  négligeables  les  clé— 
mens  qui  leur  correspondent.  Il  restera  donc  simplement 

u  =  m  f^iÊH = f(x), 

ce  qui  coïncide  avec  la  formule  (1). 

5.  Maintenant,  si  l'on  veut  développer  en  série  de  sinus  et  de  co- 
sinus, entre  deux  limites  /'et  /',  une  fonction  f{x)  donnée  entre  ces 

3.. 
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deux  limites,  rien  n'empêchera  de  faire  usage  pour  ce  développe- 
ment de  la  formule  (i);  et  comme  cette  formule  renferme  les  par- 
ties de  f(x)  relatives  aux  valeurs  de  x  plus  petites  que  /'  et  celles 
relatives  aux  valeurs  de  x  plus  grandes  que  /,  ou  pourra  se  donner 
les  unes  et  les  autres  arbitrairement.  En  disposant  de  diverses  ma- 
nières de  ces  parties  indéterminées  de  la  fonction  f(x),  on  sera  con- 
duit à  diverses  formules  où  il  sera  aise'  en  général  de  réduire  l'inté- 
gration définie  relative  à  s  à  une  sommation  finie  relative  aux 
diverses  racines  d'une  certaine  équation  transcendante;  d'où  naîtront 
tous  les  développemens  connus  de  la  fonction  en  séries  de  sinus  et 
de  cosinus  d'arcs  multiples  de  x. 

Pour  présenter  cette  méthode  de  la  manière  la  plus  générale ,  con- 
cevons qu'après  s'être  donné  à  volonté  une  définition  de  la  fonc- 
tion f[x)  qui  permette  de  la  calculer  pour  les  valeurs  de  x  non  com- 
prises entre  V  et  l,  lorsqu'elle  est  déjà  connue  entre  ces  deux  limites, 
on  pose 

["<*-*'/{?)&  =  P>     f~Xehyf{f)dj  =  q, 

h  étant  une  constante  réelle  et  positive,  ou  du  moins  une  constante 
dont  la  partie  réelle  soit  positive.  Concevons  de  plus  que  l'on  soit  par- 
venu à  mettre  les  valeurs  de  p  et  q  sous  la  forme 

*(h)  __    *(—  h) 

<p(h)  et  ^(h)  étant  des  fonctions  de  h  sans  dénominateur,  et  tout-à- 
fait  déterminées  à  l'aide  des  seules  valeurs  de  la  fonction  f(x)  com- 
prises entre  les  deux  limites  x  =  L',  x—l,  pour  lesquelles  cette 
fonction  est  donnée  à  priori. 

Cela  posé,  je  dis  qu'il  sera  toujours  facile,  entre  les  limites  l'  et  l, 
d'exprimer  la  fonction  f(x)  en  série  de  la  forme  2(Acosf.r-r-Bsinp.x), 
le  signe  2  se  rapportant  à  toutes  les  racines  réelles  et  positives  de 
l'équation  transcendante  <P\f\/ — i)  =  o.  On  y  parviendra,  en  effet, 
eu  transformant  convenablement  la  formule  de  Fourier,  et  en  éli- 
minant l'intégrale  /         coszi [y — x)f{j)dy,  qu'elle  contient,  à  l'aide 
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il  une  analyse  très  singulière  que  nous  empruntons  à  peu  près  tex- 
tuellement au  19e  cahier  du  Journal  de  l'École  polytechnique  (*). 

6.  Pour    déduire    des    valeurs    de   p  et    q    celle   de   l'intégrale 

/        e~ -">  v~l  f{y)dy,  je  désigne  par  g  une   quantité  positive  que 

l'on  prendra  aussi  petite  qu'où  voudra;  je  fais  h=g-\-z  \/ — 1  dans 
la  valeur  de  p,  et  h=g  —  z\/ — t   dans  la  valeur  de  q;  on  aura 

p      tW=i+sy   1     9(zi/=ï-gy 

et,  d'après  les  intégrales  définies  que  représentent/;  et  q ,  si  l'on  fait 
£  =0  dans  la  différence  p — q,  il  est  évident  qu'elle  se  changera  dans 
l'intégrale  demandée.  Cette  intégrale  sera  donc  la  limite  de  la  valeur 
de  p — q  par  rapport  à  g;  ainsi,  en  regardant  g  comme  une  quantité 
infiniment  petite  que  l'on  fera  tout-à-fait  nulle  à  la  fin  du  calcul,  ou 
aura 

Mais  cette  quantité  s'évanouit  en  même  temps  que  g ,  excepté  pour  les 
valeurs  de  z  qui  rendent  nul  le  dénominateur  <p(z  \/ —  1)  ;  cette  inté- 
grale ,  et  par  suite  celles  de 

cos  zy .  f{y)dy,     si n  zy .  f{y)dy,     cos  z{ y— x) .  f{y)dy , 

prises  entre  les  mêmes  limites  rbic  sont  doue  généralement  égales  à 
zéro;  et  il  n'y  a  d'exception  que  pour  certaines  valeurs  de  z  pour  les- 
quelles  ces  intégrales  deviennent  infinies.  La  nature  de  la  quantité 

/         cos  z(y — x)f(y)dy  étant  ainsi  connue,  il  s'agit  présentement 

d'effectuer  l'intégration  relative  à  z  qui  se  trouve  indiquée  dans  l'ex- 
pression de  f{x)  donnée  par  la  formule  de  Fourier. 

7.  Il  sera  nécessaire,  pour  cette  opération,  de  conserver  la  quantité 

g  dans  la  valeur  de  /         cos,z{y — x)/(y)dy;  nous  ferons  g=o,  après 

(*)  Voyez  pages  3i  ,  32,  33.  Nous  avons,  sans  aucun  scrupule,   emprunté  les 
phrases  mêmes  de  M.  Poisson  ,  inventeur  de  la  méthode. 
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avoir  achevé  le  calcul;  jusque  là  nous  traiterons  seulement  g  comme 
une  quantité  infiniment  petite.  Or  il  est  évident  que  les  portions  de 
l'intégrale  relative  à  z,  qui  répondent  à  des  valeurs  de  cette  variable 
infiniment  peu  différentes  des  racines  de  l'équation  <p(z  \/ — i)  =  o, 
sont  les  seules  qui  pourront  ne  pas  s'évanouir  en  même  temps  que  g; 
si  donc  nous  désignons  par  p  l'une  de  ces  racines,  et  que  nous  fassions 
3  =  p-f-i',  il  ne  faudra  donner  à  la  variable  z'  que  des  valeurs  infini- 
ment petites,  positives  ou  négatives,  et  prendre  successivement  pour 
p  toutes  les  racines  positives  de  l'équation  <p(p  V^ —  0  =  °>  on  ne 
prendra  pas  les  racines  négatives,  parce  que,  dans  l'intégration,  la 
variable  z  ne  doit  recevoir  que  des  valeurs  réelles  et  positives;  et  par 
la  même  raison,  lorsque  l'on  prendra  la  racine  p  =  o,  on  ne  donnera 
à  z   que  des  valeurs  positives.  Faisons  doncs=p  +  ^',  et  soit  alors 

f^e-yV^f{j)dj  =  Z,    f+"e*rV^f(7)dr  =  Z 

d'où  il  résultera 

_x  cosz{y—x)f(y)dy  =  -  Ze  +-Ze 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (i),  et  négligeant  la  variable 
z  en  dehors  de  Z  et  Z',  il  vient 

/(*)  =  ^{efxV~l  fZdz'  +  e-^-'fZ'dz), 

2  indiquant  une  somme  qui  s'étend  à  toutes  les  valeurs  positives  de  p, 
y  compris  p  =  o. 

Maintenant  soit  -^-  =<p'{h);  mettons  p  +  z'  à  la  place  de  z  dans 

le  second  membre  de  l'équation  (2);  en  traitant  a'  et  g  comme  des 
quantités  infiniment  petites,  on  aura 

fa^/^ldbg)  =  (:'\  -7=*=§y(p\/=7), 

*(zv/=T=fcg)  =^(V-î). 
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et  il  en  résultera 


Z  = 


ig*(f\/— i) 


teM-='>)<p'(?V/-0' 

si  donc  on  prend  une  quantité  positive  eT,  et  qu'on  intègre   depuis 
z'=  —  cf  jusqu'à  s'=+cT,  ou  aura 


fZd-J 


^  /     {  arc  tan»  -  , 


et  dans  le  cas  de  p=o,  l'intégrale  ne  devant  être  prise  que  depuis 
z'z=o  jusqu'à  z' ■==-{- S' ,  sa  valeur  sera  réduite  à  moitié.  Faisons  ac- 
tuellement g =o;  cette  valeur  de  fZidz  deviendra 

rzdz>  =  *£î£3. 

On  en  conclura  celle  de  fZ'dz',  en  y  changeant  le  signe  de  V7 — 1>  et 
l'on  aura 


j  a'! — 


d'où  l'on  conclut 


/(*)  =  2 


(-pV=T)  ' 


etxV->  *(,)/=$,  rMV-y_?t/^)" 


<p'(p\/-0 


+ 


4>'(-pt/->) 


en  se  rappelant  toutefois  que  dans  la  somme  2  on  ne  devra  prendre 
que  la  moitié  du  terme  qui  se  rapporte  à  p=o. 

Si  l'on  remplace  maintenant  les  exponentielles  imaginaires  par  leurs 
valeurs  en  sinus  et  cosinus,  la  fonction  f(x)  se  trouvera  mise  sous  la 
forme  demandée 

(a)  f{x)  =  2(A  cos  f>x  +  B  sin  px) , 

A  et  B  ayant  les  valeurs  suivantes  : 


(£) 


p'uv/— 0       «p'C—  «V  — 0' 


(B  =  V- 


>(çt/-l 


+  (— el/— 0' 


<p'(çy/_,J         ç,'(_êy_i)_ 
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dans  lesquelles  p  désigne  une  quelconque  des  racines  positives  de  l'équa- 
tion transcendante  <p(p  \/ —  i)  =  o  ,  mais  qu'il  faudra  réduire  à  moitié 
dans  le  cas  particulier  où  Ion  aura  f  =  o. 

S.  Admettons  par  exemple  que  pour  déterminer  la  fonction  f{j) 
hors  des  limites  V  et  l  que  nous  prendrons  la  première  égale  à  zéro 
et  la  seconde  quelconque,  on  se  donne  les  deux  conditions  /(y) 
=  f{ — y),  f(J-\-y)z=. — f(l — y),  lesquelles  entraînent  la  condi- 
tion particulière  f(l)z=.o,  que  nous  supposerons  remplie.  Si  l'on 
multiplie  par  e~kydy  les  deux  membres  de  l'équation  f(y)-=  f  ( — y), 
et  qu'on  intègre  ensuite  depuis^'=o  jusqu'à  y=  ce  ,  il  viendra 

Le  premier  membre  est  précisément  égal  à  la  quantité  représentée  ci- 
dessus  par/)  {voyez  n°  5),  et  il  est  aisé  de  voir  que  le  second  est 
égala — q;  on  a  donc  d'abord  p  =  —  q. 

En  multipliant  de  même  par  e~hydy  et  intégrant  les  deux  membres 
de  l'équation  f{l-\-y)  =  —  f(l~~j)>  on  obtient 

f*e-*rf(l+y)dj  —  _ f"  eh>J{l-S)dy; 
on  a  d'ailleurs  identiquement 

f  e~hf(i  +y)dr  =  e"fp  —  f  e~h,f(y)eb'~\> 

fo   e~^f{l-y)dy  =-6-»  [_q  -fy  f  (y)dy~]; 
l'égalité  précédente  devient  donc 

*t[p--fl<r».fW4r]  =  «-"[?-/0/^/(rXr]^ 

et  en  ayant  égard  à  l'équation  p= — q,  et  posant 

Çl(tP&-fl  —  e«>-»)f(y)dy  =  *(A),  e"  -f-  e~hl  =  tp(h), 

lii  i     r  +(^)       i  +( — h) 

on  en  tire  tes  valeurs  de  y  et  o  sons  la  forme  /;  =  -~-  ,  q  =  — — j-  exi- 
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gée  pour  le  succès  de  notre  méthode.  D'après  ces  valeurs  de  "^(h), 
<p{h) ,  l'équation  qui  détermine  les  valeurs  de  p  est  cos  fl  =  o,  et  l'on 

,  ...  w  3tt  5a- 

en  tire ,  en  se  bornant  aux  racines  positives,  p  =  —  c  =  —j,  f  =  —?,..  .. 
On  a  de  plus, 

*0  V/I==^)=2  ^-T/0  sinc(Z-jr)/(j)^, 

^'(pV' —  i)=2l\/ — i  sin  p/. 

En  observant  que  la  quantité  sin  p(/ — j)=sin  p/cospj" —  cos//sinpj 
se  réduit  à  sin  pi  cos  py,  puisque  cos  fl= o ,  la  valeur  de  ^(p  V —  i  ) 
devient  plus  simplement 

"Î^PV^m)  =  2  ^^ïsmflj ocosfjf(j)dj. 

La  formule  (a)  nous  donne  d'après  cela 

f(x)  =  |  2  cos  pa^  cos  fjf(j)df, 

ce  qui  est  exact,  en  effet,  entre  les  limites  x  =  o,  x  =  l,  comme  on 
peut  s'en  assurer  par  d'autres  méthodes ,  pour  une  fonction  f{x)  as- 
sujettie à  la  condition  _/"(/)  =  o. 

g.  Supposons  en  second  lieu  que  pour  déterminer  la  fonction  f(y) 
hors  des  limites  V  et  /  que  nous  prendrons  égales  et  désignes  contraires 
en  sorte  que  l'on  ait  /'= — l,  on  se  donne  les  deux  conditions 

/('■+  y)  +  /(/-/)  =  o, 

A-l+l)  +  A-I-J)  =  o; 

lesquelles  renferment  implicitement  ces  deux  conditions  particulières 
/(/)=o,/(-Z)=o. 

On  a  identiquement 

f*e-»f(l+j)djr  =  e«[_p-floe-*rfir)dJ~], 

Jj>\ieii  i836.  •+ 
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Or,  si  l'on  multiplie  par  e-^dj,  et  si  l'on  intègre  entre  les  limites 
j  =  o,  /  =  <*  ,  les  deux  membres  de  l'équation  /(/+?-)=—/(/—)), 
il  viendra 

f~  e-*'f{l-\-y)dj  =  —  f*  e-h'f(ù—j)dj. 
En  remplaçant  ces  deux  intégrales  définies  par  leurs  valeurs  ,  on  aura 

e»p  _  e-"'q  =  e»f^e->yf(j)dr-e-"f'e^f(j)dr. 

En  opérant  d'une  manière  semblable  sur  l'égalité  f{—l+j) 
-\-f{ — / — p)  — o,  on  trouvera  de  même 

,>->—  eh'q  =  e-»f~le-hrf(j)dj  —  ^£ '/*/&)&> 

équation  qui  du  reste  se  déduit  de  la  précédente,  en  y  changeant  /en 
— I.  Ces  deux  équations  ne  renferment,  outre  p  et  q,  que  des  quantités 
connues,  puisque  la  fonction  /(j)  est  donnée  entre  les  limites 
j==  — 1}  y=-\-lt  et  il  est  évident  que  l'on  en  déduira  les  valeurs 

de  pet  q  sous  la  forme  p  —  ^y  ,  q  =  "jrz%y  on  continuera  ensuite 

le  calcul  comme  il  a  été  dit  n°  7. 

10.  Mais  sans  nous  arrêter  là-dessus  davantage,  passons  à  un  autre 
exemple  beaucoup  plus  intéressant,  et  qui  d'ailleurs  comprend  le  pré- 
cédent comme  cas  particulier.  A  cet  effet,  posons  encore  l'= — /,  et 
pour  déterminer  la  fonction  f{j)  hors  des  limites y= — /,  yz=.-\-l, 
donnons-nous  ces  deux  conditions 


«/('  +  x)  +  dJ^  +  m -r)  -^^2=0, 


ê  et  Ê'  étant  deux  constantes  positives. 

Ces  deux  conditions  supposent  que  la  fonction  f{x)  soit  telle  que 
l'on  ait 
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"TET  +  ^/W  =  °  Pour  x  =  l> 


—  Q' f(x)  =  o  pour  .r  =1  — /; 


et  nous  admettrons  qu'en  effet  ces  deux  égalités  ont  lieu. 

Cel.i  posé,  pour  obtenir  les  valeurs  de  p  e\  q  ,  rappelons-nous  d'a- 
bord que  l'on  a  identiquement 

Mettons  ensuite ,  avec  M.  Poisson  (*) ,  la  première  des  équations  (a) 
sous  la  forme 

e-^d[e^f{l+y)]  S  e^d[e-^f(l-r)}; 

multiplions  ses  deux  membres  par  e~hydj,  puis  intégrons  par  par- 
ties; nous  aurons 

e-»f(J+r)+(k+qfe-krf(l+I)dj  =  C  +  e-^f{l—y) 

+  (h-qfe-»f(l-j)dj. 


{*)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  10/  cahier,  page  3o.  Cette  méthode  con- 
siste essentiellement  à  multiplier  par  t~bydy  et  à  intégrer  depuis  y  =  o  jusqu'à 
y  =  00  les  deux  membres  des  équations  (a) ,  puis  à  exprimer  toutes  les  inté- 
grales en  fonction  de  p ,  q  et  de  quantités  connues.  En  observant  que  par  des 

d"F(r) 
intégrations  par  parties  on  ramène  l'intégrale  de  e~h*         n    dy  à  l'intégrale  de 

e-hy  p  (j-)  dy,  on  comprendra  que  ce  procédé  réussirait  encore  en  général  et 
fournirait  les  valeurs  dep,  q,  si  les  équations  (a)  renfermaient,  sous  forme  li- 
néaire, outre  la  différentielle  première  df  de  la  fonction  désignée  parla  carac- 
téristique f,   les   différentielles  d"f, d"f  d'un  ordre  quelconque  multipliées 

par  des  coefficients  constants. 
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Si  les  intégrales  sont  prises  depuis  y=o,  la  constante  arbitraire  C 
sera  égale  à  zéro,  et  si  elles  s'étendent  jusqu'à  y=x> ,  les  termes  qui 
sont  hors  du  signe  f  s'évanouiront  à  cette  seconde  limite.  On  aura 
donc  alors 

(k+e)f%-*rf(l+j)d7  =  (h-è)f'%-»f(l-f)dy, 

équation  qui  devient ,  en  vertu  des  précédentes , 

(h+Sy'p  +  (h—ë)e-»q  =  (h+Ç)ehlfj-hyf(j-)dy 

+  vh-ê)e-»floe>yf{y)dj. 

Par  un  procédé  semblable  ou  déduira  de  la  seconde  des  équations  (fi) 
une  autre  relation  entre  p  et  q,  qui  s'obtient  aussi  en  changeant  dans 
celle-ci  4°  en  —  £'  et  /  en  — /,  ce  qui  donne 

(h-€')e-hlP  +  {h+S')erJq  =  (k—ë')e-h'f~le-hrf(y)dj 

+  {h+€')  <r<  f~léyf{y)dy , 

De  ces  deux  équations  on  tirera  les  valeurs  de  p  et  q  sous  la 
torme  demandée 

n-tB         a  -  ttrM 
r  —  p{h)'      *  —  *(-*/ 

en  faisant  pour  abréger 

(h+ë)(h+sy"'f'e-y{y)dj—(k—€^h—€y-'h'f~le-hyf(y/ij 

^-e)\h+Z)[floe?Ay)dy-f-iêrf{y)dy']  =  *(h), 

{h+e)(h-\-Z')eM—{h  —  eXh—Ç')e-'»'  =  <p(A). 
L'équation  de  laquelle  dépendent  les  valeurs  de  p  sera  donc 

çf  »  \/ i)  _  _ 

" =    (bb'  —    p*)    S;,U2fl   -f-   (ê   -f-    €')fCOS?f(   =    û. 
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On  aura  en  outre 

ip'O  \/-  l)  =  [g+g'-f-2/(gg--f')]cOSfZ-[24-2/(g  +  gQ]fMQ2p/, 

et  <p'( — p  \/ —  1)  =  <p'(p  \/ —  1).  Quant  aux  valeurs  de  ^(p  V —  1)  , 

*( — P  V — 0>  ^  est  a*se  ^e  ^es  former;  toutefois,  je  me  dispenserai 
de  les  écrire  à  cause  de  leur  complication.  Lorsqu'on  les  aura  obte- 
nues, les  équations  (£)  du  n°  7  nous  donneront  les  coefficiens  A,  B; 
et  la  formule  (a)  nous  fournira  ensuite  le  développement  de  f{oc). 

1 1 .  Les  expressions  de  A  et  B  contiennent  en  dénominateur  la  dé- 
rivée <p'(p  \/ — 1);  si  donc  deux  des  racines  positives  de  l'équation 
(p  Çp  \/ — i)  =  o  se  trouvaient  égales  entre  elles,  ces  coefficiens  de- 
viendraient infinis.  Mais  pour  que  cette  circonstance  pût  se  présenter 
dans  l'exemple  que  nous  traitons,  il  faudrait  que  l'on  eût  à  la  fois 

(Se1—  pa)sin3[>Z-f-(6+£')/COS2j^=0> 
[£+£'_|_2/(Êg'_(-Yjc0s2p/—  [2  +  2/(£4- £')]  fsin2p/  =  o; 

égalant  entre  elles  les  deux  valeurs  de  tang  apZ  fournies  par  ces  deux 
équations,  on  aurait  donc 

(€£'-/•)  [£+6'+2/(S£'—  p')]  +  (g  +  g')[2+2/(g  +  £')>'  =  o, 

ou  bien 

ii{€%— p»)'+2/'(e+e')y +  (£+£')  (£€'+p*)  =0; 

or,  cette  dernière  égalité  est  absurde  quand  on  a  £>o,  €'  >  o 
(comme  nous  l'avons  supposé  n°  10),  puisque  son  premier  membre 
est  la  somme  de  trois  quantités  positives;  et  lorsqu'une  des  deux  cons- 
tantes Q,  £',  est  nulle,  ou  lorsque  toutes  les  deux  le  sont ,  elle  ne  peut 
être  satisfaite  qu'en  posant  p=o.  L'équation  p(p  \/ — i)=o  n'a 
donc  pas  de  racines  positives  égales  lorsque  les  constantes  €,  &'  sont  >  o; 
ilestaisé  de  s'assurer  que  ce  théorème  subsiste  encore  si  l'une  seulement 
de  ces  constantes  est  nulle,  l'autre  restant  positive,  car  la  racine  nulle 
que  prend  dans  cette  circonstance  l'équation  que  nous  discutons  est 
évidemment  une  racine  simple;  il  n'en  est  plus  de  même  quand  on  a  à 
la  fois  £  =  0,  C  =  o:  il  y  a  alors  une  racine  triple  égale  à  zéro; 
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mais  alors  aussi  les  deux  quantités  "^(7/),  <p(h),  possèdent  le  facteur 
commun  A*  que  l'on  doit  supprimer  pour  réduire  les  fractions  p,  a, 
à  leur  plus  simple  expression;  cette  réduction  faite,  l'équation 
?  (f  V/ —  i)  =o  se  trouvera  débarrassée  de  deux  de  ses  racines  nulles 
et  n'aura  plus  que  des  racines  toutes  inégales  entre  elles. 

12.  Nous  avons  vu  précédemment  (n°  10)  que  la  fonction  f{x)que 
nous  venons  de  développer  dans  la  série  2(Acos/>.r-f-Bsinp.r)  doit 
être  regardée  comme  assujettie  aux  deux  conditions  particulières 

-  -j-  &f(x)  =  o  pour  x  =  l, 


dx 
df(i 


dx 


—  £'f{x)  =  o  pour  x= — /. 


Ces  deux  conditions  devrout  être  satisfaites  si  l'on  remplace  f(x) 
par  sa  valeur  2(A  cosp.r-f-Bsinp.2:)  ;  mais  il  est  assez  remarquable  que 
chaque  terme  A  cosp.r-f-Bsin  fx  de  la  série  satisfasse  isolément  à  cette 
relation,  en  sorte  que  si  l'on   pose  v  =  Acos  p.r+Bsin  f>x,  on  aura 

- — (-  Ç,v  =  o  pour  xz=l,  et  t £'f=o  pour  x  =  —  /(*)• 

Les  divers  termes  de  la  série  2(Acosp.r-{-Bsin  f>x) ,  jouissent  de 
plusieurs  autres  propriétés  remarquables  qui  sont  connues  depuis 
long-temps.  Soient  par  exemple  v  et  v  deux  termes  de  la  série  répon- 

vv'dx  =  o. 

En  effet ,  des  deux  équations -r^  =  — fv,  g»  =  —   p'V,   qui  ont 
évidemment  Heu ,  on  déduit 

t  .        /»\     /  d'v'  ,  d?v 

en  intégrant  il  vient  donc 


{*)  Pour  la  démonstration  de   ce  théorème  nous  renverrons  aux  calculs  dé- 
veloppés à  la  page  3^  du  19e  cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique. 
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Si  maintenant  ou  prend  — /  et  -\-l  pour  les  deux  limites  de  l'intégrale, 
je  dis  que  le  second  membre  se  réduit  à  zéro.  Pour  le  montrer,  j'ob- 

i  dv         p  dv     ,    ,>.  ,  . 

serve  que  pour  x  =  i  on  a  -: — \-  kv  =  o ,  - — |-  b  v  =  o  ;  or,  si  après 

avoir  multiplié  la  première  de  ces  deux  égalités  par  v1  et  la  seconde 

par  v,  on  les  retranche,  il  en  résulte  v  - t>'  — -  =  o   pour    r  =  /; 

pour  xz=  —  /ona- £V  =  o ,  -7-  —  £V  =  o  ,   d'où  l'on   tire  de 

même     v-~-  —    v'  -r-   =    o.    On   conclut    de    là    que    le    produit 
dx  dx  ■  r 

/+l 
vv'dx  esl  constamment  égal  à  zéro;  et  par  suite,  si  les 

deux  racines  p  et  p'  sont  différentes,  on  a   /       vv'dx  =  o. 

/+' 
vv'dx  =  o 

pour  prouverla  réalité  de  toutes  lesracinesde  l'équation  <p(f  V  —  i  )=o; 
nous  ne  rapporterons  pas  ici  sa  démonstration  qui  est  connue  de  tous 
les  géomètres,  et  qui  d'ailleurs  est  de  pure  curiosité  dans  notre  théorie, 
puisque  nous  n'avons  besoin  que  des  racines  positives  de  cette  équa- 
tion, en  sorte  qu'il  nous  importe  peu  quelle  ait  ou  n'ait  pas  de  ra- 
cines imaginaires. 

i3.  Il  nous  serait  aisé  de  donner  beaucoup  d'autres  développemeus 
de  la  fonction  f(x)  en  séries  de  sinus  et  de  cosinus  ;  nous  pourrions, 
par  exemple,  déterminer  la  fonction  f(j)  hors  des  limites — /,  -\-l 
en  employant,  au  lieu  des  équations  Ça),  d'autres  équations  aux  diffé- 
rences mêlées  qui  contiendraient  les  différentielles  de  fÇj)  d'un 
ordre  supérieur  au  premier.  Mais  il  serait  fort  inutile  de  généraliser 
ainsi  les  résultats  que  nous  avons  obtenus  dans  ce  Mémoire.  Nous 
n'avons  eu  pour  but  que  de  développer  avec  soin  et  de  présenter  sous 
un  nouveau  jour  une  méthode  très  ingénieuse  à  laquelle  les  géomè- 
tres n'avaient  pas  fait  assez  attention.  Plus  tard  nous  reviendrons  sur 
ce  sujet,  et  en  partant  d'un  autre  principe  nous  montrerons  comment 
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ou  peut  arriver  d'une  manière  à  la  fois  directe  et  rigoureuse,  non- 
seulement  aux  développemens  des  fonctions  en  se'ries  de  sinus  et  de 
cosinus,  mais  encore  à  ces  développemens  plus  compliqués  formés  de 
suites  infinies  dont  chaque  terme  est  l'intégrale  d'une  équation  différen- 
tielle du  second  ordre,  et  qui  se  présentent  en  analyse  quand  on  cherche 
à  déterminer  les  lois  du  mouvement  de  la  chaleur  dans  une  barre  hété- 
rogène primitivement  échauffée  d'une  manière  quelconque  (*). 


(*)  Le  Mémoire  que  j'anuonce  ici  et  qui  roule  sur  les  développemens  des  fonc- 
tions ou  parties  de  fonctions  en  séries  dont  les  divers  termes  sont  assujettis  à  satis- 
faire à  une  même  équation  différentielle  du  second  ordre  contenant  un  paramètre 
variable  ,  a  e'te'  présente'  le  3o  novembre  dernier  à  l'Académie  des  Sciences. 
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MÉMOIRE 

Sur  une  question  d Analyse  aux  différences  partielles; 

Par  Joseph  LIÔUVILLE. 

(Présenté  à  l'Académie  des  Sciences  le  17  mars  i834-) 


La  question  d'analyse  aux  différences  partielles,  à  laquelle  se  rap- 
portent les  recherches  suivantes,  peut  être  utile  dans  plusieurs  théo- 
vies  physiques,  et  spécialement  dans  celle  de  la  chaleur.  Le  titre  place 
en  tète  de  ce  Mémoire  montre  assez  que  je  veux  la  considérer  sous  un 
point  de  vue  purement  mathématique,  abstraction  faite  de  ses  appli- 
cations. Néanmoins,  il  sera  bon  d'indiquer  en  peu  de  mots  la  natuee 
(ies  problèmes  qui  m'ont  conduit  à  m'en  occuper. 

Les  lois  de  la  distribution  variable  ou  permanente  du  calorique 
dans  les  substances  solides  dépendent,  comme  on  sait,  d'une  équation 
aux  différences  partielles  qu'il  s'agit  d'intégrer,  et  d'une  ou  de  plusieurs 
conditions  particulières  relatives,  soit  à  la  surface  du  corps,  soit  à 
l'état  initial  des  températures.  Ces  conditions  définies  servent  à  déter- 
miner les  quantités  arbitraires  introduites  par  l'intégration  de  l'équa- 
tion indéfinie.  Lorsque  le  système  dans  lequel  la  chaleur  se  propage 
est  placé  dans  un  milieu  de  tempééature  donnée,  l'équation  relative  à 
la  surface  a  pous  coefficient  d'un  de  ses  termes  le  pouvoir  rayonnant  ; 
et  si  l'on  veut  laisser  à  la  question  toute  la  généralité  qu'elle  comporte, 
il  faut  regarder  ce  pouvoir  rayonnant  comme  une  fonction  connue 
quelconque  des  coordonnées  de  chaque  point  de  la  smface;  car  en 

Ftvr.iEs  i8?6  5 
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supposant  même  qu'il  s'agisse  d'un  corps  homogène,  la  quantité  de 
chaleur  émise  au  dehors  par  un  élément  superficiel  de  grandeur  cons- 
tante, varie,  toutes  choses  égales  d'ailleurs,  avec  le  degré  de  poli  ou 
la  coloration  de  cet  élément. 

Lorsqu'on  étudie,  par  exemple,  le  mouvement  de  la  chaleur  dans 
une  harre  d'un  très  petit  diamètre,  le  pouvoir  rayonnant  doit  être  re- 
gardé comme  une  fonction  arbitraire  de  l'abscisse  ;  et  si  l'on  rempla- 
çait cette  fonction  arbitraire  par  une  simple  constante,  on  restreindrait 
beaucoup  l'étendue  de  la  solution.  Au  reste,  dans  le  cas  d'une  barre 
très  mince,  l'introduction  d'une  fonction  arbitraire  pour  représenter 
le  pouvoir  rayonnant  et  même  pour  représenter  la  chaleur  spécifique 
et  la  conductibilité  intérieure ,  ne  complique  pas  beaucoup  les  calculs, 
du  moins  tant  qu'on  se  borne  à  établir  des  formules  algébriques,  sans 
essayer  de  les  réduire  en  nombres.  C'est  ce  que  j'ai  fait  voir  dans  un 
Mémoire  présenté  il  y  a  plusieurs  années  à  l'Académie  des  Sciences  ,  et 
ce  que  M.  Sturm  a  prouvé  aussi,  à  peu  près  à  la  même  époque,  par 
une  marche  très  différente  de  celle  que  j'ai  suivie,  quoiqu'elle  con- 
duise aux  mêmes  résultats.  Mais  ea  général  on  peut  dire  que  la  déter- 
mination des  lois  du  mouvement  de  la  chaleur  dans  un  corps  solide 
de  forme  donnée ,  se  complique  beaucoup  dès  qu'on  représente  le  pou- 
voir rayonnant  h  propre  à  chaque  point  de  la  surface  de  ce  corps  par 
une  fonction  quelconque  f{x)  de  l'abscisse  correspondante  à  ce  point. 
Aussi  voyons-nous  que  jusqu'à  ce  jour  les  géomètres  ont  regardé  la 
lettre  h  comme  exprimant  une  constante,  même  dans  la  théorie  des 
températures  terrestres  où  il  serait  intéressant  d'examiner  les  effets- 
produits  par  la  variabilité  de  h. 

En  cherchant  à  résoudre  divers  problèmes  dans  lesquels  je  regardais 
la  quantité  h  comme  variable,  je  suis  tombé  sur  la  question  d'analyse 
aux  différences  partielles  dont  je  ferai  le  sujet  de  ce  Mémoire.  Cette 
question  a  pour  objet  de  déterminer  les  coefîiciens  des  termes  succes- 
sifs d'une  série  de  quantités  périodiques,  au  moyeu  dune  équation  de 
condition  à  laquelle  cette  série  doit  satisfaire  entre  deux  limites  don- 
nées. -  •  • 

Une  des  équations  de  condition  dont  je  parle  est,  par  exemple,  de  la 
forme  : 

(A)         2AMm  cosmx-\-  f{x)  1\m  cos  mx=.Y{x), 
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le  sigue  S  s  étendant  à  toutes  les  valeurs  de  m  exprimées  par  les  nom- 
bres impairs  1,5,5 Lequation  (A)  doit  subsister  pour  toutes  les 

valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites  x=o,  ^'=\  '■  les  fonctions 

f(x)  et  F(x)  sont  connues,  et  il  s'agit  de  déterminer  les  coefficiens 
A,,  A3,  A5,...  Am...  Cela  serait  facile  par  les  méthodes  ordinaires  si  l'on 
avait  f{x)=.  constante;  mais  quand  /(x)  est  variable,  la  chose  de- 
vient plus  délicale. 

Il  est  aisé  de  trouver  dans  la  Théorie  de  la  Chaleur  un  problème  qui 
conduise  à  l'équation  (A).  Pour  cela,  généralisons  celui  que  Fourier  a 
résolu  dans  le  chapitre  m  de  son  ouvrage.  Ce  problème  a,  comme 
on  sait,  pour  objet  d'exprimer  le  mouvement  permanent  de  la  chaleur 
dans  une  lame  rectangulaire  infinie. 


Nous  supposerons  avec  l'illustre  auteur,  que  les  deux  arêtes  paral- 
lèles et  infinies  A  et  C  qui  comprennent  le  rectangle,  sont  retenues 
par  une  cause  quelconque  à  la  température  fixe  o°;  mais  quant  à  l'a- 
rète  transversale  B,  au  lieu  de  la  regarder  comme  entretenue  aussi  à 
une  température  fixe  i°,  nous  admettrons  qu'elle  rayonne  dans  un 
milieu  dont  la  température  est  donnée  pour  chaque  point ,  et  nous 
représenterons  son  pouvoir  émissif  par  une  fonction  arbitraire  variant 
d'un  point  à  l'autre  de  B.  La  lame  étant  d'ailleurs  homogène,  si  nous 
plaçons  l'origine  des  coordonnées  au  milieu  de  l'arête  B,  et  si  nous 
comptons  les  abscisses  x  le  long  de  cette  arête,  taudis  que  les  ordon- 
nées^- seront  comptées  dans  une  direction  normale  à  celle-là,  il  est 
visible  que  la  température  permanente  u  qui  répond  au  point  M  doDt 
les  coordonnées  sont  .r  et^-,  sera  déterminée  par  l'équation  aux  diffé- 

5.. 
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rences  partielles  : 

d'u      ,     d'u 
dx*  dy* 

En  choisissant  l'unité  de  longueur  de  telle  manière  que  l'arête  B , 
interceptée   entre  les  faces  A   et  C,  soit  égale  à  -7r  =  3,i4i5 , 

on  aura  »  =  o  pour  jr=rh  -,  puisque  les  faces  A  et  C  sont  entretenues 

a  o°;  à  cause  de  l'action  de  ces  mêmes  arêtes,  la  portion  du  rectangle 
située  à  une  distance  infinie  de.B  doit  aussi  être  à  o°.  Ainsi,  l'on  doit 
avoir  «=o  pour  j==  +  oo.  Le  long  de  l'arête  B,  il  y  a  une  autre 
condition  définie,  savoir  : 

k-j-  =  h(n  —  0  pourj'=o  de  x  = —  -  à  x=-  , 

les  deux  quantités  positives  h  et  k  désignant  le  pouvoir  émissif  et  la 
conductibilité  intérieure,  tandis  que  £  désigne  la  température  du  mi- 
lieu ambiant.  D'après  nos  hypothèses ,  h  et  £  sont  des  fonctions  de  x, 
Nous  pouvons  donc  poser 

\=f(x),     f=F(.r), 

et  l'équation  dont  il  s'agit  deviendra 

Ty—  "/(*)  + Ff»  =  o. 

Les  fonctions  f(x)  et  F \x)  sont  jusqu'ici  des  fonctions  quelconques, 
mais,  pour  plus  de  simplicité,  nous  les  regarderons  désormais  comme 
des  fonctions  paires  de  x,  en  sorte  que  l'on  ait  y( — x)  =  j (x] , 
F( — a")=F(.r);  la  température  u  sera  aussi  dès  lors  une  fonction 
paire  de  x.  Par  conséquent  la  question  se  réduit  à  trouver  pour  la 
température  u  une  fonction  paire  de  x,  qui  satisfasse  à  l'équation 

d'u    ,    d7u 
qui  s'annule,  quel  que  soil  y  quand  x=  -  ,  et  quel  que  soit  x  quand 
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7'=-f-co;   et  qui,  en  oulre,  lorsqu'on  a y  —  o,  satisfasse  à  l'égalité 

g  —  uf(x)  -f-  F(x)  =  o, 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites  o  et-. 

Or,  on  trouve  que  toutes  ces  conditions  seront  remplies  eu  posant 
u  =  2Ame~my  cosmx; 

m  étant  un  quelconque  des  nombres  entiers  impairs  i ,  3,  5 et 

Am  représentant  une  fonction  de  m  tellement  choisie  que,  pour  les  va- 
leurs de  x  renfermées  entre  les  limites  o  et  -,  on  ait 

(A)  lAmmcos  wx  -\-  f{x)  2Am  cos  mx  =  V(x). 

Pour  déterminer  la  fonction  inconnue  Am  dontlavaleur  de  u  dépend, 
il  est  donc  nécessaire  de  traiter  l'équation  (A)  dans  laquelle  J(x)  est 
une  fonction  positive  arbitraire  de  x. 

Si  la  longueur  de  l'arête  B  que  nous  avons  supposée  égale  à  77 , 
était  au  contraire  égale  à  2/,  au  lieu  de  l'équation  (A),  on  aurait  à 
traiter  une  équation  de  condition  de  la  forme 

(B)  2A„.  —t  cos  -g-  +J>x)  2Am  cos  -^-  =  ¥  (x). 

Eu  supposant  la  longueur  /  infinie,  transformant  les  sommes  en  inté- 
grales, et  substituant  à  la  lettre  A„  une  fonction  <p(9)e/9  de  la  va- 
riable (j=  —jk  laquelle  se  rapporte  l'intégration,  l'égalité  précédente 
deviendra 

(C)  f"  6<p(9)  cos  (U-rfO  +  f(x)  f  %(9)  cos  Qx  =  Y(x). 

Il  s'agira  donc  alors  de  trouver  une  'onction  <p('â)  qui  satisfasse  à  l'é- 
quation (C);  et  cette  fonction  une  fois  déterminée,  la  température  u 
d'un  point  quelconque  du  solide,  sera  fournie  par  la  formule  gé- 
nérale 

u  =    f    <p(ô>~,f'.  cos  9.XY/9. 


58  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

INous  avons  restreint  tout  à  l'heure  la  généralité  de  notre  problème 
en  supposant  la  chaleur  distribuée  symétriquement  de  part  et  d'autre 
de  l'axe  qui  s'élève  au  milieu  de  l'arête  B,  normalement  à  celte  arête; 
admettons  maintenant  que  cette  symétrie  n'existe  pas.  Il  sera  plus 
commode  de  placer  dans  ce  cas  l'origine  des  coordonnées  au  point  où 
les  deux  faces  A  et  B  se  rencontrent;  d'après  cela  nous  choisirons 
l'arête  A  pour  axe  desj-  et  l'arête  B  pour  axe  des  x. 

L'équation  indéfinie  à  laquelle  la  température  u  doit  satisfaire  sera 

encore 

d*u         d'u 

<£r'  dj-*  ' 

mais  les  conditions  définies  prendront  la  forme 

u  =  o  pour  x  =  o  et  pour  x  =  «r, 
u  •=.  o  pour  y  =  -f-  33  t 
,jf, 


■j-  —  uf(x)-\-Y{x)  =  0,   pour  7  =  0,  de  xz=  o  à  x  =  7r. 


(Nous  n'avons  pas  besoin  d'avertir  que  la  longueur  de  l'arête  B  est , 
comme  précédemment,  représentée  parle  nombre  rf.  La  valeur  de  u 
qu'on  déduit  de  ces  équations  est  la  suivante  : 

u  =  2Aro  e~"y  sin  mx, 

m  désignant  un  quelconque  des  nombres  entiers  successifs  1,  2,   5, 

4,  5 ;    et  Am  étant  une  fonction  de  m  qui  doit  être  telle  que 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  ?r,  on  ait 

(D)       2A,„  ?h  sin  m,r  -\~  f(x)  2Amsin/n,r  as  F(,r). 

Pour  obtenir  la  valeur  de  Am  et  par  suite  la  valeur  de  u,  il  est 
donc  nécessaire  de  savoir  résoudre  les  équations  de  la  forme  (D). 

Considérons  actuellement  l'état  permanent  de  la  chaleur  dans  un 
cercle  dont  le  contour  rayonne  dans  un  milieu  de  température  don- 
née ,  et  nous  tomberons  de  nouveau  sur  une  équation  semblable  aux 
précédentes,  quoique  un  peu  plus  générale.  En  effet,  soit  u  la  tem- 
pérature fixe  d'un  point  quelconque  M  du  cercle;  désignons  par  /•  le 
rayon  vecteur  OM  mené  du  point  M  au  centre  0,  et  par  x  l'angle 
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que  ce  rayon  vecteur  forme  avec  une  droite  invariable  OX.  L'équa- 
tion indéfinie  du  mouvement  permanent  de  la  chaleur  dans  un  plan, 
pouvant,  comme  on  le  sait,  être  mise  sous  la  forme 

d7u  i      du     ,      i       d*u 

drï  +  7,d?~*~?>'dlr~—  °' 

il  s'agira  d'abord  d'intégrer  cette  équation.  Or,  si  l'on  effectue  cette 
intégration  en  ayant  égard  à  ces  deux  circonstances  particulières  à 
notre  problème,  i°  que  la  valeur  de  u  ne  devienne  pas  infinie  quand 
on  y  fait  r=o;  2°  que  cette  valeur  reste  la  même  quand  on  change  x 
en  x-\-?.it ,  on  trouvera  pour  l'expression  générale  de  u 

u  =  1rm  (Am  cos  mx  -\-  Bmsinm,r), 

m  désignant  un  nombre  entier  quelconque  y  compris  zéro,  et  Am,  B„ 
des  fonctions  inconnues  de  m.  Il  reste  encore  à  satisfaire  à  l'équation 
relative  à  la  surface,  laquelle,  en  prenant  pour  unité  de  longueur  le 
rayon  du  cercle ,  est  de  la  forme 

k-j--\-h(ii — Ç)  =  o     pour  r  =  i ,  de  x  =  — yr  à  xz=.-\-tt, 

keth  désignant  la  conductibilité  intérieure  et  le  pouvoir  rayonnant, 
tandis  que  £  représente  la  température  du  milieu  en  contact  avec  la 
circonférence  du  cercle.  Nous  supposerons  que  h  et  £  sont  des  fonc- 
tions données  de  l'angle  x,  et  nous  poserons 

En  mettant  donc,  au  lieu  de  u  et  -r-  leurs  valeurs  dans  notre  équa- 
tion définie,  elle  deviendra 

(E)  2™(Am cos  wx-f-Bmsin  mx)  +f(x)  2(A„ cos  w.r-f-B„,sin  mx)=h\x)  ; 

et  il  faudra  en  faire  usage  de  manière  à  déterminer  les  deux  coefficients 
A„  et  Bm. 

Les  cinq  équations  que  nous  avons  dénotées  par  les  cinq  premières 
lettres  de  l'alphabet,  répondent  à  un  nombre  égal  de  problèmes  dont 
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nous  allons  essayer  de  donner  la  solution.  Nous  traiterons  d'abord  le 
problème  (A),  qui  renferme  implicitement  (B)  et  (C) ,  par  deux  mé- 
thodes différentes  qui  nous  conduiront  aux  mêmes  résullats.  La  seconde 
de  ces  deux  méthodes  étant  plus  abrégée  que  l'autre,  c'est  elle  que 
nous  appliquerons  ensuite  aux  derniers  problèmes  (D),  (E). 

II, 

PREMIÈRE    SOLLTIO>    Dl     PROBLEME    (A). 

Soient  m  un  nombre  impair  quelconque,  et  A,,  A3,  As.  .  .  Am.  . . 
des  coeOiciens  constans  inconnus;  faisons 

A,cos.r  -f-  A3  cos  5x  -f-  A3cos5x  -f-  etc.  =  2.kmcosmx, 
et 

A.cosj:  -f-  5A3cos3x  -f- 5Ascos5x -f-  etc.   =  2Ammcos  mx. 

Désignons  par  Y(x),  f(x),  deux  fonctions  de  x ,  dont  on  connaisse 
les  valeurs  depuis  x  =  o  jusqu'à  x=-.  Cela  posé,  notre  problème 
peut  s'énoncer  de  la  manière  suivante. 


(  )n  demande  de  trouver  la  valeur  de  Am  qui  satisfait  à  l'équation 
(A)       2  \  m  m  cos  mx  -f-  JÇx)  2Am  cos  mx  =  F  (x) 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites  x  =  o,  x==  -. 

Néanmoins,  pour  rendre  cet  énoncé  plus  précis,  il  faut  ajouter  les 
remarques  suivantes  qui  dérivent  de  la  nature  même  de  la  question. 

i".  Le  problème  qui,  dans  le  n°  I,  nous  a  conduits  à  l'équation  (A), 
nous  montre  que  la  quantité  cos  mx  est  la  limite  vers  laquelle  tend 
Je  produit  e~nycosmx,  quand  la  grandeur  positive  y  devient  infi- 
niment petite.  En  posant  e~y  =  p ,  p  sera  un  nombre  infiniment  peu 
inférieur  à  l'unité,  et  nous  aurons  e~m'  cos  mx  =  p"  cos  mx.  II  résulte 
de  là  que  si  nos  «éries  périodiques  deviennent    indéterminées,  nous 
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pourrons  et  nous  devrons  même  en  multiplier  les  divers  termes  par 
les  puissances  successives  d'une  quantité  infiniment  peu  différente  de 
l'unité,  ce  qui  détruira  l'indétermination. 

2°.  Les  deux  fonctions  f(x)  et  F(\r)  sont  données  en  nombres 
finis  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites  oc  =  o, 

x==-.  Le  cas  où  ces  fonctions  deviendraient  infinies,  dans  l'inter- 

2 

valle  cité,  doit  être  exclu  formellement  comme  contraire  à  la  nature 
physique  du  problème  qui  nous  a  fourni  l'équation  (A). 

5°.  La  fonction ^(.ar)  est  en  outre  constamment  positive,  puisqu'elle 
exprime  le  rapport  du  pouvoir  rayonnant  à  la  conductibilité. 

4*.  La  fonction  T(x)  peutêtre  indifféremment  positive  ou  négative; 

mais  nous  la  supposerons  nulle  à  la  limite  x  =  -  ,  en  sorte  qu'on  ait 
F  (-)  =  o.  En  effet,  le  premier  membre  de  l'équation  (A)  s'annule 
pour  la  valeur  particulière  x=  -  ;  si  donc  on  n'admettait  pas  la  con- 
dition Ff-J  =  o,  l'analyse  paraîtrait  se  contredire,  puisque  le  second 

mWnbre  ne  s'annulant  pas  pour  cette  même  valeur,  cesserait  alors 
d'être  égal  au  premier. 

Si  la  fonction  f(x)  se  réduisait  à  une  quantité  constante  $,  l'é- 
quation (A)  pourrait  être  écrite  ainsi 

2Am  (/tt-f-/3)  cos  mx  =  F  (x)  ; 

et  par  la  méthode  ordinaire  on  en  déduirait 

3-jr  /F  (x)  cos  mxdx  ; 


■x{m 

mais  cette  méthode  est  impraticable  sitôt  qu'on  cesse  d'avoir  f  {x) 
=  constante.  Il  faut  donc  recourir  à  d'autres  procédés. 

D'abord,  j'observe  que  la  fonction  F  (x)  qui,  par  hypothèse,  satis- 
fait à  la  condition  Ff-J  =  o,  peut  être  exprimée  entre  les  limites 

,r  =  o,  x=  -,  par  une  série  de  cosinus,  puisque  l'on  a  la  formule 

Février  i8îê.  6 
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connue 

¥(x)  =  -  2  cos  mx  I  2  ¥(/*>)  cos  m/udfjt,, 

7T  J    o 

m  désignant,  comme  ci-dessus,  un  nombre  impair  quelconque. 

Quanta  la  fonction  f(x),  nous  pouvons,  entre  les  mêmes  limites, 
la  développer  sous  la  forme 

j\x)  =  R0  -f-  Ri  cos  2x  +  R4  cos  l^x  -f-   ...  -f-  R„  cos  «.r  -f- . . . . 

ou,  pour  abréger, 

j\x)  =  2R„  cos  nx , 

n  désignant  un  quelconque  des  nombres  pairs  o,  2,  4>  6.  .  .  ,  et  R„ 
étant  un  coefficient  déterminé  par  l'égalité 


R.  =  *J*f(fi)co&nfuift, 


dout  le  second  membre  doit  néanmoins  être  réduit  à  moitié  lorsque 
n  =  o.  Eu  remplaçant  f(x)  et  F(x)  par  leurs  valeurs  dans  l'équa- 
tion (A),  cette  équation  devient 

(A')  Xhmmcosmx-{-lRncosfix'S.Amcosmx==-l.cosinx  f2  F(/a)cos/h  f^/f* , 

et  l'on  peut  s'assurer  que  si  l'équation  (A')  a  lieu  pour  toutes  les  va- 
leurs de  .r  comprises  entre  x=  o  et  x=  -,  elle  aura  également  lieu 

quand  x  se  trouvera  en-deçà  ou  au-delà  de  ces  limites.  Tel  est  l'a- 
vantage que  l'on  trouve  à  substituer  aux  fonctions^ x)  et  F(x)  les  séries 
de  cosinus  équivalentes;  et  c'est  en  cela  que  consiste  l'esprit  de  ces 
substitutions. 
Le  produit 

2R„  cos  nx  2A„,  cos  mx, 

qui  n'est  autre  chose  que  le  produit  des  deux  quantités 

R0  -f-  R,  cos  ix  -j-  R4  cos  l\x  4- ....  -f-  R„  cos  nx  -f- 
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et 

A ,  cos  x -f- A3  cos  3.r -f- A5  cos  5.r  + +  Aracosmx  +  . .. 

peut  être  effectué  en  général;  si  l'on  fait  usage  de  la  formule 

cos  mx  cosnx  =  -  cos  (>n-\-n)x  -f-  -  cos  (m — n)x , 

on  ramène  ce  produit  à  la  forme 

a,  cos x  -f-  tf3cos3.r  +  «5 cos 5a;  +  etc.; 
on  peut  donc  poser 

^.Rncosnx'2Amcosmx  =  a,cosx  +  rt3cos3x  +  r/5cos5.r  +  etc.; 
et  en  effectuant  les  calculs,  on  obtient  aisément 

a,  =  R0A,  +^(A,  +  A,)  +  ^  (A5  +  A,)  + 

a3  =  R,A3  +  ^  (A5  +  A,)  +  ^  (A,  +  A,;  + 

a5  =  R0A5  +  ^  (A,  +  A3)  +  ^  (A,  +  A,)  + 


Ces  valeurs  de  a, ,  «  3 ,  a5 , .  .  .  dépendent  des  quantités  A , ,  A3 ,  A5, .  . 
A„.  .  .  .;  mais  pour  bien  mettre  en  évidence  la  loi  régulière  de  leur 
formation,  il  convient  d'introduire  aussi  dans  le  calcul  les  quantités 
A_, ,  A_3 .  A_5, . .  .  A_„. . .  Ces  quantités  n'ont  aucun  sens  par  elles- 
mêmes;  voici  quelle  signification  nous  leur  attribuerons  dans  la  suite. 
11  faut  concevoir  une  fonction  <p(m)  telle  que  l'on  ait  en  général 
Am — <p{jn),  quand  m  est  un  quelconque  des  nombres  impairs  1,  3, 5 . .  . 
A  présent,  si  dans  la  fonction  analytique  <p(m)  on  remplace  m  par 
—  m,  le  résultat  de  la  substitution  sera  <p( — m).  Or,  c'est  précisé- 
ment ce  résultat  que  désormais  nous  dénoterons  par  A_m,  en  posant 
en  conséquence 

A-,  =  <Pr—  1),     A_3  =  <p(— 3),...     A_m  =  <p(—  m).... 

Introduisant  dans  nos  calculs  les  quantités  A_, ,  A_3,.  .  .  .  A_raJ.  .  .  . 

6.. 
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nous  pourrons  mettre  les  valeurs  de  a„  a3,  a5, .  . .  sous  la  forme 

«1=è1+R0A1+^(A3+A_,)+Y4(A5-r-A-3)+-+^A'-+A'-»)+- 
rt3=^+RoA1+^(A5+AI)+^(A7+A_I)+...+^(A3+n+A3_0+... 

^5=è5+RoA54-%Ar+A,)+^(A9+A1)-f-...+^(A3^+A5_0+... 

h,,  b-i,  bit.  .  .  étant  exprimés  comme  il  suit: 

b,  =  y(A,-A_,)4-|i(A3-A_3)  +  ^(A5-A_5)+.-.. 
bs  =  £  (A1-A_,)H-^(A3-A„,)  +  ^(AS-A_5)  +. . . . 

b5  =  ^  (A,-A_,)  + y(A3-A-3)  +  t(As-A-5)  +•  •  •  • 

La  loi  de  formation  des  quantités  blt  b3,  b5,....  et  a,,  aSt  ab,....  est 
facile  à  apercevoir,  et  l'emploi  des  signes  A_,,  A_3,  etc.,  n'a  pas  peu 
contribué  à  rendre  cette  loi  évidente.  Eu  adoptant  pour  a„  a„  a5,..., 
les  valeurs  ci-dessus,  le  produit  2R„  cos  nx  2Am  cos  mx  est  égal  à 

a,  cos.r  -f-  «3cos5x  +  «5  cos  5 x  -f-  etc. 

Si  donc  on  fait,  pour  abréger, 

X  =  bt  cos  x  +  b3  cos  5x  4-  bscos5x  -f- , 

Y  =  2cos^[R0Am+^(Am+3+Am_4)+^(Am+4+Am_4)+etc.]> 

on  aura 

2Ra  cos  nx  2An  cos  mx  =  X  +  Y, 

et  l'équation  i  A')  deviendra 

(A")     2  Amw  cos  mx  +  X -j- Y  ==  -  2  cos  mx  f  2  T (/x.)  cos  m  f/Âu. 

Dorénavant  c'est  à  l'équation  (A")  que  nous  nous  proposerons  de  sa- 
tisfaire. 
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Dans  le  cas  très  particulier  où  l'on  a  f(x)  =  constante,  on  peut, 
comme  on  l'a  dit  plus  haut,  trouver  par  les  méthodes  ordinaires  la 
râleur  de  Am  qui  satisfait  à  l'équation  (A").  En  examinant  attentive- 
ment cette  valeur,  on  en  conclut  par  induction  que,  clans  le  cas  le 
plus  général  oi\f{x)  est  une  fonction  quelconque  de  jc ,  il  doit  être 
permis  de  poser 

sr 

Am  =  -  1     du(Pcos  m/A  +  Q  sin  m/A), 

if  J  o 

P  et  Q  désignant  des  fonctions  inconnues  de//-,  indépendantes  de  m, 
qu'il  s'agit  de  déterminer,  en  sorte  que  l'équation  (A")  ait  lieu.  Toute- 
fois, on  pourrait  douter  à  priori  de  la  possibilité  d'écrire  la  valeur  de 
Absous  la  forme  précédente;  mais  comme  nous  arriverons  par  notre 
analyse  à  calculer  P  et  Q,  il  nous  sera  facile  de  vérifier  à  posteriori 
l'exactitude  de  notre  hypothèse. 
Posons  donc 

Am  =  -    /  2  dfj.  (P  cos  m  fJL  -f-  Q  sin  /«/et), 

et  voyons  s'il  existe  en  effet  des  fonctions  de  /.i ,  indépendantes  de  m , 
qui,  mises  au  lieu  de  P  et  Q,  rendent  la  valeur  de  Am  propre  à  satis- 
faire à  l'équation  (A"). 

Pour  cela,  calculons  successivement,  et  mettons  sous  leur  forme  la 
plus  simple  les  trois  quantités  2Am??z  cos  mx ,  X,  Y,  dont  se  compose  le 
premier  membre  de  l'équation  (A"). 

En  premier  lieu  nous  aurons 

2Am/w  cos  mx  =  -  2  cos  mx    I  2  dp  (Y*  cos  m /ut.  -f-  Q  sin  m  y.  )  ; 

or  il  vient,  en  intégrant  par  parties, 

/U                  1             Ps'uiniu           1      r.  dP    , 

r  cos  mudu  = /  sin  mu  --  du  , 
r                  m                m  J  dp      r  ' 

et 

/Qsiu  mudu  =  Wft  +  -    /cos  mu  -^  dp. 

Si  donc  on  se  rappelle  que  m  est  un  nombre  impair,  et  si  l'on  suppose 
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les  fonctious  P  et  Q  assujetties  aux  conditions 

P  =  o  pour  u  =  -,     Q  =  o  pourjU  =  o, 
on  aura 

/'Pcosmur/tt  ==  —  —    /  2  sin  mu  -r-  ^M, 
et 

/Qsmmudu.  =         —    i     cos mu  -^  du: 
o    ^  »»  J  o  r    dp     r  ' 

à  où  résulte 

2Amm  cos  m,r  =  -  2  cos  mx  /  J  rf//.  (cos  mu  -z sin7?i,a  -r-\ 

Le  terme  Y  est  également  très  simple  à  former.  En  effet,  on  a 

Y  =  2  cos  ma:  (R„Am+|-*(Am+1+AIB_,)  +|l  (Am+4+Am_4)+.  . . .). 

Les  quantités  Am+a,  Ara_, ,  Am+4,  Am_4,  etc.,  se  déduisent  de  l'ex- 
pression générale  de  Am,  en  donnant  à  l'indice  m  une  valeur  conve- 
nable; et  en  observant  que  l'on  a 

cos  (m  +  ji)/a  -f-  cos  (m  —  ?î)ix  =  2  cos  mu  cos  nu  , 
sin  (m  -\-  n)fA.  -f-  sin  (m  —  n)u  =  2  sin  mfjt.  cos  n  u  , 

on  obtient  sans  difficulté 

8  r\^ 
Am+a  -f-  ^m_s  =-  /     ducos2u(¥  ç.osmu  -f-  Q  sin  ma), 

Am+4  -f-  A,„_4  =  -  /  2  <fyacos4|a(Pcosm/a  -f-  Qsin/»a), 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  je  calcule  celle  de  la  quantité 
R0Am  +  5=  (Am+a  +  A„_,)  +  ^(A_4  +  Am_4)  + 
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et  je  la  trouve  égale  à 

-  /     d/x  (P  cos  TO,it-f-Qsin/H|w)  (R;-f-Racos  ?J*  +  R4cos4«  +  etc."). 

Si  l'on  se  rappelle  maintenant  que  la  série 

R<>  +  R„cos  2fi  +  R4cos4/a  -{- 

est  précisément  le  développement  de  la  fonction/^  f*)  entre  les  limites 
pt  =r  o,  /a  =  -,  on  verra  que  l'expression  précédente  se  réduit  à 

-  I    d)JL  [P/"(f«)  cos  m  fx  -j-  Qf(u)s\nmvi]. 
Par  conséquent ,  on  a 

Y  =  -  2 cos  mx  I  2  dfA[Vf(f^)  cos  m//,  -f-  Q/(w.)  sin  m/*]. 

Calculons  maintenant  la  valeur  de  X.  Or  cetle  valeur,  réduite  en 
série,  est  exprimée  par  l'égalité 

X  =  b,  cos  x  -f-  b3  cos  3x  +  b5  cos  5x  + 


Les  coefficiens  b,,  b3,  bs, sont  eux-mêmes  exprimés  par  séries. 

Ainsi  l'on  a 

b,  =  ^(A,-A_,)  +  h  (A3-A_3)  +  Ç  (A^~A-^)  +•  •  • 

En  mettant  pour  A,,  A3,  A5, . .  .    A_,,  A_3,  A_5, .  .  .  leurs  valeurs, 
cette  valeur  de  b,  devient 


b,  =  ^  y    Q<Y/tt(R,sirifc  -f-  R4sin3/*  -+-  R6siu  5p-\-. ..). 
On  trouvera  de  même 
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ba  =  l  f2QJ/*(R4sinft  +  R6!sin  5^  -f-  Rg  sin  5/*+...), 
bs  =  i  f^Qdu  Résina  +  Rssin5//.  -f-  R10sin5At  +  ...)■ 


Si  l'on  multiplie  ces  valeurs  de  b„  bif  b5, . . .  par  les  facteurs  respec- 
tifs cos.r,  cos  3.x,  cos5x,...  qu'on  pourra  faire  passer  sous  le  signe  f, 
puisqu'on  ajoute  les  produits  obtenus,  la  somme  ainsi  formée  sera 
égale  à  X.  En  ordonnant  la  quantité  placée  sous  le  signe  f  par  rapport 
aux  lettres  R„  R4,  R6, . . . ,  on  pourra  donc  écrire  X  ainsi  qu'il  suit  : 

X  =  ^Qrf^fRJtf,  +  R4M<  +  R6M£  +  R8M,  +  ...), 

les  valeurs  de  M9,  M4,  M6,  Mg , .  .  .  .  étant 

M.  =  cosarsin^  , 

M4  =:  cos.rsin5^  -J-  cosS-rsin^  , 

M6  =  cos.rsin5/£  -|-  cosSjrsin  5//  -f-  cos5xsin«, 

Ms  =  cos-rsiny/*.  +  cos5,rsin  5,u  -f-  cos5xsin5//-  +  cosyxsinu, 

En  observant  que  si  p  désigne  un  nombre  entier,  on  a  en  général 

cosa~sin(2/j — ï)  fx,  -f-  cos3.rsin  (2/J  —  3)/*.  +   ... 

,  v       .  cos:rsin«  (cos2o.r  —  casiuu.) 

. .    -\-  cos(2P —  1  ).rsiniA= — ClJ-  , 

v    '  '  cos  IX  —  cos  ?.f. 

les  valeurs  de  M„,  M.,,  M6,  M8,.  .  .  .  se  simplifient  et  deviennent 
VI       _  cosj:siii^»(cos2x— cos  "Xft) 

COS2JT COS2.K 

-y       _   cos.rsin,«(ros4-y  — cos4^«) 

*  C0S2X —  COS2/K 

■*, cosxsin^cosôj: —  cos6,«) 

C0S2X —  COS2,K 

AI       _    cos.rsini«(cos8.r — cos8f«) 

C0S2X COS2M 
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Substituons  ces  valeurs  dans  celle  de  X,  et  rappelons-nous  que 
l'on  a 

f(x)  =  R„  -f-  R,  cos  ix  ■+■  R4  cos  4>r  +  etc.  , 

f{u)  =  R0  +  R, cos  2/*  +  R4cos4ft  -f-  etc.; 
nous  obtiendrons 

„    _   4    Çl  Q  cos  x  sin/t  [f(x)  ~f{ft)  ]  oj" 

ir    Jn  C0S2.T COS  2fe  ' 

ou  bien  en  remplaçant,  ce  qui  est  permis,  la  lettre  fx  par  la  lettre  a, 
et  désignant  par  Qa  ce  que  devient  Q  en  vertu  de  ce  changement, 

x   4     C*  QacosTsin«[/(x)— f(<t)]dn 

*  J  o  C0S2X COS  2a 

La  fonction  désignée  par  X  est  une  fonction  paire  de  x ,  qui  s'éva- 
nouit pour  x==  -.  Entre  les  deux  limites  x=o,  x  =  -,on  peut  donc 

la  développer  en  une  série  de  cosinus  d'arcs  multiples  impairs  de  x  ; 
et  par  la  méthode  ordinaire,  on  trouve 

ir  ir 

v  16  _.  T7  j     /TQ-Cos^sin *[f(/t) — f{<t)]d* 

X  =  —  2  cos  mx  !     cosm/xa/u,  !       *  u/jr-y__./wj 

77  .•'   O  J    o  COS  2,« COS  2* 

Les  expressions  des  trois  quantités  2Ammcosmx,  X  et  Y  une  fois 
formées,  il  faut  les  reporter  dans  l'équation  (A").  Pour  simplifier  l'é- 
criture, posons 

U  =  —  +  P  f(fi)  —  FO)  -f-  £  f*  Q*cos'"sin"^)— f(')îd* 

df*  irj  0  C0S2/4  —  COS2« 

et  nous  verrons  facilement ,  qu'après  avoir  effectué  la  substitution  dont 
il  s  agit,  on  peut  mettre  l'équation  (A")  sous  la  forme 

2  cos  mx  f  a  dfi  (U  cos  rn.fi.  —  V  sin  m/x.)  =  o. 
Rmn  i836.  7 
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Or,  cette  dernière  e'gaiité  sera  évidemment  satisfaite  si  les  valeurs 
de  P  et  Qsont  telles  qu'on  ait  à  IafoisU=o  et  V  =  o. 

Donc  la  détermination  des  deux  quantités  P  et  Q  dépend  des  deux 
équations 


dQ 

du 


*V    °  C0S2K —  COS2ot 


C0S2/C  —  COS2ot 

auxquelles  il  ne  faut  pas  oublier  de  joindre  les  conditions  définies 
P  =  o  pour  fx.  =  - ,     Q  =  o  pour  /j,  =  o , 

que  nous  avons  supposées  satisfaites  en  effectuant  ci-dessus  une  inté- 
gration par  parties.  Les  équations  auxquelles  nous  venons  d'arriver 
sont  remarquables  en  ce  que  la  fonction  Q  se  trouve  placée  à  la  fois 
sous  un  signe  d'intégration  définie  et  hors  de  ce  même  signe.  Plu- 
sieurs questions  d'Analyse  élevée  mènent  à  de  semblables  égalités,  et 
nous  ;ivons  déjà  eu  l'occasion  d'en  traiter  quelques-unes ,  lorsque  nous 
nous  sommes  occupés  des  différentielles  à  indices  quelconques. 

Lorsque  la  fonction  f(x)  est  égale  à  une  constante  h, nos  équation? 
deviennent 

g  +  M>  =  F(f,),      g-/;Q  =  o. 

Il  est  très  facile  de  les  intégrer,  et  la  valeur  de  Am  à  laquelle  elles 
conduisent,  coïncide,  après  quelques  transformations,  avec  celle  que 
fournit  la  méthode  ordinaire.  Mais  il  est  inutile  d'entrer  ici  dans  le 
détail  de  ces  transformations  qui  n'ont  rien  de  remarquable. 

Si  l'on  veut  vérifier  l'exactitude  de  nos  équations  en  les  appliquant 
à  uu  exemple  dans  lequel  f(x)  soit  une  quantité  variable,  et  qui 
cependant  n'exige  pas  de  calculs  compliqués,  on  n'a  qu'à  faire 
I  x'  =  cos2ar,  et  F(o-)  =  fcoso-  —  ^cos5.r.  On  trouve  alors 
P  =  —  jcos3jic,  Q=sin'w.,  valeurs  dont  il  est  aisé  de  constater 
l'exactitude  en  les  substituant  dans  uos  équations.  Il  résulte  donc  de 
notre  analyse,  qu'en  posant 
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Am  =  -  f     d/ji.(smuûnmfjt,  —  |  cos3f*  cos/n^c), 

on  doit  avoir 

2Am/ra  cos  mx  +•  cos  *x  1km  cos  mx  =  \  cos  x  —  \  cos  5x. 

D'après  la  valeur  de  Am,  la  quantité  2Amcos  mx  est  la  différence  de 
deux  autres  quantités  dont  la  première,  savoir  : 

-  2  cos  mx  f     d/jt.  sin  (ttsin  m/x 
est  égale  à  cos  a:;  et  dont  la  seconde ,  savoir  : 

—  2  cos  mx  I  2  cos  3/a  cos  mfxdfjt. 

est  égale  à  |  cos  3x.  On  a  par  conséquent 

2Am  cos  mx  =  cosj?  —  f  cos3.r  =  |  cos  x  —  ^  cos5x; 

d'où 

2Aram  cos  mx  =  |  cos  a:  —  £  cos  3.r. 

L'équation  que  nous  voulons  vérifier  devient  donc 

|  cos  x  —  ^cos3.r  -f-  cos  %x  (cosx — j  cos  3x)= £  cos  x  —  5  cos5 x. 

Or,  en  effectuant  les  calculs  et  remettant  pour  cos  3j?  sa  valeur 
/Jcos3x  —  3cosx,  on  trouve  qu'elle  est  identique,  comme  cela  doit 
être. 

Pour  montrer  comment  nos  équations  font  connaître  les  valeurs  de 
P  et  Q,  je  vais  considérer  le  cas  particulier  très  simple  où  l'on  a 

f{x)    =   R0    -+-    R,  COS  2X. 

De  cette  valeur  de  f{x)  il  résulte  que 

fjfc)  -  /(«)       _     R 
tOS2« C0S2*  *' 
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Les  équations  en  P  et  Q  sont  donc  ici 


Posons  /     Q*  sin  a,dtt  —  C;  C  sera  une  constante  inconnue  que  nous 

déterminerons  à  la  fin  du  calcul.  Si  nous  divisons  maintenant  nos  deux 
équations  par  f{f*>),  et  si  nous  posons  j(\x)d)jLz=  d§,   G  désignant 

une  nouvelle  variable  égale  à  R^H — :  sin  2/a.,  elles  deviendront 

rfp      n 

ou  bien  en  éliminant  Q 

Cette  équation  du  second  ordre  est  facile  à  intégrer ,  soit  par  la  mé- 
thode ordinaire,  soit  en  procédant  comme  on  va  le  voir. 

L'égalité  9  =  R0/w.  -f sin  ijx  =  J     f{fJL)dfx ,  dans  laquelle  f\fx) 

est  une  fonction  toujours  positive  depuis  pt  =  o  jusqu'à  [*.  =  - ,  nous 

prouve  que  9  est  une  fonction  positive  croissante  dans  le  même  inter- 
valle, en  sorte   qu'elle  grandit  par  degrés  insensibles  depuis  G  =  o 

jusqu'à  la  valeur  extrême  G=-^-  que  nous  désignerons  par    en.    En 

vertu  de  cette  même  égalité  }/.  est  une  fonction  de  G,  et  l'on  peut  en 

i>  il  •.  '     F(u)       4RaCOS«     ~  ,  , 

dire  autant  des  deux  quantités  -?r—  s       ,.  .     .  De  plus,  ces  deux  quan- 
1  /M      vif)  r  n 

tités  s  évanouissent  lorsqu'on  a  /x=-,  c'est-à-dire  G  =  ce.  Donc  entre 
les  limites  6  —  o  et  6=  co ,  on  peut,  par  les  méthodes  connues,  dé- 


lopper  -~— r  ,  ■  f         en  séries  de  la  forme 


"  /M  '  VW 
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_TT         to7t9           2R„cos  u          __         m-rh 
-  =  2Hcos ,        — 7—T   =  2k  cos , 

J[fc)  lu  *J(fi)  lu 

m  désignant  un  nombre  impair  quelconque.  On  aura  ensuite 
-,—   +?  =  2H  cos —  C2K  cos  , 

et  l'on  satisfera  à  cette  équation  en  posant 

rail                            ,.         Mi5 
H  cos h  cos 

P  =  4»»2  t^_j^mA  —  4C«*2  ^ 

a  valeur  d( 
l'on  a 


La  valeur  de  P,  différentiée  par  rapport  à  6  ,  fournit  celle  de  Q.  Ainsi 


m  H  sin m  K  sin 


Q  =   —   ZCvTT'S.  — — — —    +    2C&7T2  -j- 


Quoique  la  valeur  de  P  ne  soit  qu'une  intégrale  particulière  de  l'é- 
quation du  second  ordre  qui  détermine  P,  cette  intégrale  particulière 
suffit  pour  le  moment;  car  les  conditions  définies 

P  =  o  pour  ^4  =  -  ou  6  =  », 

Q  =  o  pour  /i  =  o  ou  G  =  o , 

qui  doivent  servir  à  déterminer  les  deux  constantes  arbitraires,  sont 
ici  satisfaites  d'elles-mêmes. 

La  quantité  inconnue  C  qui  reste   encore  dans  nos  formules  doit 

être  telle  que  l'on  ait    /  2   Qx  sin  ada.  =  C.    En  formant  l'intégrale 

/  2  Qa sin  ada,  et  l'égalant  à  C,  nous  déterminerons  donc  cette  cons- 
tante et  uous  trouverons 


m  H  sin 

VxTT  f      sin  ada-  2  -r—, — 

*J    ° 4"'  —  m* 

mK  sin  _ 
„  sin  adal-y— ; 
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9,  étant  ce  que  devient  6  lorsqu'on  y  remplace  u  par  a. ,  en  sorte  que 

p 
S„  —  R„a  H sin  aa.  La  valeur  de  C  étant  ainsi  connue,  il  ne  reste 

2 

plus  rien  d'indéterminé  dans  les  expressions  de  P  et  Q  ;  et  la  recherche 
de  ces  expressions  est  terminée. 
En  général  les  équations 

J(-|                                      „                   t.      rïQ    cos«sinaf  f(u)  — f(u)~\da 
'J   +  p/(„)  =  F(»  —  *    /    — - 

-,vl/  x/  Tt/O  cos  2«  —  cos  2« 


rf,B  *    VrV  V      '  vr   J  "  COS  2p  C0S2« 


«  -  Q/(At)  =  o, 


feront  connaître  les  valeurs  de  P  et  Q  sous  forme  finie  toutes  les  fois 
que  la  fraction 

4      cos,»  si  n  «[/(,«)— /(a)] 

7T   '  C0S2,«  COS2« 

pourra  être  ramenée  à  la  forme 

*,(A0n,(«)  +  *,(At)n,(a)  +  ...+  *.»iu«). 

quelles  que  soient  d'ailleurs  les  fonctions  "^.(u),  n/a),  etc.  En  effet, 
dans  cette  hypothèse,  si  l'on  pose 

f*Qjl,(a)d*  =  C„       |jQatn,(a)rfa  =  Cï f2  Qjl„(«>fa  =  C„, 


g  +  ?/ (?)  =  F(uî  -  C,*.(f*)  -  C.*,r»  - -  c.*.(/*) 

g  _  Q/(»  =  o; 

ces  deux  équations  différentielles  du  second  ordre  sont  faciles  à  inté- 
grer, puisqu'en  posant  f  J(u)d/u  =  $,  et  prenant  6  pour  variable 
indépendante,  les  coeffjciens  des  quantités  P,  Q,  et  de  leurs  différen- 
tielles -.-,  ~£ ,  se  rédui.-ent  à  de  simples  constantes.  L'intégratiou 
effectuée,  on  détermine  d'abord  les  deux  constantes  arbitraires  que 
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cette  intégration  introduit,  en  faisant  usage  des  conditions  définies 
P  =  o  pour  ,«=-,  Q  =  opour  f*=  o.  Ensuite  on  chassera  C,,  Ca. .  .Ca 
en  ayant  égard  aux  n  égalités 

*  g  T 

/'oaQ.n1(«y«  =  C„   y^Q«n,(«yw*  =  ct,....f*Qxna(*)dx  =  C., 

et  quand  on  aura  terminé  ces  calculs  d'élimination ,  les  valeurs   de 
P  et  Q,  en  général,  ne  renfermeront  plus  rien  d'indéterminé  (*). 
Reste  à  savoir  maintenant  dans  quel  cas  la  fonction 

4    cosftsin  a  [/(«)  —/(«)] 

■X  '  COS  Ifc COS  2« 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  fonction 

/M— /M     .  _  »    /M  -/W 


COS  2^t COS  la.  7.     COS  'ft  COS  3sC 


(*)  Si  pourtant  les  n  équations  de  condition  /  Qx  n  (*)  du  =  C, ,  etc.,  ren- 
traient les  unes  dans  les  autres,  quelques-unes  des  constantes  C,  ,  C, , C„,  reste- 
raient indéterminées  dans  les  valeurs  de  P  et  Q,  et  par  suite  dans  la  valeur  de  A„.. 
Sans  doute  une  telle  circonstance  ne  se  présente  jamais  dans  la  théorie  de  la  cha- 
leur, c'est-à-dire  lorsque  la  fonction  f{x),  qui  exprime  dans  cette  théorie  le  rapport 
du  pouvoir  rayonnant  à  la  chaleur  spécifique,  est  une  fonction  positive;  mais  lors- 
qu'on regarde  la  fonction  f{x)  comme  susceptible  de  prendre  des  valeurs  négatives, 
le  problème  qui  consiste  à  trouver  la  valeur  de  Am  satisfaisant  à  l'équation  (A)  peut 
très  bien  devenir  indéterminé.  Et,  par  exemple,  si  l'on  pose  f(x)  =^ — 3,  F(.r)=o. 
l'équation  (A)  prendra  la  forme  2Ammcos  mx  —  3lAm  cos  mx  —  o  ,  et  il  est  clair 
qu'on  y  satisfera  en  égalantàzéro  les  coefficients  A,,  A5, Am, et  à  une  cons- 
tante quelconque  le  coefficient  A3.  En  continuant  à  regarder  la  valeur  de  f(x] 
comme  susceptibledeprendreune  valeur  négative  ,  il  pourra  aussi  arriver  que  nos 
équations  de  condition  soient  incompatibles,  et  alors  il  n'existera  aucune  valeur  de 
\m  satisfaisant  à  l'équation  (A).  On  aura  un  exemple  simple  du  cas  dont  je  parle  en 
faisant  f(x)  —  —  3,  F(.t)  =  cos  3r,  car  l'équation  (A)  deviendra  £A„,m  cos  ra.r 
—  3z.\m  cos  mx  =  cos  3x  ,  ou  bien  sAm(m  —  3)  cos  mx  =  cos  Sx  ,  égalité  évi- 
demment absurde  ,  puisque  le  coefficient  de  cos  3x  est  égal  à  zéro  dans  le  premier 
membre,  et  égal  à  l'unité  dans  le  second  membre. 
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peut  être  ramenée  à  la  forme  citée.  Or,  je  dis  que  cela  arrivera  toutes 
les  fois  que  f(x)  sera  une  fonction  rationnelle,  entière  ou  fraction- 
naire de  eos'a'. 

Supposons,  en  effet,  qu'on  ait  f(y)  =   ^j~i.,Ji(!x)elJJfJ-) désignant 

des    fonctions    entières   de  cos'fA.    On   aura,    en  changeant  p    en   a 

Par  conséquent 

/M -/M     „     J'MAi")  —/M/M 


COS 'jK  —  cos'a  Jl{t*)/{")    (cos3f<  — cosa«)' 

Pour  démontrer  la  proposition  énoncée,  il  suffit  évidemment  de 
faire  voir  que  la  quantité 

M)  M)  -/.M/.fr) 

COS  *fc  —  COS  'a. 

est  réductible  à  la  forme  f.G^n.fa)  -f-  "*'.(F)n,(«)  +  .  •  •  +  ^n(fi)n.(a). 
Or,  rien  n'est  plus  facile;  en  effet,  la  fonction  /,(p)fi(&)  — ftfàfjp) 
étant  une  fonction  entière  de  cos'p,  cos'a,  et  s'annulant  quand  on  a 
cos'p.  =  cos'a,  elle  doit  être  divisible  par  cos'p. —  cos'a,  et  le  ré- 
sultat de  la  division  ne  peut  se  composer  que  d'un  nombre  limité  de 
termes  de  la  forme  A  cos s?«.  cos*'a. 
Les  équations 

j,\  t.    /•7Qacos«sin*  ["/"(«) — f(a\]d* 

2  +  VM  =  F«  -  if.        co.J-~.J-- 
%  -  Q/M  =  », 

s'intégreront  donc  sous  forme  finie  par  notre  méthode  toutes  les  fois 
que  le  pouvoir  rayonnant  f(x)  sera  exprimé  par  une  fonction  ration- 
nelle quelconque  de  cos*,r.  A  plus  forte  raison  s'intégreront-elles  si  la 
valeur  de  f(x)  est  de  la  forme 

f(x)  =  R0  4-  Racos2.r  4-  R4cos4r  -4-...-}-   R,cos/z.r, 

//  désignant  un  nombre  pair;  car  le  second  membre  peut  être  réduit 
à  une  fonction  entière  de  cos*x. 
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Maintenant,  quelle  que  soit  la  valeur  de  f{x),  nous  pouvons  tou- 
jours la  développer  en  série,  et  poser 

f  x)  =  R,  -f-  R,  cos2r  +  R4cos4.r  +...-f-  Rnco*nx  +. . . 

En  prenant  dans  le  second  membre  un  certain  nombre  limité  de  ter- 
mes, on  aura  une  première  valeur  approchée  de  f{x);  en  la  traitant 
comme  si  elle  était  rigoureusement  exacte,  on  pourra  donc  en  déduire 
aussi  des  valeurs  approchées  de  P  et  Q;  et  il  ne  restera  plus  qu'à  les 
corriger  par  la  méthode  connue  des  approximations  successives. 

En  résumé,  nous  sommes  parvenus  à  obtenir,  dans  tous  les  cas 
possibles,  les  valeurs  de  P  et  Q  exactes  ou  indéfiniment  approchées, 
et  par  conséquent  à  trouver  la  valeur  de  Am  qui  satisfait  à  l'équation 

(A)  2.Ammcosmx  -f-  f(x)  2Amcosma:  =  F(x). 

La  valeur  de  A„..  est  égale  à  ^  Ç*  rtp(P  cos  mu  +  Qsin  mu)  ;  elle  s'ex- 
prime sous  forme  finie  toutes  les  fois  que  f(x)  est  une  fonction  ra- 
tionnelle de  cosVr.  La  méthode  qui  nous  a  conduits  à  ces  résultats 
est  directe,  mais  un  peu  longue.  Quand  on  examine  avec  soin  la 
forme  des  équations  qui  déterminent  P  et  Q,  on  en  découvre  uih- 
autre  beaucoup  plus  simple  que  je  vais  exposer. 

III. 

SECONDE  SOLUTION  DU  PROBLEME  (A).  SOLUTIONS  DES  PROBLEMES  (B)  ET  (C). 

Pour  satisfaire  à  l'équation  (A),  nous  remplacerons,  comme  tout  a 
l'heure,  f[X)  par  son  développement,  et  posant 

Am  =  -  f  2  du  (P  cos  77iu.  +  Qsm  mu), 

nous  chercherons  à  déterminer  les  deux  fonctions  P  et  Q,  en  sorte 
que  l'on  ait 

SA^mcosmx   +   f(x)    2Am  cos/hx  à=  -  Zcosmx  f  a  cosmwF(u du. 


FÉveiEr.  i836. 
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Si  nous  admettons  que  P  et  Q  satisfassent  aux  conditions  définies 

P  =  o   pour  fi  =  -. ,     Q  =  o  pour  f*  =  o , 

une  intégration  par  parties  nous  donnera  de  suite 

2Ammcosmx  =  5  2  cos  ma-  C 'du.  (cos  mu  -p  —  sin  mu  ■—). 

*  J  o     '    \  dft  dfi/ 

En  désiguant  par  P*  ce  que  devient  P  quand  on  y  change  u  en  x ,  nous 

voyons  que  Yx  s'évanouit  à  la  limite  x  =  -.  On  peut  donc  développer 

P*  en  une  série  de  cosinus  d'arcs  multiples  impairs  de  x,   ce  qui 
donne 

•r 

Px  =  -2cos7MJT  /     Pcos  mudu. 

ir  J  o 

On  aura  de  même 

ar 

P^  f(x)  =  -  2  cos  mx   !  a  Py (w)  cos  m,u4*  ; 
et  il  en  résulte ,  en  mettant  pour  Px  sa  valeur  , 

— —  Scosmx  /  2P  cos  mudu.  =  -Icosmx  I  *!? f(p)  cas  mpdu. 
D'un  autre  côté,  on  a  l'équation  identique 

4'  _;     2  cos  mx  j  3  Q  sin  mudu.  =  -  2  cos  ?mj:  /  2  Qf(u-)  sin  mp^t 

-f-^2cosTOX  f*Q[f(x)  —  /(a)]  siumyy/u. 

En  l'ajoutant  membre  à  membre  à  la   précédente ,  on  obtient  d'une 
part  la  quantité       —"' 

— —  2  cos  mx  /  Q  P  cos  mudu  +  -       ■  2  cos  mx  I  2Q  sin  mudu.. 
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qui ,  d'après  la  valeur  de  Am  ,  est  précisément  égale  à  f(x)  2Amcosmr; 
et  d'autre  part  la  quantité 

-  2  cos  mx  i    dp  [Py%")  cos  mP-  +  Qf  Gu)  sin  m/i  ] 

+■-  2  cos  mx  f'Q[f(x)  —  f  (f/.)] sin mys/u , 

laquelle  doit  par  conséquent  être  équivalente  aussi  à  f(x)'2Amcos  mx. 
Après  avoir  ainsi  formé  les  valeurs  de2Ammcosm,r,/(jr)2Amcosm.x, 
je  les  ajoute,  et  en  faisant  pour  plus  de  simplicité 

X  =  ^Zcosmxfyi;.  {cos/MjaTp/^-l-^+sin/nurQ/^.)— ^Q}, 

Y  =  -2  cos  mxf  aQ[y(-^)  —  yC")]  sm  mpdu, 

je  trouve 

2Ammcosm.r  -f-  f-x)  2  Am  cos  mx  =  X  -J-  Y. 
Eu  comparant  cette  équation  à  celle  du  problème,  il  vient 

X  +  Y"  =  -  2  cos  ma:  /  2cosm^  F(p.)^. 

La  valeur  de  X  est  mise  sous  une  forme  convenable;  mais  il  n'en  est 
pas  de  même  de  celle  de  Y.  Pour  atteindre  le  but  que  nous  uou<- 
proposons,  il  est  nécessaire  d'intervertir  l'ordre  des  signes  2  et  f, 
ce  qui  donne 

T 

Y  =  if2  Q.[f(x)  —  /(f*)]  du.  2  cos  mx  sin  ma. 
Par  les  méthodes  connues  pour  la  sommation  des  séries  on  obtient 
[flx)  _  /(w)]  2  cos  mx  sin  mu  =  f/frWfrflsin^cos* 

J  J         /J  r  COS  IX COS  ïfl 

et  il  est  bon  d'observer  que ,  à  cause  du  facteur  f{x)  —  f(u)  qui  s'e- 

'  8.. 
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vanouit  lorsque  x  =  p,  la  fraction  placée  dans  le  second  membre  ne 
devient  jamais  infinie.  Je  porte  cette  fraction  dans  la  valeur  de  Y ,  et 
je  substitue  en  même  temps  à  la  lettre  f*  une  antre  lettre  a,  ce  qui 
est  indifférent.  II  vient  ainsi 

7t  J  o  cos  2.r  —  COS  la 

Q«  désignant  ce  que  devient  Q  lorsqu'on  y  change  a  en  u.  Mais  la 

fonction  Y  ayant  cos  .r  pour  facteur  s'évanouit   quand  x  =  -  :  donc 

entre  les  limites  x  =  o,  x  =  -,  on  peut  développer  cette  fonction  en 

une  série  de  cosinus  d'arcs  multiples  impairs  de  x.  La  méthode  ordi- 
naire appliquée  ici  nous  donne 

■n  it 

v      16  ^  r*  ,  fî  q«[/m  —  /(«)] sin  «  cos/«rf« 

1  =  —  Scos/hj:  /     cosmj-.ch.  / , 

5T  /    O  '  -       '    J    O  COS  2fi  COS  2« 

et  c'est  sous  cette  forme  que  la  valeur  de  Y  doit  être  employée. 
Remettons-la  en  effet,  ainsi  que  celle  de  X,  dans  l'équation 

X  +  Y  =  -  2  cos  nu:  I  2  cos  mfx  Y(u)d/J., 
et  le  résultat  de  la  substitution  sera 

Scosmx    I  2  dp (\J  cos  mu,  —  V  sin  m  u.)  =  o, 
U  et  V  ayant  les  valeurs  que  voici 

u  =  £  +  p/w  -  f(^)  +  i  n<**~'*"M-fua*9 

dft  J  \r-j  \i~j   -r  ^j  0  cos2fc  — cosa« 

v  =  %  ~  Q/M- 

Or,  il  est  évident  que  l'équation 


Scos/we  /     du(Ucosm[i  —  \  sin  m/ut.)  =  o 
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sera  satisfaiîe  si  U  et  V  sont  nuls  à  la  l'ois.  Donc  les  deux  équations 
U  =  o,  V  =  o,  sont  celles  qui  doivent  déterminer  les  inconnues  P 
etQ,  pourvu  qu'on  y  joigne  toutefois  les  conditions  définies  P  =  o 

pour  ^e.  =  -,  Q  =  o  pour  u.  =  o;   ce  qui   coïncide  avec  les  résultats 

obtenus  dans  le  numéro  précédent. 

Le  problème  (A)  une  fois  résolu,  on  eu  déduit  bien  aisément  les 
solutions  des  problèmes  (B)  et  (C).  Le  premier  de  ces  nouveaux  pro- 
blèmes peut  être  énoncé  comme  ceci  : 


problème; 


Soient  m  un  nombre  impair  quelconque ,  et  A,,  A3, .  .  .  A„.  .  . .  des 
coefficient  constans  inconnus.  On  propose  de  trouver  la  valeur  de  Am 
qui  satisfait  à  ïéquation 


mir  rnnx 


(B)         2Ara  .  ^  cos  ^  +  /(x)2Amcos^  =  F(*) 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites  x  =  o,  x  =  1. 

La  fonction  f{x)  est  essentiellement  positive,  et  nous  regardons  la 
fonction  F(.r)  comme  assujettie  à  la  condition  F(Z)  =  o. 

Pour    ramener    ce    problème   au    précédent,    il   suflira   de    poser 

—:■==■  y ,  puis  de  multiplier  par  —  l'équation  (B);  il  viendra 

2,Anmcosmj-  -f-  —  f(~  )  2Am  cos  mj  ■=.  —  Ff  —  j, 

et  cette  nouvelle  équation  devra  subsister  entre  les  limites  ,z-  =  o, 
.x  =  -,  comme  l'équation  (A)  dont  nous  nous  sommes  occupes  tout  à 
l'heure.  Par  conséquent,  si  nous  posons 

Am  =  -    /  3 dfx  (P cos mp  -{-  Qsin  ma)du, 
P  et  Q  devront  satisfaire  aux  deux  équations 
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r^cos^sinX/f^W-TI    d 

du.  t:       J  \   tt   J         ît        \   h-    /         Tr'a/i  COS  2,«  —  COS  2« 


On    les  simplifiera  un  peu  en  changeant  les  variables  et  et  y-  en 
d'autres  variables  a',  fi'  liées  aux  deux  autres  par  les  égalités 


ira  7!  u 


2Z   '  ' 2/   ' 

ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  en  remplaçant  partout  a.  et  ^  par 
îf|  ^j  ce  qui  exige  que  l'on  prenne  oet  Zau  lieudeoet- pour  limites 
des  intégrales  définies.  Par  ces  changemens  on  trouvera 

Am  =  f/>(Pcos^  +  Qsin^), 

P  et  Q  étant  deux  fonctions  de  (*  déterminées  par  les  deux  équations 

|"Q«COS27sll'27[/«-^]^ 


p/;,)  =  Ffc) 


-»£ 


du.  J      '    '  '  £  1TK  jrtt 

COS  —    COS  — 

|  -  Q/(F)    =  o; 

auxquelles  toutefois  il  faudra  joindre  les  deux  conditions  définies 
P  =  o  pour  u.  =  l,  Q  =  o  pour  p  =  o. 

En  supposant   la  longueur  l  infiniment  grande,  la  valeur  de  A„ 
deviendra  infiniment  petite,  et  la  somme  2A„,cos/n.a:  se  transformera 

en  une  intégrale.  On  posera  alors  — j  =  Q,  et  l'on  regardera  6  comme 
une  variable  continue  :  puisque  l'accroissement  constant  de  m  est  =  2, 
l'accroissement  constant  de  Osera  égal  à  y  ,  et  il  faudra  poser  dd  =  j.  En 

faisant  donc  A m  =  $(Q)$.  les  deux  sommes SA^cos  n^-,  Ik^cos-— 
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se  transformeront  dans  les  deux  intégrales  définies 

f  "  <p(Q)  cos  QxdQ ,        C  8<p(6)  cos  bxdb , 

J  o  J  o 

et  l'équation  (B)  deviendra 

j  X  fy(§)  cos  flardï  +  f(x)f%$)  cosGxrfô  =  F(x). 
Cela  posé ,  proposons-nous  le  problème  suivant  : 

PROBLÈME. 

Trouver  la  fonction  <p(9)  qui  satisfait  à  V équation 
(C)         f*  fl<p(fl)  cos  e^rfô  -f-  f{x)  f"  <p(G)  cos  M  =  Ff» 

i/o  •/   o 

yw#r  toutes  les  valeurs  réelles  et  positives  de  x. 

D'après  ce  qui  précède,  la  valeur  cherchée  de  p(6)  s'obtiendra  en 
divisant  par  d§  ou  par  =  la  valeur   de   Am,    après   qu'on  y   aura    fait 

—,  =  Q ,  et  /  ==  x  .  On  aura  donc 
2/  ' 

<p(ô)  =^   r"df*  (Pcosu9  +  Qsinpfl), 

et  les  valeurs  de  P  et  Q  seront  fournies  par  les  deux  équations  écrites 
plus  haut.  Mais  en  y  introduisant  la  condition  /=  x  ,  la  première  de 
ces  équations  change  un  peu  de  forme.  En  effet,  lorsque  /  devient 
une  quantité  infiniment  grande,  il  est  aisé  de  s'assurer  qu'on  a 

irft    .      no. 
COS  — r   sin    —r  o 

2  il  24  O* 


COS  -t;    COS  — t 

il  il 


L  équation  dont  nous  parlons  devient  par  conséquent 

+  Py(«J  =  F<V)  H-  -  /     — — 


rf« 
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et  il  faudra  y  joindre  l'autre  équation  j-  —  Q/(,u)  =  o,  et  les  condi- 
tions définies  P  =  o  pour  y==  x  ,  Q  =  o  pour  u.  =  o.  Sans  qu'il  soit 
nécessaire  d'entrer  dans  de  plus  grands  déiails,  on  comprendra  que  ces 
égalités  permettent  de  trouver  les  valeurs  finies  de  P  et  Q  toutes  les 
fois  que  f{x)  est  une  fonction  rationnelle  entière  ou  fractionnaire  de 
x'.  Dans  tous  les  autres  cas  il  sera  aisé  d'obtenir  ces  mêmes  valeurs 
par  la  méthode  des  approximations  successives. 

IV. 

SOLITIC»   DU  PROBLÈME  (D    . 

Appliquons  maintenant  notre  seconde  méthode  à  la  solution  du 
problème  (D)  dont  voici  l'énoncé. 

PKOBLÉME. 

Soient  m  un  quelconque  des  nombres  entiers  successifs  i  ,  2,3, 
4,  5,...  et  A,,  At,  A3,  A4>...  Am...  des  coefficiens  constans  inconnus. 
On  propose  de  déterminer  ces  coefficiens ,  de  telle  manière  que  l'on  air 

1kmm  i\nmx  +  f(x)  2Ainsin;«.r  =  T(x]  ; 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  tt. 

La  fonction  y*(.r)est  essentiellement  positive.  La  fonction  F(.r)  peut 
être  positive  ou  négative;  mais  comme  le  premier  membre  s'évanouit 
pour.r  =  o  et  pour  x  =  7r,  nous  admettrons  qu'on  a  F(o)  =  oet 
F(w)  =  o. 

Les  conditions  F(o)  =  o  ,  F(7r)  =  o  étant  satisfaites  ,  on  peut  déve- 
lopper F(.r)  en  une  série  de  sinus  pour  toutes  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  o  et  ir.  Le  développement  est  de  la  forme 

F(x)  =  -  Ssinwjr   /     sin  mu.F(u)du.. 
L'équation  (D)  devient  donc 

(D'}  2Am;«  sinmx  -f-  f(x)  2Am  sin  mx==  -  Is'mmx  f   sin  mu.Y  (a)  du. 


i 
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Pour  y  satisfaire ,  nous  poserons 

Am  =  -  /    du  (P  cos  inp.  +  Q  sin  mu) , 

P  et  Q  désignant  deux  fonctions  de  u  qu'il  s'agit  de  déterminer  conve- 
nablement. 

En  intégrant  par  parties  on  a 

/„               ,           Vûwmu         i     r.  df    , 

P  cos  mudu  = /  sin  mu  j-  du, 

!  Q  sin  mudu  =  — H /cos  mu  j-  du. 

Si  doue  on  se  rappelle  que  m  est  un  nombre  entier,  et  si  l'on  suppose 
la  fonction  Q  assujettie  aux  deux  conditions 

Q  =  o   pour  p.  =   o,       Q  =  o  pour  u  =  tt, 
il  viendra 

/     V  cos  mudu  = /      slnmu  ~7-d;j  , 

(  "  Q  sin  m«dp.  =  —  /     cos  m».  -3-  <7,u , 

*■  t  l'on  aura 

Am  =  —   ;      du.  (  cos  mu  —  —  smmu.-r  ). 
Ti-m  J  n  \  dfc  <  df*/ 

Cette  valeur  de  Am  nous  donne  tout  de  suite 

~  *       •  2  ^.   .  r*  ,  /  rfQ       •        <it'\ 

2Am  m  sin  mx  =  -  2  sin  mx  I     du.  (cos  mu  -j sin  mu  —  y 

D'autre  part,  on  a 

2  f(x)  r  * 

/(a:)2Amsinmjc=^-!— -2 sin  ma:/      du(P  cos  mu  +  Qsin  m^J. 

Cette  valeur  se  compose  de  deux  parties  que  nous  allons  considérer 
l'une  après  l'autre.  La  seconde,  savoir, 

^JJâl  2  sin  mx  I     Q  sin  mudu , 

■a-  J  o 

est  la  plus  simple  à  traiter.  Comme  la  fonction  Q  est  nulle  aux  deux 
limites  u  =  o,  [A  =7r,  et  qu'il  en  est  de  même  du  produit  Qf(p),  il 
en  résulte  que  si  l'on  désigne  par  Q*  ce  que  devient  Q  en  y  changeant 
u.  eu  x  ,  on  aura 

Février  i836  9 
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(X  =  -  2  sin  mx  /      Q  sin  mp-dy- , 

7T  J    O 

Qxf(x)  =  -  2  sin  7«x  |      Q  /(^)  sin  muda. 

En  multipliant  la  première  de  ces  égalités  par  f{x),  et  la  comparant 
ensuite  à  la  seconde ,  on  en  déduit 

IÙ?1  2  sin  vix  Çn  Qsin>Mfi4t=  -  2  sin  mx  /      Q/(p)  sin  n»^. 

L'autre  quantité,  savoir, 

2-^       2  sin  nia:  /      P  cos  murfu , 

peut  être  mise  sous  la  forme 

-Zsmmx  C"  ¥f((j.)cosmiidiJ.-\--  f      P[/(x)  — /(/;.)]4'-2sin>H.rcosm^ 

ou  bien ,  en  observant  que  l'on  a 

_,    .  sin  x 

2  sin  mx  cos  mu.  =  —  — -, 

'  2(cos;c— cos,*; 

sous  cette  autre  forme 

2_    .              P*  T.  r,  \                j          i    C*  Psiuar[ /"(x)—  /G«)]^k 
-  2  sin  ma?  /     ¥  fU)  cas  mfMiu. /      u  J      J     ; 

T  J  n        J  K~'  *  J  a  cosx — cos,« 

le  dernier  terme  ne  change  pas  de  valeur  si  l'on  remplace  la  lettre  \x  par 
ia  lettre  a.  En  nommant  P*  ce  que  P  devient  en  vertu  de  ce  change- 
ment, il  est  alors  égal  à      ^ 


COS  X —  cos  * 


C'est  une  fonction  de  x  qui  s'évanouit ,  à  cause  du  facteur  sin  x ,  aux 
deux  limites  x =o,  x=tt,  et  que,  par  conséquent,  on  peut,  entre 
ces  limites,  développer  en  une  série  de  sinus.  Effectuant  le  développe- 
ment par  le  procédé  ordinaire,  nous  aurons 

tcJ  °  cosx  —  cos*  -x2  J  o  J  °         cos^  —  cos« 

La  valeur  de  la  quantité 

2  f(x\  f*9? 

— —  2  sin  mx  I    P  cos  mpdp 

*  J    0 
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est  donc 

zl.siuinx  !  *¥  f(u-)cosm<j-du -Ssirwwr/    s'mmudu.1      aSlp^L/  w—j  W_f. 

~  J  o       J    v    '  r         5T*  •/    o  'Vo  COS  ^  COS  a 

et  il  faut  ajouter  à  cette  dernière  expression  l'expression  suivante  : 

-  2  sin  mx  f    QfÇy)  sin  mudu. , 

pour  composer,  d'après  ce  qu'on  a  vu,  la  valeur  de  f(x)  2Am  sin  mx. 
Ayant  écrit  ainsi  sous  forme  convenable   cette  valeur  et  celle   de 
2Am  m  sin  mx,  reportons-les  dans  l'équation   (D'),  et  cette  équation 
deviendra 

2  sin  mx  I  2  du.(\J  cos  mu.  —  V  sin  mu.)  =  o , 
U  et  V  ayant  les  valeurs  suivantes  , 

V  =  f.  -  Qf(u)  +  F(u)  +  i  f***™i'lfto-fMy?. 

dy.  x./  w      >         «     *    fji  cos«  —  cos« 

Or  il  est  clair  que  l'équation  du  problème  sera  satisfaite  si  Ton  a 
U  =  o  et  V  =  o.  Donc  les  fonctions  P  et  Q,  desquelles  dépend  la 
valeur  de  Amqui  satisfait  à  l'équation  (D),  sont  fournies  par  les  deux 
équations 

t  +  "/«  =  •• 

rf^  ^J  Kr  '      '  V  '      '       *  J  »  COS  |K  —  COS  * 

auxquelles  il  faut  joindre  les  deux  conditions  particulières 

Q  =  o  pour  w  =  o , 
Q  =  o  pour  ft  as  w, 

que  précédemment  nous  avons  supposées  remplies. 

Ces  équations  s'intègrent  évidemment  sous  forme  finie  toutes  les 
fois  que  f{x)  est  une  fonction  rationnelle,  entière  ou  fractionnaire, 
de  cos x.  Et  lorsque  cela  n'a  pas  lieu,  il  est  du  moins  toujours  facile 
d'obtenir  les  valeurs  de  P  et  Q  exprimées  en  séries  convergentes  par 
la  méthode  connue  des  approximations  successives. 

9- 
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Nous  appliquerons  nos  équations  à  un  seul  exemple  extrêmement 
simple;  et  quoique,  dans  cet  exemple,  la  fonction  f(x)  ne  reste  pas 
constamment  positive  entre  les  limites  .r  =  o,  x-=.tt  ,  comme  l'exige 
la  nature  physique  du  problème,  nous  les  verrons  néanmoins  se  vé- 
rifier. Nous  poserons  f(x)  =  cosx,  F(.r)  =  sin  x  -f-  sin  .rcos.r;  les 
valeurs  de  P  et  Q  fournies  par  notre  analyse  seront  P= — i ,  Q  =  sin  u  , 
ainsi  qu'il  est  aisé  de  le  vérifier  par  la  substitution  dans  nos  équa- 
tions. Il  résulte  de  là  que  l'équation 

2.Ammsiamx  -f-  cos x  2.\ms'm r?ix  =  sin  x  -f-  siuxcosjc 
doit  être  satisfaite  en  posant 

Am  =  -    /    dy(s\nu  sin  mu  —  cosmu). 

Or  cela  arrive  en  effet,  car  on  déduit  de  là 

2Am  sin  nix  =  sin  x ,  2Am  m  sin  mx  =  sin  x , 

valeurs  qui,  substituées  dans  l'égalité  qu'on  veut  vérifier,  rendent  les 
deux  membres  identiquement  égaux. 

V. 

SOLUTION    DU    PROBLÈME    (E). 

Notre  méthode  résout  aussi  le  problème  (E)  sans  que  l'on  ail  à 
vaincre  aucune  difficulté  nouvelle.  Voici  commeut  ce  problème  doit 
être  énoncé. 

PROBLÈME. 

Soient  m  un  quelconque  des  nombres  o ,  i,  2,  5,  4>  5,..  et  A^A,,... 
Am , .  .  .  B, ,  Ba  , .  ^  B„„  . .  des  coefficients  constants  inconnus  :  0/1  pro- 
pose de  déterminer  ces  coefficients  de  manière  à  satisfaire  à  l'équation 

(E)  ^m(\^coimx  +  Y>mûnmjc)+f{x)^{hmcosinx+Y$msmmx)  =  F(x), 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites  x  =  — tt  , 

X  =  -f-7T. 

D'après  la  nature  de  la  question  qui  conduit  à  l'équation  (E),  la 
fonction  f{x)  est  toujours  positive  entre  les  limites  x  = — 7r,  x=7r. 
Déplus,  les  deux  fonctions  f(x),  F(.r),  sont  assujetties  à  satisfaire 
aux  conditions  /(n)  =  /(— ir) ,  F(tt)  =  F(— tt). 
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Puisque  la  fonction  F(x)  prend  la  même  valeur  aux  deux  limites 
x— — 7r ,  ,r=7r ,  on  peut,  entre  ces  limites,  la  développer  en  une 
se'rie  de  cosinus  de  la  forme 

F(x)  =  2rt„,  /        dy.  F(y)  cos  m(x — y) , 

le   signe   2  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  m   comprises  dans  la 

série  o,  1,  2,  3,.  .  .  et —  désignant  l'intégrale  définie  /        cos'mxdx 

laquelle  est  égale  à  277  quand  m  =  o  et  seulement  égale  à  <jt  lorsque 
m  est  un  nombre  entier  positif  quelconque. 
Cela  posé,  je  fais 

dy  (  P  cos  my  —  Q  si  n  my), 

Bm  =  am  I       dy  (P  sin  my  -f-  Q  cos  mu); 

P  et  Q  représentant  deux  fonctions  de  y  dont  je  pourrai  disposer  à 
volonté  par  la  suite,  mais  que  j'assujettis  dès  à  présent  à  ne  pas  chan- 
ger de  valeur  lorsqu'on  y  pose  successivement  y=-it  et  v-  = —  -jt, 
de  telle  manière  que  l'on  ait 

P.  =  P_T,       QT  =  Q_. 
En  intégrant  par  parties,  et  ayant  égard  à  ces  conditions,   il  vient 

.  am    r+*    ,   f    .  JP  dQ\ 

A„  =  —  —  /         dy[  smmu-j-   +  cos  mu.  -^  ), 

Hm  =  —  /         cty[  cos  mu.  —  —  sin  mu.  -i  ). 
m  J  --      ■  \  •  du.  '    dfc  J 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression 

1m  (A„,  cos  mx  -f-  Bm  sin  mx) , 

on  la  trouve  égale  à 

2fl„  /         dy\  sin  m(x — y)-j-  —  cosm(x — u)  -^  1. 

Quant  à  l'autre  quantité 

f(x)  2  (Am  cos  mx  -\-  Bm  sin  mx) , 
il  faut  y  substituer  les  valeurs  primitives  de  Am,  Bm,  et  elle  devient 

f(x)1amj         dy[F  cos  m(x— y)  -f-  Qsin  m{x— y)]. 
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Elle  se  compose  donc  de  deux  parties,  savoir, 

f(x)1amf      Vcosm{x — y)du  ,     f  x  2<v„,  /        Qsiuw  .<. — a  d'j -, 

dont  je  vais  successivement  m'occuper. 

La  première  peut  être  mise  sous  une  forme  convenable  par  la  trans- 
formation que  voici.  Soit  P.,.  ce  que  devient  P  lorsqu'on  y  change  uenx. 
Puisque  l'on  a  P,.  =  P__,  f{yr)  =/( — 7f),  on  a  aussi  P-,/(V 
=  J*—^f — "■)•  11  résulte  de  là  que  la  fonction  Pr  est  égale  à  la  série 

1aaf    'Pcos7«(.r — u)du.,  et  que  par  suite  le  produi*  de  /  x)  par 

cette  série  est  égal  à  Yxf\x) ,  c'est-à-dire  à 

r-f-T 
Vf  u  cos  m  x — u)du.. 

Relativement  à  la  seconde  partie,  savoir, 

f([x)1nmf        Qsin/no? — «)*, 

elle  est  évidemment  équivalente  à 

1aS      Qf  y)sinm(x—u)du.-j-  I        Q[/'.^) — f\'J-  ]2amsin/«  x  —  f*). 

Il  est  aisé  de  s'assurer  que 

,-.         •        /                        i          sin(x— fi) 
2rt,_  sm  m  x — u.    =  —  . :  ; 

ITT      I — cos(x — ,«, 

on  a  donc 

_t  q[f(x)-A^am*nm<X-ri==-J_T  ^  ,  -  ces  (.r-^— ' 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

r+*nr   rf     s         r<    xi*  •         /  \  »     C  +7rQ*[f(x)—. /(«)]«n(x— ,)d« 

/_.  Q[/(x)-/i  a)]2«msmm^-rt  =-J  _  t  Jcos(j---i- , 

Qx  désignant  ce  que  devient  Q  lorsqu'on  y  change  ,"  en  «.  Le  second 
membre  de  l'équation  que  je  viens  d'écrire  étant  considéré  comme 
une  fonction  de  x,  on  peut  constater  que  cette  fonction  donne  le 
même  résultat  quand  on  y  pose  x  =  tT  ,  et  quand  on  y  pose  x= — 7r. 
Rien  n'empêche  par  conséquent  de  la  développer  en  série  de  cosinus 
sous  la  forme 
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—  2tfm  /         COS/Hi-T — uW"  /       ■      L^      — - — -, — 4 — — . 

2/T  _/  —  ti  r  '    •    V  — t  I  —  COS  {ft — a) 

Qy' (y.)sin  m{x-u)du. 

et  à  2<7m  /        P/(.u)  cos  ^(^ — v)dp  pour  former  la  valeur  complète 
du  ternie  f{x)  2(Am  cos  mx  -f-  Bm  sin  mx). 

Reportons  à  présent  dans  l'équation  (E)  cette  valeur  ainsi  que  celles 
obtenues  tout  à  l'heure  pourF(,r)  et  pour  2m(Am  cos  mx-j-Bm  sinmx). 
Le  résultat  sur  lequel  nous  tomberons  sera  de  la  forme 

dy-  [Ucos  m(x — n)  -f-  V  sinm(jr— ,")]  =  o, 
U  et  V  ayant  les  valeurs  suivantes, 
IT  _  _  ^Q    ,    pffrt  _  F/W  j__L  f+'  Q:«)[/M-/M>in>-g)^ 

Les  équations  U  =  o,  V=o,  sont  donc  celles  qu'on  devra  traiter 
pour  obtenir  les  valeurs  de  P  et  Q  ,  en  ayant  soin  toutefois  d'y  joindre 
les  conditions  définies  P^.=  P_ T,  Q*=  Q_t- 

Si  nous  supposons  que  l'on  ait,  par  exemple,  f  {p)  =  cos  u, 
F(p)  =  —  sin  u(i  -f-  cos  ft) ,  bien  que  la  valeur  attribuée  à  la  fonction 
f(x)  soit  étrangère  à  la  question  du  mouvement  de  la  chaleur  dans 
laquelle  le  pouvoir  rayonnant  est  nécessairement  positif,  les  équations 
U  =  o,  V  =  o,  nous  conduiront  à  des  résultats  exacts.  Nous  trouve- 
rons Q=  i ,  P  =  —  sin  w,  valeurs  faciles  à  vérifier,  et  qui  donnent 
Am=  o,  quel  que  soit  m ,  puis  B,  =—  i ,  B2  =  o  ,  Bs  =  o,...  Bm=o,.. 
Ces  valeurs  de  Am,  Bm,  doivent  donc  rendre  identique  l'équation 

2»i(Am  cos  mx  -f-  Bmsin?nj:)  +  cos  x  2(Am  cos  mx  +  Bm  sin  mx) 

=  —  sin.r(i-f-  cosx;, 
et  c'est  ce  qui  arrive  en  effet. 

Les  équations  U  =o,  V  =  o  s'intégreront  sous  forme  finie,  toutes 
les  fois  que  la  quantité 

2!T  1  COS  (fi «1 
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pourra  être  ramenée  à  la  forme 

X  =  ¥,((*)  n,(a    +  ■¥,  ft)  [!,(«)  -f-    .  .  .    +   *„  p)  n„  a]  , 

quelles  que  soient  d'ailleurs  les  fonctions  "p,  y.  ,  H/a,,,  etc.;  car  alors, 
en  posant 

f4"  Q«n,(a)rf«=C, ,    ^"  Q«n,  a>/a— Ca fT^U"  *)d*=&, , 

elles  deviendront 

Eu  divisant  ces    équations  par  /'(y.  ,  puis  faisant  /     f(y.ch  =  6, 

f(a)dy-  =  d&,  et  prenant  6  pour  variable  indépendante,  on  n'aura 
plus  à  traiter  que  deux  équations  linéaires  simultanées  dans  lesquelles 
les  variables  et  leurs  différentielles  seront  affectées  de  coefficients  cons- 
tants. L'intégrale  complète  de  ces  équations  renfermera  deux  arbi- 
traires que  l'on  déterminera  à  l'aide  des  conditions  définies  PT  =  P — T, 
Qr  =  Q_-  :  elle  renfermera  en  outre  les  //  constantes  C, ,  Cs , .  .  .  C„ , 
dont  on  calculera  les  valeurs  à  l'aide  des  égalités 

f+' Qjlt(*)tUi  =  C,,       f    'QjL.aidx  =  Ca,etc. , 

et  ce  calcul  une  fois  effectué,  ies  valeurs  de  P  et  Q  ne  renfermeront  plus 
en  général  que  des  quantités  connues. 

Je  dis  maintenant  queX  se  ramènera  à  la  forme  indiquée  toutes  les 
fois  que  f(x)  sera  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  sin  x,  cos  x\ 
c'est-à-dire  toutes  les  fois  que  l'on  aura 

f,  -r  »  f*{x)>  fsx>  désignant  des  fonctions  rationnelles  et  entières 
de  cos  x. 

En  effet,  il  viendra  ,  dans  cette  hypothèse , 

x    _        tin  fr-s)     _  f.tof*»)—f,(*)faW  +/J^)/i(«)sm,u-/,(,)/3^sin« 
i—  cos>— a)'  ax/rfaj/îÇ») 
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Mais  on  'ït 

sin(*c— a)          _    sin  n  4-  sin  a. 
i — cosQk — a)  cos« COSft 

La  valeur  de  X  est  donc  composée  de  deux  parties  distinctes  que  je 
désignerai  par  X,,  Xa,  et  dont  voici  les  valeurs 


\  '        '  '  0.7T  (COS  -X  —   COS  «1 


27T(C0Sî£  —  C0S4{) 

X,  =  (sin^  +  sina)  ^7rgf"'; 

or  je  puis  prouver  que  chacune  des  deux  quantités  X, ,  X,,  est  réduc- 
tible à  la  forme 

*/,u)n,(a)  +  -rjp)  n.(«)  +  •••  +*.00n«(*)- 

Cela  est  presque  évident  pour  la  fonction  X,  ;  en  effet,  le  numéra- 
teur f,{p)f3{<*)  —  /i(«)/s((*)  étant  une  fonction  entière  de  cosa, 
cosp,  et  s'annulant  quand  on  a  cos  a  =  cos  u,  doit  être  divisible 
par  cosa —  cos  a;  et  il  est  clair  que  le  quotient  ne  peut  se  composer 
que  d'un  nombre  limité  de  termes  de  la  forme  A  cos?ucos'a. 

Quant  à  la  fonction  Xs,  en  effectuant  les  calculs  indiqués,  je  trouve 

y  —  /.W/»(»)si»>-/,(«)/3Msin'*  _,_„;„„,;„„     fM-U»)  —  /-W/»0») 

?.*  (COS  *  —  COS  ft)  '  '  2l(C0S  *  —  COS  ft) 

La  fraction 

AM/iM  siu>  —  f,(*)fi(ft)  sin'a 

COS«  COS^M 

e^t  égale  à 

/.te/sM  (i-cos»  -  /,W/aM  (i-cos'«). 
cos  a  —  cos/* 

•on  numérateur  est  donc  une  fonction  entière  de  cos  a,  cosf*.  Puisque 
cette  fonction  s'annule  lorsqu'on  pose  cosa=  cosa,  elle  doit  être  di- 
visible par  cos  a.  —  cos  f*,  et  le  quotient  ne  peut  se  composer  que  d  un 
nombre  limité  de  termes  de  la  forme  A cosp" cos'a.  tl  en  est  de  même, 
par  la  même  raison,  de  la  fraction 

cos  a.  —  cos/* 
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Donc  les  valeurs  de  X,,  Xs,  et  par  suite,  de  X,  se  réduisent  h  la 
forme 

-*•,(»  n,(a)  -f  *-,(»  n,(«.)  +   . . .   -f-  *//*)  n„(a); 

donc  aussi  les  valeurs  de  Am,  Bm,  peuvent  être  calculées  sous  (orme 
finie  de  manière  à  satisfaire  à  l'équation  (E),  toutes  les  fois  que  j \x) 
est  une  fonction  rationnelle,  entière  ou  fractionnaire,  des  deux  quan- 
tités sin  x ,  cos.r. 

La  méthode  très  simple  dont  nous  avons  fait  usage  pour  résoudre  le 
problème  (A)  s'étend  d'elle-même ,  comme  on  voit ,  au  problème  plus 
compliqué  (E).  Et  cette  méthode  peut  être  regardée  comme  générale 
pour  toutes  les  questions  du  genre  de  celles  que  nous  avons  traitées 
dans  ce  Mémoire. 
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NOTE 

Sur  la  chaînette  cl  égale  résistance  ; 
Par  G.  CORIOLIS. 


Nous  nous  proposons,  dans  cette  note,  de  donner  l'équation  assez 
remarquable  delà  courbe  qu'affecterait  une  chaîne  pesante,  parfaite- 
ment flexible,  dont  l'épaisseur  varierait  d'un  point  à  l'autre  propor- 
tionnellement à  la  tension.  Il  est  clair  qu'une  pareille  chaîne  n'offrirait 
pas  plus  de  chance  de  rupture  en  un  point  qu'en  un  autre 

Désignons  par  p  le  rapport  en  lie 
le  poids  d'un  élément  ds  et  sa  lon- 
gueur, par  Tla  tension,  dont  la  va- 
leur au  point  le  plus  bas  C  sera  T„. 
Représentons  par  x  et  y  des  coor- 
données horizontale  et  verticale.  On 
aura  pour  l'équilibre  en  un  point  M 

quelconque  de  la  courbe  ,  T  ^-  =  T0 ,  T  —  =  I  pds ,  l'intégrale  com- 
mençant au  point  le  plus  bas  de  la  courbe  où  l'on  a  dj~  =  o.  Ces  deux 
équations  donnent  £■  =  f  ^-,  ou  bien  -^  =  {-  -L.  Par  la  condi- 
tion d'égale  résistance ,  on  doit  avoir  T  =  ap,  a  étant  une  constante. 
Ainsi  l'équation  delà  courbe  deviendra  j^  =  —~  -^-.Remettant  pour 
T  sa  valeur  tirée  de  la  première  des  équations  précédentes ,  on  aura 

a ~Û  —  sf »  ou b,en ten Posant  li  =r  ia  dJ  =  '  +J';  don 

—  ==  —r—%-  En  prenant  pour  origine  des  x  le  point  le  plus  bas  de  la 
courbe,  et  en  intégrant  à  partir  de  ce  point  pour  lequel  on  aura 
x=o  et  j'=o,  on  trouve  -  =arc(tang==/),  à,oi\j'=~  =  iang  (-\ 
Intégrant  encore   à  partir  du  point  le  plus  bas  que  l'on  prendra  pour 
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origine  des  y,  on  obtiendra 


y 


loçj   f ~| ,      ou  bien   é*  cos(-)  = 


Telle  est  lequation  de  la  chaînette  d'égale  résistance,  rapportée  à  son 
point  le  plus  bas  pour  origine  des  coordonnées,  La  valeur  de  la  cons- 
tante a  résultera  de  la  relation  T  =  ap.  En  l'appliquant  au  point  le 
plus  bas,  on  a  Te=:ape.  Ainsi,  en  concevant  une  portion  de  chaîne  de 
1  épaisseur  constante  qui  existe  au  point  le  plus  bas,  la  constante  a 
sera  la  longueur  qu'il  faudrait  donner  à  cette  portion  de  chaîne  pour 
que  sou  poids  ap0  fût  égal  à  la  tension  T0  au  point  le  plus  bas,  ou  ce 
qui  revient  au  même,  à  la  composante  horizontale  de  la  tension  aux 
points  d'attache  A  ou  B.  La  plus  grande  abscisse  de  cette  courbe  ré- 
pond à  y'  sj=  -.  Comme  on  a  y   =  tang  (-)  ,  la  limite  X  de  x  ou  de 

la  demi-lareeur  de  la  courbe  sera  X  =  a  -  =  —--.  Cette  limite  est 
telle  qu'une  chaîne  ayant  cette  demi-largeur  pourlongueuret  la  même 
force  qu'au  point  le  plus  bas,  aurait  pour  poids  -  T0;  la  hauteur  cor- 
respondante est ^=  ce  .  Donc  la  courbe,  quelle  que  soit  la  longueur 
de  la  chaîne,  n'atteindra  jamais  la  largeur  tra ,  quiestainsi  une  limite. 
Si  l'on  veut  avoir  l'épaisseur  d  de  la  chaîne  en  fonction  de  l'abscisse, 
ou  trouve 

Ri     d»    df  T0  ; 1 r,  T° 

p  =  !° Ts  dF>  ou  ^  =  t  v '  +  y  -  — 7Z\- 

atos  w 

On  peut  remarquer  qu'en  appelant  a  l'angle  que  fait  la  tangente  à  la 
courbe  avec  l'axe  desx,  on  a  l'équation  aa  ==  x.  Par  conséquent  l'arc 
de  cercle  décrit  du  point  C  comme  centre  avec  le  rayon  a  ,  et  compris 
entre  l'axe  des  x  et  une  parallèle  CN  à  la  tangente  au  point  M,  sera 
t'gal  à  l'abscisse  de  ce  point  M. 
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^vv\xvv^^\v\\v\^^^\^\^^\\^v\>\^^v\^v^^^v^v\^vv\\^'VVV^^^^v»\A*'vv^\\^^^^^v"\^X'\\^\\^vvv^\lvv^^v^vv*vv»'vv\ 


NOTE 

Sur  l'équilibre  des  températures  dans  les  corps  solides  de 
forme  cylindrique  ; 

Par  G.  LAMÉ, 

Professeur  de  Physique  à  l'École  Polytechnique. 


La  théorie  analytique  de  la  chaleur  paraît  avoir  peu  contribué  aux 
progrès  de  la  physique  proprement  dite  :  bornée  à  la  représentation 
mathématique  de  l'équilibre  et  de  l'état  variable  des  températures  dans 
l'intérieur  des  corps  solides  homogènes,  elle  laisse  complètement  en- 
dehors  de  ses  formules  la  plupart  des  phénomènes  calorifiques,  ceux 
surtout  dans  lesquels  la  chaleur  semble  se  produire  et  disparaître ,  et 
qu'il  importe  principalement  d'étudier  pour  découvrir  la  cause  primi- 
tive de  cette  classe  d'effets  physiques.  Cependant,  toute  restreinte 
qu'elle  soit,  cette  théorie  est  d'une  grande  importance. 

Quand  les  lois  physiques,  déduites  de  l'expérience  et  de  l'observa- 
tion, auront  acquis  toute  l'exactitude  et  toute  la  généralité  qu'elles 
doivent  comporter,  il  sera  possible  aux  géomètres  de  représenter  ana- 
lytiquement  chaque  classe  de  phénomènes,  par  une  ou  plusieurs  for- 
mules différentielles.  Mais  ces  formules  devront  être  intégrées,  et  il 
faudra  déterminer  les  constantes  ou  les  fonctions  arbitraires  introduites 
par  l'intégration ,  de  manière  à  satisfaire  aux  conditions  particulières 
de  chaque  problème,  avant  de   pouvoir  obtenir  des  résultats  numé- 
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riques  vérifiables  par  l'expérience,  et  par  suite  des  formules  intégrales 
immédiatement  applicables  à  la  pratique. 

Avant  que  ce  but  puisse  être  atteint,  la  physique  expérimen- 
tale et  l'analyse  mathématique  ont  de  nouveaux  progrès  à  faire.  Les 
recherches  des  physiciens  et  celles  des  géomètres  convergent  actuelle- 
ment vers  ce  travail  général;  de  part  et  d'autre  se  perfectionnent 
les  instruments  et  les  procédés  dont  il  faudra  faire  usage  pour  le  ter- 
miner. 

Or  la  théorie  analytique  de  la  chaleur  aura  été  éminemment  utile  à 
ces  études  préliminaires,  eu  présentant  un  des  exemples  les  plus 
parfaits  et  les  plus  simples  de  l'application  du  calcul  à  un  certain  en- 
semble de  faits.  Ses  formules  différentielles  sont  très  peu  compliquées, 
et  les  questions  qu'elle  se  propose  passent  par  toutes  les  phases  du  pro- 
blème général  qui  vient  d'être  énoncé  comme  constituant  à  lui  seul 
presque  toute  la  physique  mathématique. 

Il  s'agit  toujours  de  représenter  numériquement  un  phénomène 
physique  pour  des  corps  de  forme  particulière  et  dansdes  circonstances 
connues,  c'est-à-dire  d'intégrer  certaines  équations  aux  différences 
partielles,  de  telle  sorte  que  les  fonctions  arbitraires  provenant  des 
intégrations  satisfassent  à  des  conditions  données.  Tout  porte  h  croire 
que  l'on  ne  parviendra  à  résoudre  généralement  des  questions  de  cette 
nature,  qu'après  avoir  obtenu  un  grand  nombre  de  solutions  complètes 
de  questions  particulières  du  même  ordre  ;  et  c'est  là  ce  qui  donne  une 
valeur  pratique  aux  recherches  ayant  pour  objet  de  représenter  ana- 
lytiquement  l'équilibre  et  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  l'inté- 
rieur d'un  corps  solide  homogène  de  forme  définie. 

Les  géomètres  ont  complètement  traité  sous  ce  point  de  vue  la 
sphère,  le  cylindre  droit  à  base  circulaire,  le  parallélépipède  rec- 
tangle, le  prisme  triangulaire  régulier  :  on  sait  maintenant  exprimer 
la  loi  des  températures  dansdes  corps  terminés  par  des  surfaces  du  se- 
cond degré.  Le  nombre  de  ces  solutions  est  sans  doute  très  limité; 
mais  leur  comparaison  indique  irrévocablement  la  marche  uniforme 
que  Ton  doit  suivre  pour  exprimer  l'état  calorifique  de  tout  autre  corps 
solide:  la  difliculté"principale  consiste  à  découvrir  le  système  unique 
de  coordonnées  qui  convient  à  la  forme  de  ce  solide  et  à  la  question 
physique  proposée. 
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C'est  cette  difficulté  que  j'ai  essayé  de  lever  dans  un  Mémoire  sur  les 
surfaces  isothermes  (imprimé  parmi  les  Mémoires  de  F  Académie  des 
Sciences ,  tome  Y  des  Savants  étrangers),  où  j'ai  considéré  spécialement 
le  système  de  coordonnées  dont  on  doit  faire  usage  pour  découvrir  les 
lois  de  l'équilibre  et  du  mouvement  de  la  chaleur,  dans  l'intérieur  des 
corps  et  des  enveloppes  solides,  limitées  par  des  surfaces  du  second 
degré  exposées  à  des  foyers  constants.  J'ai  repris  la  même  question  sous 
un  point  de  vue  plus  général ,  dans  un  Mémoire  sur  les  surfaces  ortho- 
gonales conjuguées,  qui  fait  partie  d'un  travail  relatif  aux  lois  de 
l'équilibre  de  lether  (inséré  dans  le  Journal  de  l'École  polytechnique, 
XXIIIe  Cahier). 

J'ai  prouvé  dans  ce  dernier  Mémoire  qu'il  existe  une  infinité  de 
corps  et  d'enveloppes  cylindriques ,  où  la  loi  des  températures 
peut  être  exprimée  avec  la  même  facilité  que  dans  le  cylindre 
de  la  géométrie  élémentaire.  Je  me  propose  de  donner,  dans  cette 
note,  quelques  nouveaux  détails  sur  ces  nouvelles  formes;  leur  nom- 
bre infini  laisse  entrevoir  la  possibilité  de  représenter  algébriquement 
l'état  calorifique  d'un  corps  limité  par  des  surfaces  cylindriques  quel- 
conques, et  d'arriver  ainsi  à  la  connaissance  complète  du  phénomène 
de  la  communication  de  la  chaleur  à  travers  les  milieux  solides, 
lorsqu'elle  se  propage  dans  deux  dimensions  seulement.  Il  y  a  lieu  de 
croire  qu'il  existe  pour  les  trois  dimensions  des  formules  tout  aussi 
générales,  et  que  l'analyse  mathématique  parviendra  un  jour  à  ex- 
primer en  nombres  le  fait  physique  dout  il  s'agit  pour  un  corps  de 
forme  quelconque.  Cela  sera  sans  contredit  un  progrès  important,  car 
on  en  déduira  la  marche  à  suivre  pour  obtenir  des  solutions  aussi 
complètes  dans  des  phénomènes  plus  compliqués  et  pouvant  donner 
lieu  à  des  applications  immédiates,  tels  que  ceux  de  l'élasticité  et  de 
l'équilibre  intérieur  des  corps  solides. 

Considérons  un  tube  solide  indéfini,  dont  les  parois  cylindriques  ex- 
térieure et  intérieure  soient  en  contact  avec  deux  foyers  ayant  des 
températures  constantes,  mais  différentes  de  l'une  à  l'autre  paroi.  Lors- 
que l'équilibre  de  chaleur  est  établi  dans  ce  genre  d'enveloppe,  les 
surfaces  isothermes  ou  d'égale  température  sont  toutes  cylindriques. 
Si  par  un  point  d'une  de  ces  surfaces  on  imagine  trois  éléments  plans 

il. 


8o  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

orthogonaux,  desquels  le  premier  lui  soit  tangent,  et  les  deux  autres 
normaux,  l'un  suivant  l'arête  correspondante,  et  le  derniçr  perpendi- 
culairement à  cette  même  arête,  il  n'y  aura  évidemment  perte  ou  flux 
de  chaleur  qu'à  travers  le  premier  élément;  en  sorte  que  la  chaleur  se 
dissipera  à  travers  l'enveloppe  vers  le  foyer  le  plus  froid  ,  en  suivant 
des  courbes  normales  à  toutes  les  surfaces  isothermes,  et  que  l'on 
peut  appeler  par  cette  raison  filets  de  chaleur.  Tous  ces  filets  peu- 
vent être  considérés  comme  répartis  sur  des  surfaces  cylindriques, 
coupant  normalement  les  cylindres  isothermes  suivant  leurs  arêtes. 

Ces  deux  systèmes  de  cylindres  sont  conjugués,  en  ce  sens  qu'ils 
pourraient  changer  de  rôle;  c'est-à-dire  que  dans  un  nouveau  tube 
solide  ayant  pour  parois  entretenues  à  deux  températures  constantes, 
deux  des  cylindres  formés  par  les  filets  du  premier  tube,  le  flux  de 
chaleur  s'opérerait  suivant  les  sections  transversales  des  premières  sur- 
faces isothermes.  Mais  il  importe  surtout  de  remarquer  que  pour  ex- 
primer généralement  l'état  calorifique  d'un  des  tubes  précédents, 
lorsque  les  foyers,  toujours  constants,  varient  cependant  d'intensité 
d'une  arête  à  l'autre  des  parois ,  il  faut  prendre  pour  surfaces  co- 
ordonnées les  deux  systèmes  de  cylindres  conjugués  qui  viennent 
d'être  définis,  et  les  plans  perpendiculaires  à  leurs  arêtes;  c'est-à- 
dire  que  les  paramètres  de  ces  trois  genres  de  surfaces  sont  les 
coordonnées  propres  à  la  question  physique,  dans  le  cas  dont  il 
s'agit. 

Pour  que  les  cylindres  conjugués  puisseut  conduire  à  cette  so- 
lution générale,  il  faut  avant  tout  que  leurs  paramètres,  considérés 
comme  des  fonctions  de  x,  y,  z,  satisfassent  à  trois  équations  aux 
différences  partielles  exprimant  que  ces  surfaces  sont  isothermes  et 
orthogonales.  Si  l'axe  des  z  est  parallèle  aux  arêtes,  les  paramètres  ê 
et  g,  des  deux  systèmes  de  cylindres  seront  donnés  par  des  équa- 
tions de  la  forme  i=  f{pc,y),  el=f,(cc,r),  et  les  trois  relations 
différentielles  dont  nous  parlons  pourront  toujours  être  ramenées  aux 
suivantes  : 

,    v    cTt      .      d*i      _  <f3£,  ^^  d*it   dt    di,     .^  di    dt, 

'    '    </ra      I     dj~*  ~~        '      dx'  dy*  '      dx  dx  dj  dj   ~ 

J'ai  démontré  dans  le  Mémoire  cité  [Journal  de  l'École  Poljtech- 
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nique,  XXIIIe  Cahier)  que  les  paramètres  différentiels  du  premier 
ordre 


m    «  =  vU)*+(!)"-  -  =  v/(Ê)'+0- 

des  fonctions  e,  g,,  satisfaisant  aux  équations  (i),  sont  toujours  égaux 
à  la  même  fonction  4(,r>  l)  >  multipliée  par  deux  constantes  a.  a, ,  en 
sorte  que  l'on  peut  poser 

(5)  y\  =  a-\,,     »,  =  «,4-. 

Cela  posé,  considérons  l'équation 

d'V     ,     rfaV 

(4)  a?  +  ç?  =  °> 

qui  appartient  à  l'équilibre  de  chaleur  d'un  corps  solide  indéfini  de 
forme  cylindrique,  dont  les  parois  sont  entretenues  à  des  tempéra- 
tures constantes,  les  mêmes  sur  chaque  arête,  mais  différentes  en  gé- 
néral d'un  arête  à  l'autre.  La  fonction  V,  qui  exprime  la  température 
variable,  étant  rapportée  aux  coordonnées  e,  et ,  l'équation  précédente 

dV  d'Y 

devient  [en  ayant  égard  aux  équations  (i),  (2),  (5)]  a1     a  -|  a,'-— ==0; 

ou  bien  (en  posant  iz=a^,él=a,^>)  -^7-  +  -7^  =  0.  C'est  cette  der- 
nière équation  qu'il  faut  intégrer,  de  telle  manière  que  V  se  réduise 
à  des  fonctions  données  de  £  ou  £,,  pour  des  valeurs  particulières  de 
£,  ou  de  0. 

Or  ce  problème  analytique  est  aujourd'hui  résolu  de  la  manière 
la  plus  complète;  la  loi  des  températures  du  corps  cylindrique  pro- 
posé s'obtiendra  donc  aussi  facilement  que  dans  le  cas  du  prisme 
rectangulaire,  et  par  les  mêmes  formules.  Ainsi  l'on  saura  exprimer 
algébriquement  l'état  calorifique  d'un  tube  ou  d'une  enveloppe  ayant 
pour  parois  deux  cylindres  s  ou  e, ,  et  même  celui  d'un  corps  pris- 
matique dont  les  quatre  faces  latérales  courbes  seront  deux  cylin- 
dres î  et  deux  cylindres  e, ,  pourvu  que  les  foyers  constants  possèdent 
la  même  température  sur  chaque  arête  d'une  paroi. 

Ces  problèmes  de  physique  mathématique  ne  présentent  donc  plus 
d'autre  difficulté  que  celle  de  la   recherche  des  fonctions  g  et  e,  qui 
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puissent  vérifier  les  équations  (i).  Parmi  les  surfaces  cylindriques 
qui  remplissent  ces  conditions,  nous  considérerons  d'abord  celles  com- 
prises dans  le  groupe  suivant 


€    =  2A  log  \/{x  —  a.)x  -f-   {y —  £)» 
1   ■,  =  2A  arc  (tang  =£=?), 

a.  et  è  étant  les  coordonnées  d'une  ligne  fixe  parallèle  aux  z,  A  un 
coefficient  constant;  e  et  e,  étant  composés  d'autant  de  termes  sembla- 
bles que  l'on  voudra,  qui  différeront  par  les  constantes  et,  £,  A.  Ces 
équations  donnent 

dt  dt,  .  x  —  et 


dx  dj  (ar—.jo+^—C)»» 

d± dtj  __     .  _       y —  g 

rfr  rfa:  (x_*)>+(jr— ê)'' 

d'où  il  est  facile  de  conclure  que  les  relations  différentielles  (i)  sont 
satisfaites. 

Pour  simplifier,  on  peut  ne  considérer  que  l'état  calorifique  des  dif- 
férents points  d'une  section  plane,  normale  aux  arêtes  du  corps  cylin- 
drique, puisque  dans  le  cas  actuel  tout  reste  identique  d'une  section 
à  l'autre.  Sous  ce  point  de  vue,  £  et  g,  (5)  seront  les  paramètres  de  deux 
systèmes  de  courbes  isothermes,  conjuguées  et  orthogonales. 

Le  cas  le  plus  simple,  compris  dans  les  formules  générales  (5),  est 
celui  où  les  seconds  membres  ne  contiendraient  qu'un  terme.  On  peut 
alors  supposer  a=  o ,  €  =  o,  et  prendre 


(6) 


[«  =iog^±r, 

|é,  ss  arc(tang  =J-), 


d'où  x*  -f-  y1  =  cse3£,    y  =  x  tang  ï,  ,         et  enfin 

y  =  ce'sins,,       x  =  eccose,. 

C'est  le  cas  d'un  tube  ou  d'une  enveloppe  solide  dont  les  parois  sont 
des  cylindres  à  bases  circulaires  concentriques;  les  cylindres  formés 
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par  les  filets  de  chaleur  sont  alors  des  plans  méridiens.  On  est  ainsi 
conduit  aux  coordonnées  semi-polaires  employées' depuis  longtemps 
pour  exprimer  l'état  calorifique  de  cette  forme  de  corps. 

Toutefois,  au  lieu  du  rayon  r  que  l'on  adopte  ordinairement,  il  est 
préférable   de   prendre  pour    paramètre    des    surfaces  cylindriques 

é  =  log-,  ou  le  logarithme  de  son  rapport  à  une  ligne  constante  c. 

De  cette  manière  les  formules  différentielles  et  intégrales,  pour  la 
forme  considérée,  deviennent  identiquement  les  mêmes  que  celles  qui 
correspondent  au  cas  du  prisme  indéfini  à  base  rectangle;  il  suffira  d'y 
remplacer  les  coordonnées  x,j,  pars,  e,  (6). 

Outre  le  tube  cylindrique  à  bases  circulaires  concentriques,  ce  genre 
de  coordonnées  (6)  embrasse  aussi  le  cas  d'un  solide  compris  entre 
deux  plans  méridiens  formant  entre  eux  un  angle  quelconque;  et  plus 
généralement  celui  d'un  voussoir,  indéfini  dans  le  sens  des  arêtes, 
dont  l'intrados,  l'extrados  et  les  faces  de  joint  seraient  entretenus  à  des 
températures  constantes,  variant  d'ailleurs  d'une  manière  quelconque 
d'une  arête  à  l'autre  de  ces  surfaces;  les  lois  de  l'équilibre  de  chaleur 
peuvent  être  facilement  exprimées  par  des  formules  analytiques  dans 
ces  diverses  circonstances. 

Les  formules  (5),  en  attribuant  à  leurs  seconds  à  deux  termes  seu- 
lement, comprennent  un  grand  nombre  de  systèmes  différents  de 
courbes  orthogonales.  Le  plus  simple  est  celui  pour  lequel  le  coeffi- 
cient A  a  la  même  valeur,  mais  un  signe  différent  d'un  terme  à  l'autre. 
Si  l'on  prend  pour  origine  des  coordonnées  x,  y,  lemilieu  de  la  droite 
qui  joint  les  points  fixes  (a,£),  («',£'),  et  si  la  grandeur  de  cette 
droite  est  représentée  par  2c,  on  pourra  poser  dans  le  cas  dont  il  s'agit 


U   =  loe  i/£±±±£ 

|e,  =  arc  (tang  =  ^)  —  arc  (tang  =   -£-) , 
ou  bien,  en  développant 

*■  +  ()  ■-—  -Y=  ■£-■ 

V  tang  £,/  sin"«, 
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Les  courbes  s  sont  des  cercles;  sur  chacune  d'elles  les  rayons  vec- 
teurs aux  deux  points  fixes  sont  dans  un  rapport  constant.  Les  courbes 
f,  sont  encore  des  cercles,  et  représentent  des  segments  capables  cons- 
truits sur  la  ligne  ic.  11  est  curieux  que  les  deux  seuls  lieux  géomé- 
triques offerts  par  la  géométrie  élémentaire  se  trouvent  ici  réunis,  de 
manière  à  jouer  un  rôle  également  important  dans  un  même  problème 
de  physique  mathématique. 

Les  cercles  «  ne  peuvent  se  couper,  ils  sont  tous  excentriques,  et 
le  lieu  de  leurs  centres  est  la  droite  qui  passe  par  les  deux  points  fixes; 
les  cercles  e,  se  coupent  tous  au  contraire  en  ces  deux  points.  Dans  ce 
système,  deux  cercles  s  ou  e,  étant  tracés,  on  peut  construire,  par  des 
procédés  géométriques  trop  simples  pour  que  nous  devions  nous  y 
arrêter,  tout  autre  cercle  s  ou  f,  dont  le  paramètre  sera  connu.  I!  sera 
facile ,  d'après  cela  ,  de  représenter  analytiquement  et  même  géomé- 
triquement l'état  calorifique  de  plusieurs  corps  solides. 

Considérons,  par  exemple,  une  enveloppe  solide  dont  les  surfaces 
extérieure  et  intérieure  soient  des  cylindres  à  bases  circulaires,  mais 
excentriques,  c'est-à-dire  considérons  un  tube  indéfini  qui  n'ait  pas 
la  même  épaisseur  sur  tout  son  contour.  Si  les  parois  sont  entrete- 
nues à  deux  températures  différentes,  les  surfaces  isothermes  sont 
toutes  des  cylindres  à  bases  circulaires,  parallèles  mais  excentriques 
à  ces  parois;  les  filets  de  chaleur  sont  des  cercles,  et  il  est  facile  de 
trouver  le  cylindre  correspondant  à  une  température  donnée. 

Considéi'ons  encore  une  masse  solide  indéfinie,  traversée  par  deux 
puits  cylindriques  dont  les  axes  parallèles  se  trouvent  à  une  distance 
plus  grande  que  la  somme  de  leurs  rayons.  Si  ces  puits  sont  des  foyers 
constants,  la  loi  des  températures  de  la  masse  solide  est  facile  à  défi- 
nir; les  surfaces  isothermes  sont  toutes  des  cylindres  circulaires  ex- 
centriques, la  chaleur  se  dissipe  d'un  puits  à  l'autre  en  suivant  des 
filets  circulaires.  Ces  cylindres  et  ces  filets  peuvent  être  déterminés 
par  des  constructions  géométriques  très  simples. 

Si  les  parois  du  tube  ou  des  puits  précédents  sont  entretenues  à 
des  températures  constantes,  mais  variables  dune  arête  à  l'autre,  l'état 
calorifique  de  l'enveloppe  ou  de  la  masse  solide  est  plus  compliqué; 
mais  il  peut  s'exprimer  analytiquement  par  les  formules  du  prisme 
rectangulaire,  qui  résolvent  aussi  le  cas  d'un  corps  prismatique  dont 
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les  quatre  faces  latérales  courbes  feraient  partie  de  deux  cylindres  e  et 
de  deux  cylindres  £,  compris  dans  les  formules  (7). 

En  exprimant  les  arcs  des  cercles  orthogonaux  conjugués  (7)  en 
fonction  des  deux  paramètres  é  et  e, ,  on  parvient  à  trouver  directe- 
ment, par  de  simples  considérations  géométriques,  les  valeurs  d'une 
certaine  classe  d'intégrales  définies  très  connues  des  géomètres.  Ce 
genre  de  démonstration  est  curieux  en  ce  qu'il  permet  de  suivre,  pour 
ainsi  dire  à  l'œil,  les  variations  de  ces  intégrales;  mais  pour  ne  pas 
trop  m 'éloigner  du  but  que  je  me  suis  proposé,  je  m'abstiendrai  d'en- 
trer dans  ces  détails. 

Les  formules  (5),  dans  le  cas  de  deux  points  fixes  seulement,  com- 
prennent encore  le  cas  où  le  coefficient  A  a  la  même  valeur  et  le 
même  signe  pour  les  deux  termes.  En  adoptant  la  même  notation  que 
dans  le  cas  précédent,  on  peut  alors  poser 

|-    --  loç  >/(^-^'+J:V(^),+j- 

(8)    <  *  '  . 

(,,  =  arc(tang  =  ^)  +  arc  (tang  =  ^), 

a  étant  une  ligne  constante.  Ces  équations  donnent 

(xa  +  y*  -h  c*)>  —  4c>x*  =  a*é"; 

ra  —  x'  -f-  ■  xr  -+-  c%  =  o. 

•*  tang  e,     •/ 

Chaque  courbe  g  est  telle  que  le  produit  des  rayons  vecteurs  aux  points 
fixes  est  constant;  chaque  courbe  ?,  estime  hyperbole.  Toutes  les  hy- 
perboles ê,  coupent  normalement  les  lieux  géométriques  du  quatrième 
ordre  au  paramètre  s. 

Ces  exemples  suffisent  pour  faire  concevoir  la  grande  variété  de 
corps  cylindriques  compris  dans  les  équations  (5) ,  et  dont  l'état  calo- 
rifique peut  être  exprimé  par  les  séries  intégrales  trouvées  pour  le 
prisme  rectangulaire  indéfini.  11  existe  cependant  des  formules  encore 
plus  générales.  Si  l'on  développe  une  fonction  imaginaire  de  la  forme 
F(x-\-y  \/ — 1)  ,  de  manière  à  séparer  la  partie  réelle  P  de  la  partie 
imaginaire  Q  V — 1 ,  P  elQ  étant  deux  fonctions  réelles  de  x  et  de  f, 

Mars  i836.  12 
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on  aura  F(x  +  y  \/—\)  =  P-f-Q  S/^-it  et  l'identité  j-  =—  V^m, 
donnant 

dP     ,    dq       r—  _  dQ         dP       , 


<fr    ^  dy     v        '  «*r     '     dx 

on  en  conclut  que 

dV  dQ  _<!Q. 

dx   "~~    dy*  dy   ~  dx'' 

d'où  il  est  aisé  de  voir  qu'en  posant  £  =  P,  e,  =  Q,  les  équations  dif- 
férentielles (i)  seront  satisfaites. 

Ainsi  une  fonction  quelconque  F \x-\-y  V — i)  fournit  un  système 
de  surfaces  cylindriques  orthogonales  et  conjuguées.  Considérons,  par 
exemple,   la  fonction   Çx-\-y\/ — i)m,  qui    devient  (en  posant... 

\'x*-{-y*  =  r,  -  =  tang  <p)  (cos  /ntp-f-  \/ — i  sin  m^r"1;  on  pour- 
ra prendre  en  coordonnées  semi-polaires 


<*>    { :.  = 


=  r"  cos  mtp , 
r"  sin  m<p; 


quel  que  soit  d'ailleurs  l'exposant  m. 

Si  l'on  a  7?z==  -,  a  étant  l'angle  formé  par  deux  plans  méridiens,  le 

paramètres,  est  nul  pour  les  deux  plans  <p  =  o,  $s=a,  qui  dans 
leur  ensemble  constituent  une  des  surfaces  isothermes  ;, ,  celle  où  la 
température  serait  zéroj  les  autres  surfaces  isothermes  s,  sont  des  cy- 
lindres asymptotiques  à  ces  plans,  ayant  pour  bases  des  courbes  à 
branches  indéfinies  comme  l'hyperbole;  les  filets  de  chaleur  compo- 
sent des  cylindres  de  même  forme,  aux  paramètres  s  =  r"1  cos  m<p. 

Lorsque  ct  =  -,  les  courbes  isothermes  et  les  filets  de  chaleur  de- 
viennent des  hyperboles  équilatères.  Ainsi  l'on  peut  exprimer  la  loi  des 
températures  dans  un  solide  indéfini,  terminé  d'un  côté  par  deux 
plans  formant  un  angle  droit,  et  de  l'autre  par  un  cylindre  hyperbo- 
lique, asymptotique  à  ces  plans,  lorsque  les  parois  planes  et  la  paroi 
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courbe  sont  soumises  à  des  foyers  variables  d'une  arête  à  l'autre  de 
ces  parois. 

Plus  généralement ,  toute  fonction  F(«)  développable  suivant  les 
puissances  de  la  variable  a,  donnant  F(a)  =  2Aam,  on  a 

F(x  -\-j  \J — i)  =  SAr"  (cos  m<p  -f-  \/ —  i  sin  m<p) , 

et  l'on  en  déduit  les  formules 

(   £    =  2A/m  cos  m<p , 
(10)  (  e,  =  2Arm  sin  m<p, 

pour  représenter  les  paramètres  d'une  infinité  de  surfaces  cylindri- 
ques, orthogonales  et  conjuguées.  On  pourra  donc  calculer  numéri- 
quement les  températures  d'un  corps  terminé  par  des  surfaces  cylin- 
driques appartenant  à  chacun  de  ces  systèmes.  Ce  seront  toujours 
les  séries  intégrales  du  prisme  rectangulaire  indéfini  qu'il  faudra 
employer  pour  cela,  en  donnant  des  valeurs  convenables  aux  variables 
qu'elles  comprennent. 

Il  m'a  paru  important,  pour  la  physique  mathématique,  de  signaler 
la  généralisation  que  comporte  la  solution  d'un  des  problèmes  qui 
constituent  la  théorie  analytique  de  la  chaleur.  On  parviendra  sans 
doute  à  trouver  des  solutions  tout  aussi  générales  pour  les  cas  plus 
compliqués  de  cette  théorie. 
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NOTE 

Sur  une  Méthode  d'élimination  pour  certaines  classes 
d'équations   différentielles   linéaires; 

Pak  a.-m.  favre-rollev. 


Soient  deux  équations  de  la  forme 

<'+»!+'?  +  *  =  '.      (■) 

dans  lesquelles  V  et  V,  sont  des  fonctions  quelconques  de  la  variable 
indépendante   t   et  d'une    ou    plusieurs  autres  variables,   ainsi  que 

de  leurs  coefficients  différentiels.  Si  les  coefficients  M,  N,  P, 

M, ,  N,,  P,, sont  constants,   il  suffira,   pour  éliminer  j  et  ses 

différentielles,  d'écrire  à  la  place  de  y,  V,  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  (i),  et  V  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (2),  et 
d'égaler  les  résultats ,  en  sorte  que  l'équation  finale  sera 

M  "^r+N-j^r-r-  P-r^  +  etc.  =M,  -r—  +N.-T—  +P,-r; — h  etc. 

En  effet,  si  l'on  différentie  séparément  m,  fois,  n,  fois,  p,  fois,  etc., 
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1  équation  (1),  il  viendra 

(a)       M- ^_i_N- ^_i_P_ \L  -4- etc.  = 

(°;      iV1^F^  +  w  A»*».  +  r  Jtf+".  ^  e  c'  "~  de*.  ' 

(C)      u^^.  -4-N^^-f-P^^  +  etc=  — 

etc. 

Je  multiplie  l'équation  (a)  par  M, ,  l'équation  (b)  par  N, ,  l'équa- 
tion (c)  par  P,,  etc.,  et  j'ajoute  ensuite  membre  à  membre  toutes  ces 
équations  :  en  écrivant  les  uns  à  la  suite  des  autres  tous  les  termes  con- 
tenus dans  la  même  colonne  verticale  et  observant  que  la  somme  des 
termes  de  chacune  de  ces  colonnes  peut  se  mettre  sous  la  forme 

M^fM^J-N^  +  P    ^  4-  etc   S 
mdr\m'dr.     '    L>'  df.   ^  ri    dtp.  +  etc<  )> 

a  de>  \m<  de*.  +  L'   df.    +  r'    dtp.  +  etc*  )> 
fdP    /      d^,  d^j  p     d^y  \ 

r  dJp  Vl'^r.  +  n«    dt?.   +  r'    d«?.  > 

p»tr» 


ou  bien 


etc., 


^v,         ^y,         rfPV, 


on  aura  donc 

™  dr^iyHF^^~dF^etc'—iyi'dr.  +iN'  a».  ^r'  rfio.  -reic-> 
comme  on  l'avait  annoncé. 

II. 

Si  les  deux  équations  proposées  sont  linéaires  en  x  et  y,  et  ne 
contiennent  que  ces  deux  variables  et  la  variable  indépendante  t,  on 
pourra  former  à  volonté  par  le  mojen  précédent  l'équation  finale  en 
y  ou  en  x}  et,  chose  remarquable,  ces  deux  équations  finales  diffère- 
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ront  seulement  par   le    terme   fonction  de  t  qui  ne  contiendra  que 
cette  dernière  variable.  On  peut  vérifier  cette  proposition  sur  l'exemple 
suivant,  et  il  serait  facile  de  la  démontrer  en  général. 
Soient  les  deux  équations 

l\f  ^  4-  N    ^  —  T    —V—  —  0    — 
m  dr   +  "    di*  ~  x  r  dp         ^    de  • 

M^-4-N  ^  =  T  _P^£_0  — 
"■  de",  ^  ""   df.  —  x*        r>  dtr.         ^'  d» 

Eu  éliminant  successivement  x  eï  j,  on  peut  remplacer  ces  équa- 
tions par  les  suivantes 


K.+kÏ.Ht-^-^) 

=  (<^-)(T_p£_Q^). 
fp  *  +  Q  *  }  ("T,-»!,  pI-N,^f) 

«rp^+i'élifT-MS  -n  *g\: 

\    V/f.        Xl  dej\  dtm  dln) 

Celles-ci  développées  donnent 

PM-  "3=7  +  QM<  177^7  +  PN-  -dP^  +  ^N-  Â^r 
-  (?*,  ■&*;  +  MQ-  Â=*?7  +  NP>  -5^7  +  NQ.  -^-J 
</r.     '      '  dt't         \      dtm  ^      af  J' 
(        PM,  £|  +  QM,  ^  +  PN,^f +  QN,  £? 
(B)     -(MPt^+MQ.^+NP,^:  4-NQ.  £*) 
f=  P    ^  +  0  — '  -  (P   ^ll  4-0   **Y 

égalités  qui  ne  diffèrent  que  par  les  termes  fonctions  de  t  seulement, 
et  pour  lesquelles  par  conséquent,  dans  le  cas  des  équations  différen- 
tielles à  indices  entiers  et  positifs ,  sera  applicable  la  même  formule 
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générale  d'intégration,  en  sorte  que  les  valeurs  de  x  et  de  y  seront  de 
la  forme 

x  =  C,  e"1'  +  C.  $**  +  C3  f*  +  etc., 
j  =  C,  e"'1  +  Ç'i  e"''  4-  C3  e"J'  +  etc.  ; 

C,,  Ca,  etc.,  élant  des  fonctions  de  t  que  l'on  saura  déterminer  par 
les  méthodes  connues,  dans  chaque  cas  particulier,  et  les  quantités",, 
fta,  fx3 ,  etc. ,  étant  déterminées  par  l'équation  commune 

PM,/*^1"'  4-  QM,^"*'  4-  etc.  =  o. 

tir. 

Si  l'on  a  m  équations  entre  m-^-i  variables,  à  coefficients  cons- 
tants pour  toutes  ces  variables  moins  une  qui  sera  la  variable  indé- 
pendante, il  suffira,  pour  éliminer  l'une  d'elles,  d'ordonner  le  premier 
membre  de  chaque  équation  par  rapport  à  ses  coefficients  différentiels 
après  avoir  fait  passer  tous  les  autres  termes  dans  le  second  membre. 
On  comparera  ensuite  l'une  quelconque  de  ces  équations  avec  les  m — i 
autres.  On  formera  ainsi  m — i  couples  d'équations  entre  lesquelles  on 
éliminera  la  variable  en  question  ,  comme  il  a  été  dit  ci-dessus ,  et  l'on 
n'aura  plus  que  m — i  équations  entre  m  variables.  En  continuant  de 
la  même  manière,  on  arrivera  à  une  équation  entre  deux  variables 
seulement.  On  conçoit  qu'il  sera  dès  lors  facile,  par  ce  procédé,  de 
remplacer  les  m  équations  proposées  par  m  autres  équations  dans  cha- 
cune desquelles  entreront  seulement  la  variable  indépendante  et  l'une 
des  autres  variables  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

IV. 

D'après  ce  qui  précède  on  peut  conclure  à  priori  l'ordre  de  1  é- 
quation  finale.  Si,  par  exemple,  on  a  m  équations  du  premier  or- 
dre, le  procédé  indiqué  conduira  à  m — i  équations  du  second  ordre, 
et  de  là  à  m — 2  équations  du  troisième  ordre,  et  enfin  à  m — (m — i), 
ou  une  équation  du  mUme  ordre;  et  en  général  si  m,  n,  p,  etc., 
sont  les  plus  forts  indices   de    différentiation  pour  chaque  variable, 
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wi+w-f-^-f-etc. ,  sera  le  nombre  indiquant  l'ordre  de  chaque  équa- 
tion finale. 

V. 

Tout  ce  qui  a  été  établi  ci-dessus  l'ayant  été  indépendamment  de 
toute  valeur  particulière  attribuée  aux  indices  m,  n,  p,  q,  etc.,  sera 
dès  lors  vrai,  quels  qu'ils  soient,  et  conviendra  par  conséquent  au  cas  des 
équations  différentielles  à  indices  quelconques.  Ou  n'aurait  pu  arriver 
à  ce  résultat  parles  méthodes  ordinaires,  qui  reposent  sur  la  différeu- 
tiation  sous  forme  finie  d'un  produit  tel  que  ôx  de  deux  variables, 
ce  qu'on  ne  peut  supposer  pour  des  différentielles  à  iudices  quelcon- 
ques. Cette  méthode  a  aussi  l'avantage  de  dispenser  du  recours  à  des 
variables  auxiliaires,  et  n'exige  que  des  opérations  fort  simples  d'ad- 
dition et  de  soustraction.  Enfin  elle  pourrait  s'appliquer  également 
bien  aux  équations  linéaires  à  coefficients  constants  dans  le  calcul  aux 
différences  finies. 
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MÉMOIRE 

Sur   les    rapports    et    les   restes    des    quantités 
incommens  ura Mes  ; 

Par  E.  LÉGER, 

Aucieu  élevé  de  l'École  Polytechnique,   chef  d'institution  à  Montmorency. 


i.  Étant  données  deux  quantités  quelconques  homogènes,  deux  li- 
gnes droites  par  exemple,  on  sait  que  pour  trouver  leur  plus  grande 
commune  mesure,  il  faut  d'abord  porter  la  plus  petite  de  ces  quantité» 
dans  la  plus  grande,  ce  qui  donne  un  quotient  entier  et  un  reste;  puis 
ce  reste  dans  la  plus  petite,  ce  qui  donne  encore  un  quotient  et  un 
deuxième  reste;  puis  ce  deuxième  reste  dans  le  premier,  et  ainsi  de 
suite.  Si  l'on  parvient  à  un  reste  nul ,  les  deux  quantités  sont  commen- 
surables entre  elles,  et  le  dernier  reste  est  leur  plus  grande  commune 
mesure.  Mais  il  peut  arriver  que  l'on  ne  tomb^  jamais  sur  un  reste 
nul,  quelque  loin  que  l'on  continue  l'opération;  alors  les  deux  quan- 
tités sont  dites  incommensurables  entre  elles. 

2.  Cela  posé,  soient  a  et  b  les  deux  quantités  dont  il  s'agit,  q,  q,, 
qit  etc.,  les  quotients  successifs,  r,  r,,  ra,  etc.,  les  restes  correspon- 
dants; on  aura 

a   =  bq     +  r  , 

b   —  rqt    -h  r,, 
(i)    {  r  —  r*1>  ■+■  r*> 

r,  =  rtq3  +  r,, 

etc.; 

i3 
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on  en  déduit 

a  r  i 

h  =  1    +  h  =1   +  V 


-r  =  <?■  +  7  =  <?■  + 


—   =     9a     H =     <7»    H 

r,  ?  ,  r,  7  r, 

r, 
etc  ; 


d'où  Â  =  9 


7.+ 


ST.  + 


?3  +  etc. 


Si  les  quantités  «  et  £  sont  commensurables  entre  elles,  cette  frac- 
tion continue  sera  limitée.  Dans  le  cas  contraire  elle  sera  indéfinie.  Le 
rapport  numérique  entre  a  et  b  sera  exprimé  dans  le  premier  cas  parla 
réduite  finale  correspondante  au  dernier  quotient;  dans  le  deuxième 
cas ,  il  ne  sera  pas  exprimable  exactement ,  mais  les  réduites  succes- 
sives de  la  fraction  continue  en  donneront  des  valeurs  indéfiniment  ap- 
prochées 

5.   Si  deux  autres  quantités  a'  et  b'  homogènes,  conduisent  aux 

mêmes  quotients  q,  qx,  ça, que  les  quantités  a  et  b ,  le  nombre 

de  ces  quotients  étant  d'ailleurs  fini  ou  infini ,  le  rapport  numérique 
de  a'  et  b'  sera  égal  au  rapport  numérique  de  a  et  b,  et  l'on  aura  la 
proportion  a '.  b  '.'.  a'  .'  b' . 

C'est  en  s'appuyant  sur  ce  principe  dû,  je  crois,  à  Arbogast,  que 
M.  Vincent  établit  fort  simplement  plusieurs  propriétés  fondamentales 
de  la  géométrie  :  i°.  la  proportionnalité  des  angles  aux  arcs  décrits  de 
leurs  sommets  comme  centre  avec  un  même  rayon;  i°.  la  proportion- 
nalité des  rectangles  à  leurs  bases ,  quand  les  hauteurs  sont  égales ,  etc., 
propositions  qui  exigeaient  un  tour  particulier  de  raisonnement  pour 
passer  du  commensurable  à  l'incommensurable,  et  qui  n'étaient  pas  à 
l'abri  d'objections  fondées,  comme  l'ont  judicieusement  observé 
MM.  Lefébure  de  Fourcy  et  Vincent. 
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4-  Mais  notre  but  n'est  pas  d'insister  sur  l'avantage  de  ce  nouveau 
mode  d'établir  la  proportionnalité  entre  les  quantités  géométriques, 
parce  que  nous  le  croyons  généralement  apprécié  aujourd'hui.  Nous 
avons  dessein  de  fixer  ici  l'attention  sur  une  belle  propriété  de  la  série 
des  restes  r,  r, ,  t\,  etc. ,  et  d'abord  nous  établirons  ce  théorème  fon- 
damental. 

La  somme  des  restes  r ,  r, ,  r„ ,  etc. ,  indéfiniment  décroissants  qu'on 
obtient  en  soumettant  deux  quantités  homogènes  incommensurables 
a  et  b  à  l'opération  de  la  recherche  de  la  plus  grande  commune  mesure 
admet  toujours  une  limite  finie. 

En  effet,  ajoutant  la  suite  indéfinie  des  égalités  (1)  ,  il  vient 

a  +  b  =  bq  -f-  rq,  +  r,q>  +  i\q3  +  etc. , 
ou 

(2]  a  —  b(q—i)  =  rq,   -f-  iyf,  +  i\q3  +  etc. 

Or,  q,,  qt,  q3,  etc. ,  ne  sont  jamais  <  1  ,  donc  la  somme  r  ■+■  rt-$-ra 
-f-rs-r-  etc. ,  n'est  jamais  >  rq,  +  r,qa-\~  etc.,  ou  >«  —  b(q  —  1); 
donc,  etc. 

4.  Maintenant  on  sait  (  Théorie  des  nombres  de  Legendre,  1"  partie, 
§  V)  que  les  racines  quarrées  des  nombres  non  quarrés  s'expriment  par 
des  fractions  continues  périodiques  que  l'on  détermine  facilement  dans 
chaque  cas  particulier  par  une  méthode  connue.  Cette  propriété  va 
nous  servir  à  trouver  la  limite  de  la  somme  des  restes  r,  r, ,  i\ ,  r3 ,  etc., 
quand  le  rapport  des  quantités  a  et  b  est  exprimé  par  s/  ni  :  \  ;  /«étant 
un  nombre  entier  quelconque. 

Soit  d'abord  m=2,  et  faisons  a=  Vi,  b=  1  ,  on  aura 

\/i  =   1   +  - 


>•  + 


2  + 


2  -f-  etc- 


Donc  ici  q=.  1  ,     q,  =  q,  =  q3  =  etc.  =  2. 

Donc  l'égalité  (2)  donne 

I/2  =  2  (r  -+-  r,  +  /-,  +  r3  +  etc.); 

i3.. 
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d'où  /  -(-  r,  -f-  7\  +  r3  -{-  etc.  =  -   y/ 1. 

De  là  ce  théorème  élégant  : 

Dans  la  recherche  de  la  plus  grande  commune  mesure  entre  la  dia- 
gonale et  le  côté  du  quarré,  la  limite  de  la  somme  des  restes  est 
égale  à  la  demi-diagonale  du  quarré. 

5.  Qu'il  me  soit  permis  de  m'arrèter  un  instant  sur  ce  premier  cas , 
à  cause  de  sa  célébrité,  et  parce  qu'il  m'a  conduit  aux  présentes  re- 
cherches. Je  crois  d'abord  que  l'incommensurabilité  de  la  diagonale 
et  du  côté  peut  être  prouvée  avec  plus  de  rigueur  qu'on  ne  le  fait 
d'ordinaire. 

Soit  d  la  diagonale  et  c  le  côté;  il  est  clair  que  ci  est  >  c,  mais 
<C  2C,  donc  en  divisant  d  par  c,  le  quotient  sera  i  ,  et  si  l'on  nomme 
1  e  reste ,  on  aura 

d  =  c  -\-  r. 

Ensuite  si  l'on  porte  r  dans  c,  on  verra  aisément  encore  que  /•  y 
est  contenu  deux  fois  avec  un  reste  r,  ;  mais,  pour  ne  î-ien  supposer 
gratuitement,  désignons  par  </,  le  quotient  et  par  /•,  le  reste.  En  por- 
tant de  même  r,  dans  r,  soit  qt  le  quotient  et  r%  le  reste,  et  ainsi  de 
suite  :  on  aura 


(3) 


Il  s'agit  de  prouver  rigoureusement  qu'aucun  des  restes  /', ,  i\,  r3,  etc., 
n'est  nul,  eusorte  que  le  nombre  des  égalités  précédentes  est  indéfini. 
A  cet  effet,  supposous  que  d'une  extrémité  de  la  diagonale  ou  décrive 
un  cercle  avec  un  rayon  égal  au  côté,  et  que  l'on  prolonge  la  diago- 
uale  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  de  nouveau  le  cercle,  le  côté  c  du 
quarré  sera  moyen  proportionnel  entre  la  sécante  entière  2c-f-/-  et 
la  partie  extérieure  r;  donc  on  aura 

ic  -(-  r         c 


d 

= 

c 

■+■ 

r  , 

c 

= 

rq. 

+ 

r,, 

r 

= 

rtq, 

+ 

>», 

r, 

= 

r,<Ji 

+ 

r3, 

etç 
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c  .     r 

ou  -  =  a  +  -  ; 

mais  des  égalités  (3) ,  on  tire 

c  .     r, 

donc  q,  -f-  ^  =  2  ■+•  -. 

Or,  quand  un  entier  plus  une  fraction  <  1  est  égal  à  uu  entier 
plus  une  fraction  <  1  ,  l'entier  doit  être  égal  à  l'entier  et  la  fraction  à 
la  fraction;  donc  on  doit  avoir 

.  r\    r 

H*  r  c' 

Donc  r,  n'est  pas  nul. 

Ensuite,  en  renversant  les  fractions,  on  a 


mais  les  égalités  (3)  donnent 


donc  on  a  encore 


et  par  conséquent 


I     '■»  I     r 


2  et  —  = 

r, 


Et  l'on  voit  que  i\  n'est  pas  nul .  En  continuant  ainsi ,  on  prouvera 
que  les  quotients  q,,  q%,  q3,  etc.,  sont  égaux  à  2,  et  qu'aucun  des 
restes  r,  r, ,  r.,  r3,  etc.,  ne  peut  être  ntd.  Donc  la  diagonale  est 
incommensurable  avec  le  côté. 

Il  est  clair  aussi  que  les  restes  /■,  /', ,  /y,  r3,  etc. ,  forment  une  pro- 
gression géométrique  décroissante  indéfinie,  dont  la  limite  est,  comme 
on  sait,   égale  au  premier  terme  divisé  par  l'unité  moins  la  raison; 
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done  la  limite  de  la  somme  des  restes  est 


or  l'inspection  de  la  figure  prouve  que  l'on  a 

c  —  /•  :  c   ::   r  :  -  d, 

donc  la  limite  est  la  demi-diagonale;  ce  qui  s'accorde   avec  oe  que 
l'on  a  vu. 

Supposons  maintenant  a  =  y/3  ,  b  =  i ,  on  a 

1/3  =  ,  H ï 

-  + ■ 


H 

•  + 


2  + 


I  +  etc. , 

donc  ici  q  =r  i  ,  qt  =  ï ,  ^—  2,  qs=  1  ,  etc. , 

et  a  =  b     +  r , 

b  =  r  +  '•„ 
r    =  2r,  +  ra, 

r.  =  ^  +  ''3, 
ra  =  2r3  -f-  r4, 
etc. 

Multipliant  par  2  les  2%  4%  6%  etc.,  de  ces  égalités,  et  ajoutant,  on  a 

a  -f-  b  =  2  (/•  +  r,   -+-  i\  -f  r3  +  etc.): 

donc  r  -j-  r,  -f-  r,  -f-  etc.  =  \  {  V?>  -f-   1). 

7.  Pour  «:=  \/5 ,  b  =  1 ,  on  trouve 

•5  =  2  +   -i 


4  + 


4  + 


4  +  etc-  ; 
ce  qui  donne  aisément  pour  limite  de  la  somme  des  restes^  (\Z5—  i)- 
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Pour  a=  \/6,  b  =  i  ,  on  trouve  la  limite  =  -j  v/6- 

8.  Si  a  =  v/7,  b  =  1 ,  la  recherche  de  la  limite  est  plus  difficile, 

parce  que  la  fraction  continue  présente  une  période  de  quatre  termes 

En  effet,  on  a 

V/7  =  2H ! 7 


1  + 


1  + 


•  4- 


4  + 


-:- 


1  4- 


1  + 


4   +    etc. 


Voici  comment  M.  Terquem  détermine  dans  ce  cas  la  somme  des 
restes.  La  méthode  est  générale  et  convient  aux  périodes  composées 
d'un  nombre  quelconque  de  termes. 

Soit  a   =  bq     +  r  , 


b 

= 

rq, 

+ 

r, , 

r 

= 

nq> 

■+- 

r,, 

r, 

= 

'\q3 

+ 

r8, 

rs 

= 

w* 

+ 

'4. 

rs 

— 

rtf> 

-+- 

'5. 

r4 

= 

rSq, 

+ 

re, 

'5 

= 

reqs 

+ 

r,, 

'6 

= 

'VU 

+ 

rs, 

Faisons  r  -f-  r4  -f-  r8    -+-  r„  -f-  etc.  —  x. 

t  ■+-  rs  +  rs    +  rlS  +  etc.  =J, 

>\  +  r6  +  '-,o  +  r,4  -j-  etc.  =  ;  , 

''3  H-  r,  •+■  r\,  ■+-  rl5  +  etc.  —  t<- 

La  première  des  égalités  donne  r=a —  bq. 
Partageons  les  autres  en  groupes  de  quatre,  et  ajoutons  successive- 
ment les  i'",  2°"%  5mcs,  4°""  égalités  de  chaque  groupe.  Il  vient 
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h  +  u  =  qtx  +  y, 

x  =  q>r  +  z> 

y  =  q3z   +   », 

z  =  q+u  -h  oc  —  /-, 

de  ces  quatre  équations  du  premier  degré,  on  tire  les  valeurs  de  x , 
y,  z,  et  u,  et  en  les  ajoutant  on  obtient 

pour  a  =  1/7,   b  =  1  ,   on  a  r  =    ^7  —  2 ,  9,   =  qa  =  q3  =   1 , 
</4  =  4;  la  limite  cherchée  est 

Si  la  période  était  de  cinq  termes,  on  partagerait  les  égalités  par 
groupes  de  cinq,  et  ainsi  de  suite.  Le  procédé  convient  donc  à  tous 
les  cas. 

Observons  que  delà  formule  qui  convient  à  une  période  de  n  termes, 
on  peut  tirer  celles  qui  conviennent  aux  périodes  dont  le  nombre  des 
termes  est  diviseur  de  n.  Ainsi,  de  la  formule  pour  les  périodes  de 
quatre  termes,  on  déduit  celle  pour  les  périodes  de  1  terme,  en  posant 

1                                                  r+b 
q,  —  qt  =  q3  =  q4;    on  a  alors  x  -\- y  -f-  z  -f-  u  = ;  par  exem- 
ple pour  a  =  4/2  ,  b=.  1 ,  on  a  /•  =  y/ 2 —  1 ,  q,  =  2,  donc  la  limite 

=   ÎV/2- 

Pour  les  périodes  de  deux  termes  on  fait^r,  =  ^3,  qi=q4,  et  il  vient 

J  7.7= 

Pour    fl=y/5,i=i,    on  a    r=[/5 —  r,    q,  =  1 ,    q%  =  2; 

,     ,.  (|/3 — 0-4-2         i  +  l/3  -, 

donc  la  limite  =  — =  —  ;  et  ainsi  de  suite. 

2  2 

Note  1 .  La  recherche  du  n°  5  peut  être  encore  présentée  d'une 
autre  manière  très  simple  et  très  rigoureuse,  que  voici  : 

Portant  c  sui -d,  on  a  un  reste  r,  sur  lequel  je  construis  un  quarré; 
il  est  facile  de  voir  que  le  côté  c   sera   égal  à  la  diagonale  dt  de  ce 
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quarré,  plus  r.  On  aura  donc  d  =  c  -f-  / ,  c  =  r  -f-  d,;  main- 
tenant, si  l'on  porte  le  côte  r  sur  la  diagonale  d, ,  on  aura  comme 
ci-dessus  d,  s=  r  +  /•,  ,  r  =  r,  -f-  d,  ;  ensuite  d,  =  r,  -f  r,  , 
r,  =  r,  +  d3;  on  en  tire 

d  ,       r  c  ,      rf, 


r, 


.      d,          r,                          dU 
=    I    H ,       -  =    I    H -,  etc. 


Or  le  rapport  de  chaque  diagonale  à  son  côté  est   constant;  donc 
on  a 

<i   _    d,     __    d,    __    di   _ 
c  r     '        r,     "~   r,    ~ 

d'où  il   suit  que  -  =   —  s=    --  =  etc. 

Donc  les  restes  successifs  sont  en  proportion   géométrique  décrois- 
sante, etc. 

Note  II.  On  trouve  dans  Kepler  ( Harnioniœ  mundi ,  p.  10,  édit. 
de  1649)  un  point  de  philologie  mathématique  qui  éclaircit  une  ex- 
pression de  sens  assez  louche.  Les  Grecs  distinguaient  deux  sortes  de 
rapports  :  les  uns  exprimables,  effàbles ,  Aoyoi;  les  autres  non  expri- 
mables, ineffables ,  etÀoyoï.  Or,  le  mot  X^yo;  a  deux  acceptions  : 
parole  (verbum),  et  raison  (ratio).  Au  lieu  de  prendre  la  première, 
les  Latins,  en  traduisant,  ont  pris  la  deuxième;  de  là  le  rapport 
rationnel  et  le  rapport  irrationnel ,  ce  qui  n'a  pas  de  sens;  tandis  que 
l'expression  exacte  est  rapport  exprimable  ou  rapport  inexprimable. 
Cette  observation  de  Kepler  est  d'une  grande  justesse.  (Note  de 
M.  Terquem.) 


û 
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NOTE 

Sur  une  manière  de  généraliser  la  formule  de  Lourur; 


Par  J.  LIOUYILLE. 


En  désignant  par_/*(;r)  une  fonction  de  x  assujettie  à  la  condition 
de  ne  jamais  devenir  infinie  lorsque  la  variable  x  prend  successive- 
ment toutes  les  valeurs  comprises  entre  les  limites —  oc  et  +00,  on 
a,  comme  on  sait,  entre  ces  deux  limites 

(  '  )  /(*)  =  l  f    dz  f^  cos  (zjr  —  zx)f(y)dy. 

La  formule  (1)  a  été  donnée  pour  la  première  fois  par  l'illustre  Fou- 
rier,  dont  elle  a  conservé  le  nom.  On  peut  la  généraliser  de  la  manière 
suivante. 

Soit  <p(x)  une  fonction  de  x  et  <p,(x)  son  intégrale  indéfinie  prise 

depuis  x=zo,  en  sorte  que  l'on  ait  t>,(x)  =  I  <p{x)r7x;  nous  suppo- 
serons la  fonctiou  <p,(x)  telle  qu'elle  ne  surpasse  jamais  un  certain 
maximum;  soit  de  plus  A  la  valeur  de  l'intégrale  définie   /  ; 

si  la  quantité  représentée  par  A  n'est  ni  nulle  ni  infinie,  je  dis  que, 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x ,  on  aura 

(2)  J(x)  =  £  f^   dz  j"^  <p{zj  —  zx)f{j)dj. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  faisons 
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et  il  s'agira  de  prouver  que  l'on  a  u  =  f(x).  J'effectue  d'abord  l'in- 
tégration par  rapport  à  z,  non  pas  depuis  z=o  jusqu'à  z=x  ,  mais 
depuis  s=o  jusqu'à  une  valeur  indéterminée  de  z  que  je  traiterai 
comme  infinie  dans  l'intégration  relative  à  r-  En  observant  que  l'é- 
quation 

X<p{x)dx  =  <P,(x) 


r 


donne 


je  trouve  ainsi 


/>r  _  «$  ai  =  «tes, 

û 

Si  Ton  fait  y  =  ,r  +  -,  la  valeur  de  u  deviendra 

Or  la  quantité  z  étant  infinie,  on  a  /fa?-+~)=/(.r),  excepté  pour 
les  valeurs  de  G  qui  sont  elles-mêmes  infinies,  valeurs  auxquelles 
on  peut  n'avoir  aucun  égard,  parce  que  le  facteur  —^—,  qui  devient 
nul  alors,  rend  insensible  la  partie  de  l'intégrale  qui  leur  correspond. 
On  aura  donc  simplement 

u  =  m  £7*Ç£  =  m, 

ce  qu'il  fallait  démontrer.  Si  l'on  pose  <f(.r)=!  césar,  l'équation  (2)  se 
change  dans  l'équation  (1),  et  notre  démonstration  coïncide  avec 
celle  que  Deflers  a  donnée  de  la  formule  de  Fourier. 

On  peut  établir  une  autre  formule  plus  générale  que  la  formule  (2). 
Désignons  parF(z,  9)  une  fonction  de  z  et  de  9  qui  devienne  nulle 
quand  on  a  à  la  fois  z  =  o,  ô  =  o;  supposons  en  outre  cette  fonction 
telle  que  si,  après  y  avoir  posé  z=+îo  ,  on  forme  l'intégrale 


/ 


+«  F(oo  , 


io4  JOURNAL  DE  MATHEMATIQUES 

cette  intégrale  ne  soit  ni  nulle  ni  infinie,  mais  possède  au  contraire 
une  valeur  finie  et  déterminée  A;  faisons  enfin 

et  admettons  que  la  quantité  <p(z,  8)  ne  devienne  jamais  infinie.  Cela 
posé,  je  dis  que  l'on  aura 

(3)         f{x)  =  ^f^dz-f^^z,  zr-zx)f{y)dy. 

Représentons  en  effet  par  u  la  valeur  du  second  membre  de  l'équa- 
tion (5).  D'après  la  composition  de  la  fonction  <p,  on  trouve  immédia- 
tement 

Cz   /■  \  i  F(z,  zr — zx) 

Jo  <p{z,  zj  —  zx)dz  =     Ky_x     '. 

Si  donc  on  effectue  d'abord,  dans  l'expression  de  u,  l'intégrale  rela- 
tive à  z  depuis  z=o  jusqu'à  une  valeur  indéterminée  z,  que  l'on 
traitera  ensuite  comme  infinie,  on  obtient 

6  île 

En  désignant  par  b  une  nouvelle  variable  ,  je  faisyz=x-\-  -  ,  dj=  — , 

ce  qui  me  donne 

La  valeur  de  z  étant  infinie,  on  peut  remplacer  f(x-\ — Jpary(ar), 
F(z,  G*)  par  F(oo  ,  6);  de  là  résulte  finalement 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

La  formule  (5)  se  déduit  à  son  tour  d'une  autre  formule  dans  la- 
quelle la  constante  A  est  remplacée  par  une  fonction  de  x.  Représen- 
tons en  effet  par  Y(x,z,Q)  une  fonction  de  x,  z,  ô,  qui  devienne 
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identiquement  nulle  lorsqu'on  a  en  même  temps  z=o,  6=0.  Suppo- 
sons en  outre  cette  fonction  telle  que  l'intégrale 


r. 


-x  F(ar,  oo ,  è)db 


ne  se  réduise  ni  à  zéro  ni  à  l'infini,  mais  possède  au  contraire  quel 
que  soit  x  uue  valeur  iinie  <nt{pc).  Cela  posé,  si  l'on  fait 

z     dF(x,z,b)     ,     dF(x,z,  6)  ,  ,.. 

et  si  l'on  regarde  la  quantité  <p(x,z,  6)  comme  ne  devenant  jamais 
infinie,  on  aura 

(4)       /(■*•)  =  ^  J  o   dz  f^  <p(x,  z,  zy—zx)f{y)djr. 

Nous  nous  dispenserons  de  transcrire  ici  la  démonstration  de  la 
formule  (4),  parce  que  cette  démonstration  est  entièrement  semblable 
à  celle  que  nous  avons  donnée  ci-dessus  de  la  formule  (3). 
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MÉMOIRE 

Sur  les  Equations  différentielles  linéaires  du  second 
ordre; 

Par  C.  STURM. 

(Lu  à  l'Académie  des  Sciences,  le  28  septembre   i833.  ) 


La  résolution  de  la  plupart  des  problèmes  relatifs  à  la  distribution 
de  la  chaleur  dans  des  corps  de  formes  diverses  et  aux  petits  mouve- 
ments oscillatoires  des  corps  solides  élastiques,  des  corps  flexibles, 
des  liquides  et  des  fluides  élastiques,  conduit  à  des  équations  différen- 
tielles linéaires  du  second  ordre  qui  renferment  une  fonction  incon- 
nue d'une  variable  indépendante  et  ses  différentielles  première  et 
seconde  multipliées  par  des  fonctions  données  de  la  variable.  On  ne 
sait  les  intégrer  que  dans  un  très  petit  nombre  de  cas  particuliers  hors 
desquels  on  ne  peut  pas  même  en  obtenir  une  intégrale  première;  et 
lors  même  qu'on  possède  l'expression  de  la  fonction  qui  vérifie  une 
telle  équation,  soit  sous  forme  finie,  soit  en  série,  soit  en  intégrales 
définies  ou  indéfinies,  il  est  le  plus  souvent  difficile  de  reconnaître 
dans  cette  expression  la  marche  et  les  propriétés  caractéristiques  de 
cette  fonction.  Ainsi,  par  exemple,  on  ne  voit  pas  si  dans  un  inter- 
valle donné  elle  devient  nulle  ou  infinie,  si  elle  change  de  signe, 
et  si  elle  a  des  valeurs  maxima  ou  minima.  Cependant  la  connais- 
sance de  ces  propriétés    renferme    celle   des  circonstances    les  plus 
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remarquables  que  peuvent  offrir  les  nombreux  phénomènes  physiques 
et  dynamiques  auxquels  se  rapportent  les  équations  différentielles 
dont  il  s'agit.  S'il  importe  de  pouvoir  déterminer  la  valeur  de  la 
fonction  inconnue  pour  une  valeur  isolée  quelconque  de  la  variable 
dont  elle  dépend,  il  n'est  pas  moins  nécessaire  de  discuter  la  marche 
de  cette  fonction ,  ou  en  d'autres  termes ,  d'examiner  la  forme  et  les 
sinuosités  de  la  courbe  dont  cette  fonction  serait  l'ordonnée  variable, 
en  prenant  pour  abscisse  la  variable  indépendante.  Or  on  peut  ar- 
river à  ce  but  par  la  seule  considération  des  équations  différentielles 
en  elles-mêmes,  sans  qu'on  ait  besoin  de  leur  intégration.  Tel  est 
l'objet  du  présent  Mémoire.  Les  fonctions  dont  je  me  suis  occupé  ont, 
comme  on  le  verra,  des  analogies  remarquables  avec  les  sinus  et  les 
exponentielles,  et  peuvent,  dans  certains  cas,  être  évaluées  numéri- 
quement avec^une  approximation  suffisante  à  l'aide  des  tables  loga- 
rithmiques et  trigonométriques.  La  même  théorie  fournit  les  moyens 
de  calculer  les  racines  de  ces  équations  transcendantes  qui  se  présen- 
tent dans  la  physique  mathématique,  et  fait  connaître  les  propriétés 
singulières  dont  jouissent  ces  racines.  Le  principe  sur  lequel  repo- 
sent les  théorèmes  que  je  développe,  n'a  jamais,  si  je  ne  me  trompe, 
été  employé  dans  l'analyse,  et  il  ne  me  paraît  pas  susceptible  de 
s'étendre  à  d'autres  équations  différentielles.  Dans  un  autre  Mémoire, 
j'exposerai  les  applications  de  cette  théorie  à  quelques  problèmes,  et 
un  grand  nombre  de  lois  qui  en  résultent. 


Je  considère  l'équation  différentielle 

LS  +  MÊ  +  *V  =  °>-  (0 

V  est  une  fonction  inconnue  de  la  variable  x  qui  doit  satisfaire  à  cette- 
équation  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  deux  limites 
données  x,  X;  L,  M,  N,  sont  des  fonctions  de  x  données  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  croissantes  depuis  x  jusqu'à  X.  Je  commence 
par  ramener  l'équation  différentielle  proposée  à  la  forme  suivante, 
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(41) 


"—£^ 


On  rend  les  deux  équations  (i)  et  (I)  identiques,  en  posant 


M  _  dK  N    _  G  _ 

ÎT  —  Krfï'      et  L     ~"  K' 
d'où  l'on  tire 

K  =  e'     L    ,       G  =  f-  J     L    . 

On  connaît  ainsi  les  fonctions  K  et  G  dans  la  nouvelle  équation  (I), 
qui  prend  la  place  de  l'équation  (i).  Mais  ordinairement,  les  équa- 
tions du  second  ordre  qui  proviennent  des  problèmes  de  physique 
mathématique,  se  présentent  immédiatement  sous  la  forme  de  1  équa- 
tion (I),  de  sorte  qu'on  est  dispensé  de  leur  faire  subir  la  transforma- 
lion  que  nous  venons  d'effectuer  sur  l'équation  (i). 

L'intégrale  complète  de  l'équation  (I)  doit  contenir  deux  cons- 
tantes arbitraires,  pour  lesquelles  on  peut  prendre  les  valeurs  de  V  et 

de  —   correspondantes  à  une    valeur  particulière  de  ce.  Lorsque  ces 

valeurs  sont  fixées,  la  fonction  \  est  entièrement  définie  par  l'équa- 
tion (I),  elle  a  une  valeur  déterminée  et  unique  pour  chaque  valeur 
de  x. 

En  écrivant  l'équation  (l)  ainsi 

d  Y  dK    dV  pv 

KdP    +  ~dx    di  +   GV    =   °' 

et  en  la  différentiant  ensuite  autant  de  fois  qu'on  voudra ,  on  voit  que 
si  la  fonction  K  devenait  nulle  pour  des  valeurs  particulières  dex, 

- —  (  — -  etc.  ,  pourraient  devenir  infimes  en  même  temps  que  K 
dx*       dx~ 

s'aunullerait,  et  par  suite  la  fonction  V  pourrait  aussi  devenir  infinie. 
Pour  supprimer  cette  cause  de  discontinuité ,  nous  supposerons 
toujours  que  K  soit  constamment  positive  entre  les  limites  X,  X,  et 
que  si  elle  est  nulle  à  l'une  de  ces  limites,  on  ait  en  même  temps 
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-j-  .  -j-  -J-  GV  =  o  afin  que  la  valeur  de  -j-^   fournie   par  l'équa- 
tion (i  )  ne  soit  pas  infinie.  D'ailleurs  G  est  tout-à-fait  arbitaire. 

II. 

Lorsque  la  fonctiou  V  s'évanouit  pour  une  valeur  particulière  de  .r, 

dV  ,,  . 

-T-  ne  peut  pas  s  évanouir  en  même  temps. 

rfV 
Eneffet,il  résulte  de  l'équation  (I)  que,  si  V  et —étaient  nulles  pour 

d'Y      d'Y 
une  même  valeur  de  x,  toutes  les  fonctions  dérivées  -=— ,   -z—, ....  s'éva- 

ax-      ax* 

dY 
nouiraient  en  même  temps  que  V  et  -r-  ,   et  par  suite  V  serait  nulle 

pour  toutes  les  valeurs  de  x.  Mais  voici  une  démonstration  plus  rigou- 
reuse de  cette  proposition. 

Supposons  que  V  ne  soit  pas  nulle  pour  x  =  a.  On  peut  concevoir 
une  fonction  V  qui,  prise  pour  V,  satisfasse  à  l'équation  (I)  et  qui 
d'ailleurs  diffère  de  V  en  ce  qu'on  se  donne  à  volonté  pour  x  =  a 

des  valeurs  de  V  et  de  -=—  différentes  de  celles  de  V  et  de  — • 

dx  dx 


On  a  donc  les  deux  équations 


dx 
rfV> 


GV  =  o, 


<^i) 


dx 


■f-GV'  =  o, 


d'où  l'on  tire,  en  multipliant  la  première  par  Vdx,  la  seconde  par 
Ydx,  et  retranchant 

V^.(K£)_V.rf.(K->„. 

Le  premier  membre  de  cette  équation   est  la  différentielle  de... 
K  V    'dx  ~~  V  u)  >  en  mtégi'ant ,  on  a  donc 
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k(v£-v£)=c. 


C  étant  une  constante  arbitraire. 


On  suppose  que  V  n'est  pas  nulle  pour  x=a,  et  l'on  peut  se  donner 

d\' 
~dx 


à  volonté  pour  x  =  a  des  valeurs  de  V  et  -r-  telles  que  la   formule 


K  (V'  'j V  -=— J  ait  pour  x  =  a  une  valeur  différente  de  zéro, 

qui  sera  celle  de  la  constante  C.  Ou  voit  alors  que  pour  toute  autre 
valeur  de  x ,  on  ne  peut  pas  avoir  en  même  temps  V  =  o  et  —  =  o  , 
puisqu'il  s'ensuivrait  C  =  o,  contre  l'hypothèse. 

Ainsi    -r   ne  peut  jamais  se  trouver  nulle  eu  même  temps  que  V. 

Il  s'ensuit  que  V  change  de  sigue  chaque  fois  qu'elle  s'évanouit.  Car 

,  /  ,    .  .  ,  dX 

si  V  est  nulle  pour  x  =  ? ,  il  résulte  de  la  définition  même  de  -y- , 

que  V  aura  pour  les  valeurs  de  x  un  peu  plus  grandes  que  ?  le  sigue 

de  -r-  pour  x=%,  et  le  signe   contraire  pour  les  valeurs  de  x  un 

peu  moindres  que   £;  eu  sorte  que,    quand  x  en  croissant  atteint 

et  dépasse  la  valeur  £,  V  eu  s'évanouissant  passe  de  l'état  négatif  au 

dV 
positif,   ou   du   positif  au  négatif,   selon  que  la   valeur  de   -r-pour 

x  =  ?  est  positive  ou  négative. 

III. 

La  fonction  V  dépend  implicitement  des  fonctions  G  et  K  et  des 
valeurs  arbitraires  A  et  B  quou  peut  attribuer  à  V  et  à  -r-pour  une 
valeur  particulière  de  x. 

Nous  allons  examiner  quel  changement  V  éprouvera,  si  l'on  altère 
en  même  temps  les  fonctions  G  et  K  pour  chaque  valeur  de  x  ,  et  les 
constantes  A  ,  B,  de  quantités  infiniment  petites  ,  ou  pour  parler  avec 
plus  de  rigueur,  aussi  petites  qu'on  voudra. 

Pour  fixer  les  idées  et  pour  abréger  le  discours,  nous  regarderons 
les  quantités  G,  K,  A,   B,  comme  fonctions  d'un  paramètre  indéter- 
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miné  et  indépendant  de  x  que  nous  désignerons  par  m  ;  elles  seront 
des  fonctions  de  m  tout-à-fait  arbitraires,  assujetties  à  la  seule  condi- 
tion de  varier  par  degrés  insensibles  en  même  temps  que  m  :  on 
pourra  d'ailleurs  ne  pas  faire  varier  ces  quantités  G,  K,  A  ,  B,  toutes 
à  la  fois  avec  m;  on  pourra  supposer  aussi  que  la  fonction  G  ou  K 
reste  la  même  pour  certaines  valeurs  de  x  ,  malgré  la  variation  de 
m;  en  un  mot,  les  altérations  infiniment  petites  que  G,  K,  A,  B, 
éprouveront  quand  m  variera  infiniment  peu  ,  seront  entièrement 
arbitraires. 

Pour  exprimer  que  ces  fonctions  G,  K  ,  varient  non-seulement  par 
la  variation  de  x ,  mais  encore  par  celle  du  paramètre  m,  nous  les 
désignerons,  quand  il  en  sera  besoin,  par  G(x,  m)  et  K(x ,  m). 
De  même  V  qui  dépend  implicitement  de  x  et  de  m  sera  représentée 
par  y  (x,  m),  et  dans  cette  expression  ,  on  pourra  remplacera:  ou  /// 
par  telle  valeur  particulière  qu'on  voudra. 

On  peut  considérer  les  deux  variables  indépendantes  x  et  /«comme: 
étant  les  coordonnées  rectangulaires  x  et  y  d'un  point  pris  à  volonté 
sur  un  plan  horizontal,  et  concevoir  une  ordonnée  r  perpendiculaire 
à  ce  plan  en  ce  point-là,  et  égale  à  la  valeur  de  la  fonction  G(x,  m) 
correspondante  aux  valeurs  actuelles  de  x  et  de  m.  On  aura  ainsi ,  eu 
faisant  varier  x  et  m,  une  surface  représentée  par  l'équation 
z  =  G(x ,  m).  A  chaque  valeur  particulière  de  m  correspond  sur 
cette  surface  une  courbe  dont  le  plan  est  parallèle  au  plan  xz  à  la 
distance  m,  et  dont  les  ordonnées  verticales  représentent  les  valeurs 
successives  de  la  fonction  G  pour  cette  valeur  de  ni.  Cette  courbe 
change  de  forme  insensiblement  et  engendre  la  surface  quand  m  varie 
par  degrés  insensibles.  On  peut  de  même  imaginer  deux  autres  sur- 
faces dont  les  ordonnées  verticales  représentent  les  deux  fonctions 
K  (x ,  m)  et  V  (x  ,  m). 

IV. 

En  concevant  ainsi  les  altérations  arbitraires  des  quantités  G,  K,  A,  B, 
comme  produites  parla  seule  variation  du  paramètre  m,  faisons  main- 
tenant varier  m  dans  l'équation  (l).  Désignons  par  la  caractéristique/ 
cette  espèce  de  variation,  indépendante  de  celle  indiquée  par  cl  qui  se 
rapporte  à  x. 

i5.. 
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En  observant  que  l'on  a  en  général  pour  toute  fonction  P  de  x  et 

de  m  , 


MF  __  rfcTP, 

c*i>  n n  i    vpvipii  t    à 

\dx)              \dmj 

V,C     ULll     IC)    H.- 1 1  l      Cl 

dm                 dx 

l'équatioQ 

\      dx)      .      rv 
dx          +  GV  =   ° 

différentiée  par 

rapport 

à  ?»,  donnera 

d.f.Cx 

dV\ 

(0 


-O.  (2) 

Multiplions  l'équation  (i)  par  JY.dx,  l'équation  (2)  par — Y.dx, 
et  ajoutons  les  produits,  nous  aurons 

M  .d.(K  ^)  —  V.d.  /(_  ^\  ==  V^G .  c£r.        (3) 

Intégrons  les  deux  membres  de  cette  équation ,  par  rapport  à  x,  de- 
puis x  =  x  jusqu'à  une  valeur  indéterminée  de  x. 

En  intégrant  par  parties  le  premier  terme  <FY  .d.(K  -jj>  sans  fi*er 
les  limites  de  l'intégration,  on  trouve 


J>v-(*£) -*"£->_ -S 


rf.r. 


On  a  de  même 

/V.«(-$_v./.(_$-/>(-î).£:_, 

ou  bien     à  cause  de  <T .  f  K  —  j  =  -—  .  cPK  -f-  K  -p 

/v.A/(*  $_v_.(k  t)-m^^-mt  :^ 

En  retranchant  cette  dernière  intégrale  de  la  précédente,  on  aura 
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donc 

_pv.rf.(K-)-/v.,y.Ir(KÇ>^.KS-v^.(K-)+/(©-.JK.rf,. 

C'est  l'intégrale  indéfinie  du  premier  membre  de  l'équation  (5)  :  par 
conséquent  en  intégrant  cette  équation  depuis  x  =  x  jusqu'à  une 
valeur  quelconque  de  x,  on  aura 

«î-T/.(iî)-c+/i>^*-y;i©,jiA  « 

La  constante  C  introduite  par  l'intégration  est  égale  à  la  valeur  de  la 
formule  cfV.K  -j-  —  ^•^•\^tÙ>  Pour  x  =  x,  et  l'on  peut  at- 
tribuer à  cT V  et  à  cT  [K -j-  \   des  valeurs  arbitraires   pour    x  =  x. 

Si  au  lieu  d'intégrer  l'équation  (  3  )  entre  les  limites  x  et  x , 
on  l'intègre  entre  les  limites  x  et  X  ,  on  aura  de  même  l'équation 
suivante  : 

JV.KS-V.J.(KS)=C-/V.«fG.^+//@-.JK.<fa,(5) 

la  constante  C  étant  égale  à  la  valeur  de  «TV.K  -3 V. S1  (K  -j-  )  pour 

x=X. 

On  remarquera  qu'on  a  identiquement 

/T.iî-v./<k3-(kî)\/.(-y) 

et  aussi 

JVJl£-V.^K$  =  -V^.(^J.  (7) 

V. 

La  formule  (4)  peut  encore  se  déduire  d'une  autre  qu'il  est  bon  de 
connaître. 


(6) 
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Combinons  l'équation 

±_. 

dx 
avec  cette  autre  équation  de  même  forme 


'  +GV=  o, 


dx 


+  G'V  =  o, 


dans   laquelle  G'  et  K'  sont  des  fonctions  quelconques  de  x  diffé- 
rentes de  G  et  de  K.  Ces  deux  équations  donnent  la  suivante  : 

V'.rf.(K^)-V.rf.(K'^)=(G'-G)VV'^.        (8) 
Or,   on  a 

/V.^£)=V.K'£-/K'f4>. 

Conséquemment   en  intégrant   l'équation   (8)  depuis  x  =  x  jusqu'à 
une  valeur  quelconque  de  x ,  on  aura  (g) 

V'.K^-V.K'^  =  C-r-/;VV'(G-G)^-/;^.(K'-K^. 

La  constante  ai-bitraire  C  étant  égale  à  la  valeur  du  premier  membre 

Si  l'on  suppose  actuellement  les  différences  G  —  G,  K'  —  K,  infi- 
niment petites,  et  les  valeurs  de  V  et  de  K'  -^  pour  x  =  x  infini- 
ment peu  différentes  de  celles  de  V  et  de  K  -^-  ,  V  différera  infini- 
ment peu  de  V,  et  en  faisant  G'=G+<TG,  K'=K+cfK,  V'=V+«TV 
dans  l'équation  (9)  ,  elle  deviendra  l'équation  (4)  du  numéro  précé- 
dent. 

Il  reviendrait  au  même  de  différentier  cette  équation  (9) ,  par  rap- 
port  au   paramètre  m  qui  n'entre  que  dans  G,  K  et  V  et  non  dans 
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G',  K'  et  V,  et  de  faire  après  cette  différentiatioa ,  G'  =  G,  K':=K 
et  par  suite  V  =  V ,  en  prenant  d'ailleurs  la  constante  C  égale  à  la 
valeur  du  premier  membre  pour  ;r  =  x. 

On  arrivera  de  la  même  manière  à  la  formule  (5). 

VI. 

A  l'inspection    de   l'équation  (4) ,   on  reconnaît  que   l'expression 
JV.k£-V.J\(k£)  équivalente  à  (k£)V.  f-^\  et  aussi 

à — V\ef.l  /   aura  pour  chaque   valeur  de  x  une  valeur  dif- 

férente de  zéro  et  positive,  si  le  second  membre  de  cette  équation  4} 
est  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  x  depuis  x  jusqu'à  X.  Or,  on  le 
rendra  tel,  si,  en  supposant  J m  positive,  on  prend  la  constante  C 
positive  ou  nulle  ,  la  variation  arbitraire  ef  G  aussi  positive  ou  nulle ,  et 
cf  K  négative  ou  nulle,  pourvu  toutefois  qu'on  ne  suppose  pas  ces  quan- 
tités C  ,  cTG  et  cTK,  nulles  toutes  trois  en  même  temps.  En  considérant 

que  C  représente  la  valeur  de  cTV.K  -= Y.cF.  f-j  j  pour  x  =x,  on  voit 

que  prendre  C  positive  ou  nulle,  c'est  supposer  que  la  valeur  du  rapport 

V  ,  .  ..     . 

— ^r   pour  a;  =  x  augmente  ou  du  moins  ne  diminue  pas  ,  quand  on 

fait  croître  m  ,  ou  ce  qui  revient  au  même,  que  la  valeur  du  rapport 

inverse  -^-  pour  x  =  x  diminue  ou  du  moins  n'augmente  pas,  quand 
m  augmente;  en  particulier,  si  l'on  a  V  =  o  pour  x  =  x,  il  faut 
admettre  que  la  valeur  de    —^  pour  x=n  devient  positive,  ou  de- 


dx 


meure  nulle,quand  m  augmente;  et,  si  l'on  aK-  =  o  pour  x=x,  que 

K- 
celle  de  — y-  pour  xz=.  x  devient  négative  ou  reste  nulle ,   quand 

m  augmente. 
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Lorsqu'oa  fait  SQ  positive  et  cTK  négative ,  on  suppose  que ,  pour 
chaque  valeur  de  x  la  valeur  de  G  augmente  et  celle  de  K  diminue, 
tandis  que  m  augmente.  Et  quand  on  fait  cTG  ou  JK  nulle  pour 
certaines  valeurs  de  x ,  alors  pour  ces  valeurs-là ,  G  ou  K  conserve 
la  même  grandeur,  malgré  la  variation  de  m. 

En  admettant  donc  ces  hypothèses  qui  rendent  le  second  membre 
de  l'équation    (4)   positif,    et   observant   que   le    premier 

oV.K  •—■  — V .<?.  (K—j  peut  être  présenté  sous  les  deux  formes 

(6)    et   (7),  on  voit,   que  pour    chaque   valeur  de   x,   la  variation 

v  fKSh 

ê  .  f  — ~jv)   sera   positive,   et  <P.\ — =-  J  négative,  ce  qui  signifie  que 

V 

la  valeur  de  l'expression  — -=   augmente  quand  m  augmente,  ou  que 

Kd7 

celle  de  — ==-    diminue.  On  a  donc  cette  proposition  : 

Si  pour  chaque  valeur  de  x  la  valeur  de  la  fonction  G  augmente  in- 
finiment peu  ,  si  en  même  temps  K  diminue,  et  si  la  valeur  du  rap- 

V 
port  — -jy  pour    x  =  x    augmente  ou   si    celle   du    rapport  inverse 

dx 

— r^  diminue ,  pour  toute  autre  valeur  de  x  plus  grande  que  x  ,   la 

V  dx 

valeur  de    — hî  augmentera  ou  celle  de     -=—  diminuera  infiniment 

dx 
peu.  Et  il  en  sera  de  même,  si   les  altérations  indiquées  n'ont  pas 
lieu  toutes  à  la  fois ,   pourvu  qu'une  d'elles  au  moins  ait  lieu. 

VII. 

En  admettant  toujours  les  hypothèses  énoncées  dans  le  numéro 
précédent,  nous  allons  maintenant  considérer  les  différentes  valeurs 
de  x  qui  annullent  la  fonction  V  et  montrer  que  chacune  de  ces  va- 
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leurs  diminue  quand  m  augmente.  Cette  proposition  est  fondée  sur  ce 
que,  d'après  la  formule  (4) ,  toutes  les  fois  que  V  est  nulle,  -^  et  j^ 
ont  des  valeurs  différentes  de  zéro  et  de  même  signe. 

En  effet,  supposons  que  V  soit  nulle  pour  des  valeurs  particulières 
de  x  et  de  m.  Si  l'on  donne  à  ces  valeurs  de  x  et  de  m  des  accrois- 
sements   infiniment    petits    dx    et    dm,   la   fonction   V    deviendra 

rfV  dV 

V  +  —  dx  +  -r-  dm,  et  cette  fonctton  sera  encore  nulle  pour  ces 

1    dx  dm         '  ' 

nouvelles  valeurs  x-\~dx  et  m-\-dm,  si  l'on  a  -j-  dx-\—j-  djn  =  o. 


dx  dm 

dX 


0,      n     dm  dx 

n   tire  de  la   -7—  =  —  -7^7- 

dx  aï 


dm 
dn 
dx 


Cette  valeur  du  rapport  -3—  est  négative  ;  car,  en  vertu  de  la  for- 
mule (4),  lorsque  V  est  nulle,  t—  et  ^  ou  t—  ont  des  valeurs  dif- 
férentes de  zéro  et  de  même  signe.  Les  accroissements  infiniment  petits 
dx  et  dm  qu'il  faut  donner  aux  valeurs  de  x  et  de  m  qui  annullent 

V  pour  avoir  toujours  V  =  o,  doivent  donc  être  de  signes  contraires; 
en  d'autres  termes ,  chaque  valeur  de  x  qui  annulle  V  diminue  quand 
m  augmente  ,  et  augmente  quand  m  diminue. 

On  peut  rendre  plus  sensible  la  vérité  de  cette  proposition  par  la 
considération  de  la  courbe  qui  est  le  lieu  géométrique  des  points  pour 
lesquels  on  a  V  (x  ,  m)  =  o ,  en  regardant  x  et  m  comme  des  coor- 
données relatives  à  deux  axes  tracés  sur  un  plan.  Supposons  qu'on 
passe  d'un  point  de  cette  courbe  ayant  pour  coordonnées  x  et  m  à  un 
autre  point  infiniment  voisin  sur  la  même  courbe  dont  les  coordonnées 
soient  x-\-dx  et  m -{-dm.  On  aura  le  rapport  des  accroissements  in- 
finiment  petits  dx   et  dm  en  différentiant  l'équation   de  la   courbe 

dY 

»,  ,  .  .-,  .        dY    ,       ,     dV    ,  .      dm  dx 

V  (x,  m)  =  o.  On  en  tire  ^  dx  -\-  -^dm  —  o;  puis    -^  =—  ^  , 

dm 
valeur  négative,  à  cause  de  l'équation  (4).  Donc  quand  on  passe  d'un 
point  de  la  courbe  VT  (x ,  m)  =  o  à  un  autre  point  infiniment  voisin 
sur  la  même  courbe,  la  valeur  de  m  augmente,  tandis  que  celle  de 

Avril.   i836.  16 
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r  diminue,  ou  bien  au  contraire  m  diminue  et  x  augmente.  Ainsi  , 
chaque  branche  de  cette  courbe,  en  s  éloignant  de  l'axe  des  x,  se  di- 
rige vers  la  gauche  du  côté  des  x  négatives,  comme  l'indique  la  figure. 


T.i" 

\   \   \  \  V 

7T1 

\AAX 

\ 

Tn1 

\  ^    ] 

\ 

VIII. 

La  proposition  dont  il  s'agit  peut  encore  se  démontrer  d'une  ma- 
nière tout-à-fait  rigoureuse  ,  sans  aucune  considération  de  quantités 
infiniment  petites  ,  comme  uous  allons  l'expliquer. 

Attribuons  à  1  indéterminée  m  une  valeur  particulière  quelconque  jx, 
et  supposons  que  la  fonction  V  {x ,  u)  s'évanouisse  pour  différentes 
valeurs  de  x.  Nous  avons  vu,  n°  II,  que  cette  fonction  doit  changer 
de  signe  chaque  fois  qu'elle  s'évanouit. 

Attribuons  encore  à  m  une  nouvelle  valeur  fx'  qui  surpasse  la  pre- 
mière [A  d'une  quantité  aussi  petite  qu'on  voudra.  Nous  allons  dé- 
montrer que  la  nouvelle  fonction  \(x,  fx)  s'évanouira  et  changera  de 
signe  entre  les  limites  x  et  X  au  moins  autant  de  fois  que  V  (x ,  u.) , 
pour  des  valeurs  de  x  un  peu  moindres  que  celles  qui  annullent 
V  (x,  u). 

Soit  ?  l'une  quelconque  des  valeurs  de  x  pour  lesquelles  V  (x  ,  /x) 
s  évanouit,   de   sorte  que   V(  ?,  fx)  =.  o.    D'après    la  formule    (4), 

-r-   et  j-  doivent  avoir,  pour  x  =  £  et  m  =  u  des  valeurs  différentes 

de  zéro  et  de  même  signe. 

Attribuons  à  x  une  valeur  a  plus  petite  que  Ç,  telle  que  pour  cette 
valeur  a  et  pour  toute  autre  comprise  entre  a  et  ?  la  fonction  \Çx,y-) 
ne  soit  point  nulle  et  conserve  constamment  le  même  signe  :  on  peut 
toujours  prendre  a  assez  près  de  £  pour  que  cette  condition  soit  rem- 
plie. Alors  V(.r,  p.)  aura  pour  x  =  a  le  même  signe  qu'elle  a  pour 
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les  valeurs  de  x  un  peu  moindres  que  ?,  et  par  conséquent  un  signe 
contraire  au  signe  de  j-  pour  .r=r?;  car  pour  les  valeurs  de  x  un 
peu  plus  petites   que  % ,  \  (x ,  f/.)   a  un  signe  contraire  à  celui  de 

Tx  (?  '  **)• 

Considérons  maintenant  V  {x  ,  tt')  :  si  l'on  y  fait  d'abord  xz=a  , 
\{a,fji)  aura  une  valeur  différentede  zéro  et  de  même  signe  que  V(a,  fi) 
qui  n'est  pas  nulle;  en  effet  on  peut  toujours  prendre  //assez  peu  diffé- 
rente de/*,  pour  qu'en  taisant  croître  m  depuis/*  jusqu'à  /*',  la  fonction 
V(a,  m)  ne  change  pas  de  signe.  Ainsi  Y  (x,  /*')  aura  comme  V(r,  /*) 

pour  x  =  a  ,  un  signe  contraire  à  celui  de  y-  (£ ,  fi). 

J'Y 
Si  l'on  fait  'x=%,  V  (£,  /*')  aura  le  signe  de  j—  pour  jr=  £  et 

m  —  (a..  Car  V  étant  nulle  pour  x  =  %  et  m  =  /*  ,  doit  prendre  pour 
x  =  0  et  pour  une  valeur  de  m,  telle  que  jX ' ,  un  peu  plus  grande  que 

tt,  le  signe  delà  fonction  dérivée  y-  (£,  /*)•  Or,  en  vertu  de  l'équa- 

tion  (4)  dont  le  second  membre  est  positif,   j-  a  le  même  signe  que 

-j-,  toutes  les   fois  que  V  est  nulle.    Donc   V  (x ,  u.')   a  pour  x=% 

le  même  signe  que  —  (£,  /*). 

Mais  on  a  vu  tout  à  l'heure  que,  pour  x  =  a,  \(x,  //.')  a  le 
signe   contraire   à  celui   de  cette  même  quantité  -j-    (Ç,  ft)  ;  donc 

V  (ar,  tt')  ayant  pour  x=a  et  pour  x=%  deux  valeurs  de  signes 
contraires  ,  doit  s'évanouir  et  changer  de  signe  au  moins  une  fois  pour 
une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  £. 

On  conçoit  que  cette  valeur  de  x  plus   pefite  que  ?  qui  annulle 

V  (x ,  tt')  doit  différer  infiniment  peu  de  0,  si  t*'  surpasse  /u  d'une 
quantité  infiniment  petite,  puisqu'on  pourra  prendre  l'autre  limite  a 
aussi  près  qu'on  voudra  de  0,  en  remplissant  toujours  la  condition 
que  V  (x ,  [/.)  ne  change  pas  de  signe  dans  l'intervalle  de  a  à  £. 

On  peut  représenter  et  résumer  ce  qui  précède  par  le  tableau 
suivant  : 
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Pour  x  —  a £ 

on  a  X(x,   fi) o       )   quand,  pour  x  =  %  et  m=fi, 


X(x,  fi')  o  f     £  et  j-  ont  le  signe  +, 


dx  S'm 


ou  bien 


V(.r,  //.)       +  -\ — f- -f-      o      )   quand  pour  x  —  %  et  m  =  fi, 

dV        t\ 
dx         h> 


\{x,fi)       +  o     —      C  et  j-    ont  le  signe —. 


Le  o  placé  entre  les  deux  signes  contraires  de  \T(x  ,  fi')  pour  x  =  a 
et  x=%  indique  l'évanouissement  de  cette  fonction  pour  une  valeur 
de  x  comprise  entre  a  et  £. 

On  vient  de  voir  qu'à  chaque  valeur  de  x  telle  que  £  qui  annuité 
V(;r ,  /u.)  correspond  toujours  une  valeur  de  x  un  peu  moindre  que  £ 
qui  annulle  V(.r,  /*'),  et  l'on  remarquera  que  cette  proposition  subsiste 
dans  le  cas  même  où  la  plus  grande  des  valeurs  de  x  désignées  par  g 
qui  annullent  V  (x  ,  fi)  serait  précisément  égale  à  la  limite  X. 

11  est  nécessaire  de  prouver  aussi  que  réciproquement  à  chaque  va- 
leur de  x  comprise  entre  x  et  X  qui  annulle  X  [x ,  fi')  correspond  une 
valeur  de  x  un  peu  plus  grande  qui  annulle  X  (x ,  fi).  La  démonstra- 
tion de  celte  proposition  inverse  est  semblable  à  la  précédente.  Nous 
renoncerons  en  peu  de  mots. 

Supposons  que  X[x,fi)  soit  nulle  pour  x=%'.  On  peut  donner  à  x 
une  valeur  b  plus  grande  que  £'  telle  que  X(x,  fi')  ait  toujours  le  même 

signe  quand  x  croîtra  depuis  %'  j  usqu'à  b  ;  ce  signe  sera  celui  de  -j-   pour 

.x=Ç'  elm=[i'.  La  quantité  X{b,  fi)  aura  le  même  signe  que  X(b,  fi')s'\  la 
différence  entre  p.  et  \j'  est  suffisamment  petite.  Comme  oua X (£' ,<j-')—o , 
et  que   u.  est  plus  petite  que  p-',  V(£',  p)  aura  un   signe   contraire  à 

celui    de  -r-  (0',  y')  et  conséquemment  contraire  à  celui  de  -=-  (  0',  p') 

en  vertu  de  l'équation  (4).  Mais  X  (b ,  p)  a  le  même  signe  que  cette 

dV 
quantité  -j-  (£',  p.')  ;  Y(.r,  p)  a  doue  deux  valeurs  de  signes  contraires 

pour  x  =  £'  et  pour  x  =  b  ;  ainsi  V(,r ,  p)  doit  s'évanouir  et  changer 
de  signe  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  £'  et  b. 
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Ces  résultats  sont  indiqués  dans  le  tableau  suivant  : 

Pour  acz=%' b 

on  a  Y(x,  f*)     —  o  +      )   quand,  pour  x  =  %  etm=u, 


V(jc,  «')     o +++++     (     —  et  j-    ont  le  signe  +  , 


dx  £m 


ou  bien , 


V  (x,    u)     -f-    o  —      ]  d\     ,  M       , .      . 

i  ""ind -r-   et  t—  ont  le  sieue — . 


„          .'  quand -r-   et  -r— 

\(JC,  u')       O J    H  dx  ïm 

Un  a  supposé  ici  g'  <  X.  Il  n'y  a  pas  lieu  de  s'occuper  du  cas  où 
l'on  aurait  £'=X,  c'est-à-dire  V(X,  «')  =  o ,  puisqu'on  ne  fait 
pas  croître  x  au-delà  de  X. 

IX. 

Il  est  donc  prouvé  qu'à  chaque  valeur  §  de  .r  qui  annulle  V(a?, ,"), 
valeur  qui  peut  être  inférieure  ou  égale  à  X,  correspond  une  valeur  de 
x  un  peu  moindre  que  >  qui  annulle  V (x ,  u.'),  et  vice  versa; 
qu'à  chaque  valeur  ?'  de  x  moindre  que  X  qui  annulle  Y(x ,  f*') 
correspond  une  valeur  de  x  un  peu  plus  grande  que  i*'  qui  annulle 
\ (x ,  u).  On  déduit  de  là  les  conséquences  suivantes,  en  sup- 
posant que  les  deux  fonctions  V(x,  </)  et  V(x,  f*')  aient  pour  ,r=x 
des  voleurs  différentes  de  zéro  et  de  même  signe,  outre  la  condition 

admise  n°VI,  que  la  valeur  de  — = —   pour  x=\   diminue    quand  m 

croit  depuis  f.  jusqu'à  ft'. 

Si  V  [x,  u.)  et  V  (x,  u!)  ont  toutes  deux  des  valeurs  différentes  de 
zéro  pour  ,r=X,  la  fonction  V(x,  ,"')  s'évanouit  et  change  de  signe 
précisément  le  même  nombre  de  fois  que  ^  {x ,  ,")  entre  les  limites  x 
et  X ,  et  pour  des  valeurs  de  x  un  peu  plus  petites  que  celles  qui 
mmullent  Y(x,  u). 

Si  Y(x,  fi)  est  nulle  pour  jc=X,  Y(x,  u.')  s'évanouit  encore  au- 
tant de  fois  que  V(.r,  p)  pour  des  valeurs  de  x  un  peu  moindres  que 
celles  qui  annullenl  V(x,  p),  y  compris  X:  Mais  entre  les  limites  x 
et  X,  V(  x,  jx')  change  de  signe  une  fois  de  plus  que  V(a^.,   ,")  et  ce 
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changement  de  signe  excédant  de  Y  (x ,  y)  a  lieu  pour  une  valeur  de 
x  un  peu  moindre  que  X.  Car,  d'après  ce  qu'on  a  démontré  n°  VIII, 
si  l'on  donne  à  x  une  valeur  a  moindre  que  X,  telle  que  Y  (x ,  p) 
conserve  constamment  le  même  signe  dans  l'intervalle  de  a  à  X  , 
Y(x,  y.')  changera  désigne  en  s'évauouissant  une  seule  fois,  avant  que 
x  atteigne  la  limite  X  pour  laquelle  ou  a  V  (X,  à)  :=o. 

Enfin,  si  Y{x,  p')  est  nulle  pour  ;r=X,  Y  {x ,  p)  s'évanouit  une 
fois  de  moins  que  Y  x,  »'),  mais  elle  change  de  signe  le  même 
nombre  de  fois,  tandis  que  x  croît  depuis  x  jusqu'à  X.  En  effet,  si 
l'on  désigne  par  a  une  valeur  de  x  moindre  que  X ,  telle  que  V  (x,  y) 
ne  change  pas  de  signe  dans  l'intervalle  de  a  à  X,  la  fonction 
Y(x,  p)  aura  pour  x=a  le  même  signe  que  Y  (x,  y)  et  conservera 
ce  même  signe  pour  toutes  les  valeurs  de  x  croissantes  depuis  a  jus- 
qu'à X  inclusivement,  puisque  si  elle  s'annullait  pour  une  valeur?  de 
x  comprise  entre  a  et  X  ou  même  pour  i  =  X  ,  Y(x,  y)  devrait  s'é- 
vanouir aussi  et  changer  de  signe  pour  une  valeur  de  x  un  peu 
moindre  que  £  ou  que  X  dans  l'intervalle  de  a  à  X,  ce  qui  est  contre 
l'hypothèse. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'on  arriverait  aux  mêmes  conséquences,  si  la 
limite  X  au  lieu  d'être  constante  augmentait  insensiblement,  tandis 
que  m  passerait  de  la  valeur  fjt,  à  la  valeur  (/.'. 


On  voit  par  là  comment  le  nombre  des  changements  de  signe  de  Ja 
fonction  V  (x,  m)  entre  les  limites  x  et  X  pour  chaque  valeur  attri- 
buée à  m,  peut  s'altérer  quand  on  fait  passer  m  par  degrés  insensi- 
bles d'une  valeur  quelconque  à  une  autre  plus  grande.  On  admet  que 
tandis  que  m  augmente,  la  fonction  V  [x,  m)  ne  change  pas  de 
signe  pour  ,x  =  x,  et  que  de  plus,  comme  on  l'a  dit  n°  VI,  la  valeur 

K  — 
de  — =p-  pour  a:  =  x  diminue  ou  demeure  constante. 

Si  l'on  fait  croître  m  à  partir  d'une  valeur  quelconque  m',  tant  que 
la  fonction  Y  (x,  m)  ne  s'évanouira  pas  pour  a:=X,  cette  fonction 
aura  toujours,  entre  les  limites  x  etX,  le  même  nombre  de  changements 
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de  signe  qu'elle  a  d'abord  pour  m  =  m' ,  et  les  différentes  valeurs 
de  x  qui  l'annullent  diminueront  par  degrés  insensibles. 

Quand  m  atteindra  une  valeur  pour  laquelle  V  (X,  m)  s'évanouira, 
la  fonction  V  (x,  m)  aura  encore  pour  cette  valeur  de  m  le  même 
nombre  de  cbangements  de  signe  qu'elle  avait  pour  les  valeurs  précé- 
dentes de  m  et  pour  m  =  m'.  Mais  dès  que  m  dépassera  la  valeur  dont 
il  s'agit,  V  (x,  m)  acquerra  un  nouveau  changement  de  signe  en  sï- 
vanouissant  près  de  la  limite  X  ;  et  en  général  le  nombre  des  change- 
ments de  signe  de  V  (x,  m)  entre  x  et  X  augmentera  toujours  d'une 
unité ,  chaque  fois  que  m  en  croissant  dépassera  une  nouvelle  valeur 
qui  annullera  V  (X,  m). 

En  conséquence,  si  m  croît  depuis  une  valeur  quelconque  m' jusqu'à 
une  autre  valeur  plus  grande  m",  autant  il  y  aura  de  valeurs  de  m  entre 
m'  et  m"  qui  annulleront  V  (X,  m),  autant  la  fonction  V  (x,  m") 
aura  de  changements  de  signe  de  plus  que  V  (x,  m)  entre  les  li- 
mites x  et  X  ;  et  les  valeurs  de  x  qui  annulleront  V  (x,  m')  seront 
respectivement  plus  grandes  que  celles  de  même  r.tng  à  partir  de  x  qui 
annulleront  V  (,r,  m"). 

On  peut  rendre  cette  proposition  plus  sensible  en  considérant 
comme  au  n°  VII  la  courbe,  lieu  des  points  pour  lesquels  on  a  Y(x,m)=o 
entre  les  limites  x  et  X;  cette  courbe  est  composée  de  plusieurs  bran- 
ches qui  en  seloignant  de  l'axe  des  x  se  portent  toujours  vers  la 
gauche  du  côté  des  x  négatives.  (Tarez  la  figure  placée  à  la  fin 
du  il»  VII.  ) 

Nous  désignerons  dorénavant  par  A  la  différence  entre  les  nombres 
de  changements  de  signe  des  deux  fonctions  V  {x,  m')  et  V  {x,  m"). 

Il  ne   faut  pas  oublier  que  V  (  r,  m')  aussi  bien  que  V  (x,  '»") 

change  de  signe  pour  chaque  valeur  de  x  qui  l'annulle,  et  que  V  (X,  m) 

change  aussi  de  signe  pour  chaque  valeur  de  m  qui  l'annulle;  ce  qui 

-     i.      ,  .   dV      .    <TV 

resuite  de  ce  que  ni   —  m   j-    ne  peut  s  évanouir    en   même  temps 

que  V ,  à  cause  de  l'équation  (4). 

On  peut  dire  en  d'autres  termes  que  les  équations  V  (x,  m')=o, 
^  (x,  m")=o,  V  (X,  m)  =  o,  n'ont  point  de  racines  égales. 
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XI. 

Maintenant  on  remarquera  qu'il  est  permis  de  regarder  la  fonc- 
tion G  (x,  m')  comme  une  fonction  de  x  tout-à-fait  arbitraire,  et 
G  {x,  m")  comme  une  autre  fonction  de  x  également  arbitraire, 
pourvu  qu'elle  soit  pour  chaque  valeur  de  x  plus  grande  que  la  pre- 
mière fonction  G  ( x,  m')  ou  au  moins  égale  à  G  {x,  ni'). 

En  effet ,  si  l'on  se  donne  à  volonté  entre  les  limites  x  et  X  deux 
fonctions  G'  et  G'',  telles  que  pour  chaque  valeur  de  x ,  G"  soit  tou- 
jours plus  grande  que  G',  ou  au  moins  égale  à  G',  on  pourra  toujours 
concevoir  une  troisième  fonction  G  (x,  m)  contenant  avec  x  un  pa- 
ramètre indéterminé  m,  qui  devienne  le  même  que  G',  quand  on  at- 
tribuera à  m  la  valeur  particulière  m' ,  la  même  que  G"  quand  on  fera 
m-=.m',  et  qui  en  outre  pour  une  valeur  quelconque  de  x  croisse  par 
degrés  insensibles  ou  du  moins  ne  décroisse  pas  ,  lorsqu'on  fera  croître 
m  d'une  manière  continue  depuis  m'  jusqu'à  m".  Il  y  aura  toujours 
une  infinité  de  fonctions  G  ( x,  m)  qui  rempliront  ces  conditions. 

La  détermination  d'une  telle  fonction  G  (x,  m)  revient  à  celle  d'une 
surface  assujettie  d'abord  à  passer  par  deux  courbes  données  dans  deux 
plans  parallèles  au  plan  xz  et  représentées  la  première  par  les  équa- 
tions j-=zm',  z:=G',  la  seconde  par  les  équations  j'=  m",  z  =  G" ,  et 
qui  soit  telle  que  dans  chacune  de  ses  sections  parallèles  au  plan  rz  à 
la  distance  x,  les  ordonnées  :  =  G  (x,  m)  croissent  toujours  en  même 
temps  que  y  =  m,  depuis  G'  jusqu'à  G",  ou  du  moins  ne  décroissent 
pas.  Quand  pour  une  valeur  de  x  particulière ,  G'  et  G"  auront  la 
même  valeur,  G  aura  aussi  nécessairement  cette  même  valeur. 

Parmi  toutes  les  surfaces  en  nombre  infini  qui  rempliront  les  con- 
ditions prescrites ,  on  peut  donner  pour  exemple  ,  la  surface  gauche 
engendrée  par  une  ligne  droite  indéfinie  qui  se  meut  en  demeurant 
parallèle  au  plan  yz  et  glissant  sur  les  deux  courbes  données. 

Les  deux  fonctions  K  {x,  m')  et  K  {x,  m")  peuvent  de  même 
être  remplacées  par  deux  fonctions  arbitraires  de  x,  K'  et  K",  pourvu 
que  K'  et  K"  soient  positives  entre  les  limites  x  et  X,  et  que  pour  uue 
même  valeur  quelconque  de  x,  K"  ait  toujours  une  valeur  inférieure 
ou  tout  au  plus  égale  à  celle  de  K'  ;  K'  et  K"  ne  peuvent  être  nulles 
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que  pour  x  =  x;  pour  toute  autre  valeur  de  x ,  K'et  K"  doivent  avoir 
des  valeurs  plus  grandes  que  o. 

Cela  posé,    le  théorème  auquel  nous  sommes  parvenus  à  la  fin 
du  n°  X  deviendra  celui  que  nous  allons  énoncer. 

XII. 

Théorème.  Soient  les  deux  équations  différentielles 
i(K'f) 


fdM' 

'  +  G'  V  =  o  , 


d. 


dx 

,dV" 


(K"-f) 

'  +G"V"  =  o, 


dx 

qui  ont  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  deux  li- 
mites x  et  X  et  pour  lesquelles  on  admet  les  conditions  suivantes  : 

G'  est  une  fonction  arbitraire  de  x  donnée  entre  les  limites  x  etX; 
G"  est  une  autre  fonction  de  x  assujettie  à  la  seule  condition  d'avoir 
pour  chaque  valeur  de  x  une  valeur  supérieure  ou  au  moins  égale  à 
celle  de  G'.  Les  deux  fonctions  K'  et  K"  sont  positives  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  x  et  X  (  *  ).  En  outre  ,  pour 
chaque   valeur  de  x,    K"   doit   être  inférieure   ou  au  plus   égale  à 

dV" 

K"~d~x~ 
K'.  On  suppose  encore  que  la  valeur  du  rapport  — =—  pour  x=x 


ne  soit  pas  plus  grande  que  celle  de      v, 


V" 

àv' 


(*)  K' aussi  bien  que  K"  peut  être  nulle  pour  x  =  x,   pourvu  qu'on    ail  en 
même  temps 

d¥>'    d\'  dK"     dV"    ,    „„„, 

-3—  .-; h  «  »    —  °     ou     -7-     — —  -f-  G  \    =0  pour  .r=  x, 

dx     dx  dx  '   dx  r 

selon  la  remarque  qui  termine  le  n°  I. 

Avril  i836.  17 
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Ces  conditions 

G">  G '',  K'<  K', 

„,  dX"      ,      •„  dV 

dx  dx 

et  — =j —     =     — ttt — ,    pour  j:==  x, 

étant  admises,  la  fonction  V"  s'évanouira  et  changera  de  signe  autant 
de  fois  ou  plus  de  fois  que  V  entre  les  limites  x  et  X;  et  si  l'on  con- 
sidère par  ordre  de  grandeur  à  partir  de  x  les  différentes  valeurs  de  x 
qui  annullent  V  et  \",  les  valeurs  de  x  qui  annullent  V  seront  res- 
pectivement plus  grandes  que  celles  de  même  rang  qui  annullent  V". 

Concevons  une  nouvelle  fonction  G  ou  G  (x,  m)  contenant  avec  x 
un  paramètre  indéterminé  m,  qui  devienne  la  même  que  G'  quand  on 
attribue  à  m  une  valeur  particulière  m' ,  la  même  que  G"  quand  on 
tait  /?z=m",  et  dont  les  valeurs  successives  correspondantes  à  une 
même  valeur  quelconque  de  x,  croissent  dune  manière  continue  ou 
du  moins  ne  décroissent  pas,  quand  on  fait  croître  m  depuis  m' jusqu'à 
m'.  Il  y  aura  toujours  une  infinité  de  fonctions  G  (x,  m)  qui  rempli- 
ront ces  conditions.  Soit  de  même  K  ou  K  (xrm)  une  autre  fonction 
de  x  et  de  m  qui  devienne  égale  à  K'  pour  mz=m',  à  K"  pour  m=m", 
et  qui  décroisse  ou  du  moins  ne  croisse  pas,  quand  m  croît  depuis  m 
jusqu'à  m" ,  x  demeurant  constante.  Soit  une  fonction  V  déterminée 
par  l'équation  différentielle 

(KdJ\ 
d.  \      dx)         rv 

et  supposons   que  pour  chaque   valeur  de  m,  V  ait  toujours  pour 

o:  =  x   un  même  signe   qui  soit  aussi  commun  à  V  et  à  Y",  et  que 

dV 

KTx 
la  valeur  du  rapport   — —   pour   x  =  x  ,    d'abord    égale    à    celle 

de    — rrr—    quand    m  =  m',    décroisse    quand  m    augmente    ou    du 

~dx~ 

moins  ne  croisse  pas,  et  devienne  égale   à  celle  de  — ^r—   quand 
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m  devient  m!'.  Cela  posé,  l'excès  A  du  nombre  des  changements  de 
signe  de  V"  entre  les  limites  x  et  X  sur  le  nombre  des  changements 
de  signe  de  V,  est  précisément  égal  au  nombre  des  changements 
de  signe  qu'éprouve  la  fonction  V  (X,  m)  lorsque  m  croît  depuis  m' 
jusqu'à  m". 

D'ailleurs,  d'après  ce  qu'on  a  dit  plus  haut,  V  doit  s'évanouir  et 
changer  de  signe  entre  les  limites  x  et  X  au  moins  autant  de  fois 
que  V  et  au  plus  autant  de  fois  queV",  et  chaque  valeur  de  x  qui  an- 
nulle  V  est  plus  petite  que  la  valeur  de  x  de  même  rang  qui  an- 
nulle  V,  et  plus  grande  que  la  valeur  de  x  de  même  rang  qui 
annulle  V". 

Dans  la  première  partie  de  ce  théorème,  il  n'est  pas  nécessaire  de 
supposer  que  les  fonctions  V  et  V"  aient  le  même  signe  pour  x  =  x. 
A  la  vérité  nous  avons  admis  cette  hypothèse  dans  notre  démonstra- 
tion, ncs  IX  et  X.  Mais  la  première  partie  du  théorème  a  toujours  lieu, 
quand  même  les  valeurs  de  V  et  de  V"  pour  x  =  x  sont  de  signes 
contraires;  car  on  peut  changer  le  signe  de  l'une  de  ces  fonctions, 
par  exemple  de  V,  sans  qu'elle  cesse  de  satisfaire  à  l'équation  diffé- 
rentielle 


dx 


-f-G'V'=o, 


et  à  la  condition     — =7—    =   — =3 —  pour   x  =  x. 

XII  bis. 

On  a  supposé  dans  tout  ce  qui  précède ,  q'^e  tandis  que  m  croit  de- 
puis 7?*'  jusqu'à  m",  la  fonction  V  (x,  m)  conserve  toujours  le  même 

signe  pourx=x  et  que  d'ailleurs  la  valeur  de  — ^ —  pour  xz=x  di- 
minue ou  demeure  constante.  Mais  on  peut  supposer  encore  que 
cette  fonction  V  (x,  7?7,)soit  nulle  pour  x  =  x  quand  m=m',  ou  quand 
m  =  m",  ou  enfin  pour  toutes  les  valeurs  de  7?z  depuis  m1  jusqu'à  m", 
sans  qu'elle  change  de  signe.  On  peut  étendre  le  théorème  précédent  à 
ces  différents  cas  particuliers,  en  ayant  égard  à  l'hypothèse  adoptée  n"  VI 

»7- 
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dY 

V  KH- 

sur  la  valeur  de  — -^r  ou  de  ■  "      ■  pour  x  =  x. 

d\  V 

Si  l'on  suppose  V  (.r,  7«'  )  ou  \'=o  pour  ,r=x,  le  théorème  qui 
vient  d'être  énoncé  aura  toujours  lieu,  pourvu  que  l'on  considère  le 

rapport  ■  '  comme  égal  à  +  :c  pour  x=x  ,  et  qu'on  ne  tienne 
pas  compte  de  la  valeur  x  parmi  celles  qui  annullent  V,  en  les  com- 
parant avec  celles  qui  annullent  V"  et  V.  En  effet ,  on  a  ici  — -=-  =o 

KdF 
pour  x=x  et  m  =  m';  quand  m  croit  au-delà  de  m  ,  la  valeur  du 

rapport  — -~r-  pour  x  =  x  doit  augmenter,  en  vertu  de  l'hypothèse 

dx 

établie  n°  VI,  si  V  ne  demeure  pas  nulle  pour  x=x.  Donc  la  valeur 

Y 
de  — -Ty-  pour  x  =  x,  qui  est  nulle  quand  m  =  m',  devient  plus  grande 

dx 

que  zéro,  quand   m  croît  au-delà    de    m'.    Alors   le  rapport  in- 

verse  „  ■  a  une  valeur  positive  d'autant  plus  grande  que  m  diffère 
moins  de  m'.  C'est  pourquoi  quand  mz=m',  on  doit  considérer  la  va- 
leur de  — ^;—  pour  xz=  x  comme  égale  à  -f-  oc  ;  en  même  temps  on 

doit  omettre  la  valeur  x  parmi  celles  qui  annullent  V,  puisque  quand 
m  augmente,  la  fonction  V  n'est  plus  nulle  pour  .r  =  x. 

Si  l'on  a  V"  =  o  pour  xz=x,  le  théorème  subsiste  encore  en  suppo- 

sant  ■   = —  oo  pour  x  =  x  et  en  tenant  compte  de  la  valeur  x 


parmi  celles  qui  annullent  V".  Car  quand  m  est  un  peu  moindre  que  m", 

-y—  a  pour  x  =  x  une  valeur  négative  d'autant  plus  considérable 
que  m  approche  plus  de  m"  ;  et  la  fonction  V  s'évanouit  pour  une  va- 
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leur  de  x  un  peu  plus  grande  que  x,  qui  diminue  jusqu'à  devenir 
égale  à  x,  quand  m  atteint  la  valeur  m". 

Enfin  si  l'on  a  à  la  fois  V'  =  o  et  V"  =  o  pour  .r  =x,  on  doit  sup- 
poser aussi  V  =  o  pour  x=.x,  pour  toutes  les  valeurs  de  m  entre  m' 
et  m",  et  il  faut  alors  dans  l'énoncé  du  théorème  n'avoir  égard  qu'aux 
valeurs  de  x  plus  grandes  que  x  qui  annullent  V,  V"  et  V.  On  a  cons- 
V 


tamment,  dans  ce  cas, 


dV 
dx 


=  o  pour  x  =  x,  quelle  que  soit  m . 


La  considération  de  la  courbe  V(x,  m)  =0  représentée  n°  VII  peut 
servir  à  faire  comprendre  comment  le  théorème  subsiste  dans  ces  cas 
particuliers,  en  adoptant  les  conventions  et  restrictions  énoncées. 

On  peut  donner  encore  plus  d'extension  au  théorème  précé- 
dent, en  supposant  dans  son  énoncé  que  la  limite  X  au  lieu  d'être  cons- 
tante ,  augmente  insensiblement  en  même  temps  que  m.  Cette 
extension  résulte  de  la  remarque  qui  a  été  faite  à  la  fin  du  n°  X  ,  et  l'on 
peut  s'en  rendre  compte  par  l'inspection  delà  figure  ci-jointe. 


XIII. 

On  peut  sans  altérer  les  fonctions  G  et  K  dans  l'équation 


«•(*£") 


dx 


+  GV  =  o,  (i) 


faire  varier  seulement  le  rapport  de  V  à  K  —  pour  x=- . 
La  formule  (4)  se  réduit  alors  à 
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;v.k£-v.j.(k£)  =  c. 

La  constante  C  est  e'gale  à  la  valeur  arbitraire  du  premier  membre 
pour.r=x,  et  prendre  cette  constante  positive, c'est  supposer  que  la 

valeur  du  rapport  — ^ —  pour  x  =  x,  que  nous  dési  g  aérons  par  h,  di- 
minue ,  quand  m  augmente.  La  démonstration  précédente  comprend 
ce  cas  particulier  dans  lequel  les  variations  JG  et  cTK  sont  nulles.  On 
en  conclut  que  lorsque  h  diminue,  les  valeurs  de  x  qui  annullent  V 
diminuent  par  degrés  insensibles,  et  conséquemment ,  si  h  augmente, 
ces  mêmes  valeurs  augmentent. 

Désignons  par  V,  et  Va  deux  fonctions  qui  substituées  à  la  place  de  V 
satisfassent  à  l'équation  (I)  et  en  outre  aux  conditions 

V'  =  °>  ~d*-==11  V»=I  >  ~te  —°>  P0ur  x  =  x: 

la  valeur  générale  de  V  sera 

V  =  AV,  +  BVa , 

A  et  B  étant  des  constantes  arbitraires;  V,  est  une  valeur  particulière  de 

V  qui  satisfait  à  l'équation  (I)  et  correspond  à  l'hypothèse  de  h  =  o. 
V,  est  de  même  une  valeur  de  V  eu  supposant  h  =  ±  co  . 

Cela  posé,  on  a  la  proposition  suivante  :  Si  l'on  fait  croître  la  valeur  du 

d~ 

rapport  -^=—  pour  x=xpar  degrés  insensibles  depuis  — oo  jusqu'à 

-{-  ce,  chaque  valeur  de  x  qui  annulle  V  augmente  continuellement , 
en  passant  par  toutes  les  grandeurs  comprises  entre  deux  valeurs  con- 
sécutives qui  annullent  V,  ;  quand  h  est  égale  à  zéro  ,  on  aies  valeurs  de 
x  qui  annullent  Vs. 

Il  suit  de  là  que  deux  valeurs  de  x  qui  anuullent  V,  comprennent 
toujours  entre  elles  une  valeur  de  x  qui  annulle  V  et  n'en  compren- 
nent qu'une  :  elles  comprennent  aussi  une  valeur  de  x  qui  annulle 
V,  et  n'eu  comprennent  qu'une;  et  cette  valeur  de  x  qui   annulle 

V  est  plus  petite  ou  plus  grande  que  celle  de  même  rang  qui  an- 
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nulle  V,,   selon   que  la  valeur   h    de  —=—  pour  x=:\  est  ne'gative 
ou  positive. 

XIV. 


La    proposition  précédente  admet   une  autre  démonstration    fort 
simple. 

Soient  les  deux  équations 


dxJ  +  GV  =  o, 


dx 


dxJ  +  GV  =  o. 


dx 
On  en  tire ,   comme  au  n"   II , 

K(v£-'V'gHC.  (,o) 

La  constante  C  est   égale  à  la  valeur  arbitraire    de    l'expression 
K  (V— V'-j-  J  pour  x  =  x.  Cette  constante  C  sera  positive  si  Ton 

a   —^-  <  —yr-    pour.r  =  x,  V  et  V  ayant  d'ailleurs  pour  àr=x 

des  valeurs  de  même  signe  qu'on  peut  rendre  positives. 

Cela  posé,  soient  a  et  S  deux  valeurs  de  x  consécutives  qui  aunul- 
lent  V.  Il  résulte  de  l'équation  (10),  comme  on  l'a  déjà  vu  n°  II,  que 

pour  ces  valeurs  de  x,  -r-   ne  peut  pas  être   nulle  en  même  temps 

que  V,  et  il  est  aisé  de  voir  que  -y-  aura  des  valeurs  de  signes  con- 
traires pour  x=  a  et  pour  x  =  6.  En  effet,  pour  les  valeurs  de  x  un 
peu  plus  grandes  que  a,  V  et  -7—  ont  un  même  signe  qui  est  celui 
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dV 
dx 


de  -7—  pour  x  =  a,  tandis  que  pour  les  valeurs  de  x  un  peu  plus  pe- 


tites que  ê,  Va  un  signe  contraire  à  celui  de  -j-  pour  x  =  Ç.  Mais 

V  a  un  même  signe  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a 

et  €  .donc  -7—  a  pour  .r  =  £,  un  signe  contraire  à  celui  qu'elle  a 

pour  x  =  a. 

Maintenant  l'équation  (10)  où  C  est  positive,  fait  voir  que,  toutes 

dV 
les  fois  que  V  est  nulle,  V  a  le  même  signe  que  -j—  .    Conséquem- 

ment  V  a  pour  x  =  a.  et  pour  x  =  ë  deux  valeurs  de  signes  contrai- 
res; V  s'évanouit  donc  au  moins  une  fois  pour  une  valeur  de  x  com- 
prise entre  a  et  C. 

On  reconnaîtra  de  la  même  manière  que  deux  valeurs  de  x  consé- 
cutives qui  annullent  V  doivent  comprendre  au  moins  une  valeur  de  x 
qui  anuulle  V. 

Donc  ces  deux  fonctions  V,  V  s'évanouiront  pour  des  valeurs  crois- 
santes de  x,  l'une  après  l'autre  alternativement.  V  s'évanouira  la  pre- 
mière. Car  si  l'on  suppose  que  a.  soit  la  plus  petite  valeur  de  x  qui  an- 
nulle  V,  les  valeurs  de  V  et  de  V  pour  x  =  x  étant  toujours  censées 

positives,  la  valeur  de  -3— pour  x  =  x  sera  négative,  puisque  V'doit 

en  s'évanouissant  pour  x  =  a  passer  du  positif  au  négatif;  V  sera  donc 
aussi  négative  pour  x  =  &,  d'après  l'équation  (10);  mais  elle  est  po- 
sitive pour  x=x  ;  donc  V  change  de  signe  et  s'annulle  pour  une  va- 
leur de  x  plus  petite  que  cl,  c'est-à-dire  que  V  s'annulle  avant  V. 

Il  suit  de  là  que  si  l'on  attribue  au  rapport  -^r-  ,  pour  x  =  X  ,  des 

valeurs  h  de  plus  en  plus  petites ,  les  différentes  valeurs  de  x  qui  an- 
nullent V  diminueront  progressivement  :  on  est  ainsi  ramené  à  la  pro- 
position du  numéro  précédent. 


XV. 

Jusqu'ici  l'on  s'est  donné  à  volonté  la  valeur  du  rapport  -^   pour 


dx 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  ,55 

x  =  x  et  l'on  a  supposé  celte  valeur  décroissante  ou  invariable  ,  tandis 
que  le  paramètre  ^augmentait  j  maison  peutaussi  se  donner  la  valeur  de 

-=—  pour  x  =  X  et  la  faire  varier  avec  m ,  en  conservant  d'ailleurs  les 
autres  conditions  relatives  aux  fonctions  G,  K,  G',  etc.  On  ramènera 
ce  cas  au  précédent,  en  faisant  la  variable  x=a —  z,  a  étant  une 
constante,  et  considérant  toutes  les  quantités  G,  K,  V,  G',  etc.,  qui 
étaient  jusqu'à  présent  fonctions  de  x ,  comme  fonctions  de  la  nou- 
velle variable  z  qui  augmente  quand  x  diminue.  La  proposition  du 
n°  XII  deviendra  par  cette  inversion  celle  que  nous  allons  énoncer  et 
qu'on  peut  aussi  établir  directement  à  l'aide  de  la  formule  (5)  de  la 
même  manière  qu'on  a  démontré  celle  du  n°  XII ,  en  s'appuyant  sur 
la  formule  (4). 

Soient  les  deux  équations  différentielles 


*(K'ï)+G'V'  +  °' 


dx 

dV' 

+  G"V"=  o, 


«<■»© 


dx 

dans  lesquelles  les  fonctions  G',  K',  G",  K"  remplissent  les  conditions 
énoncées  n*  XII.  Si  l'on  a 

K»Ç'    >  kÂ 

dx      "^  dx  -v 

—yô-    =  -yT"        POUr   X=&, 

la  fonction  V"  doit  s'évanouir  autant  de  fois  ou  plus  de  fois  que  V 
entre  les  limites  x  et  X,  et  si  l'on  considère  x  comme  décrois- 
sante à  partir  de  X ,  les  valeurs  Je  x  qui  annullent  V  sont  respec- 
tivement plus  petites  que  celles  de  même  rang  à  partir  de  X  qui 
annullent  V". 

Soit  encore  une  fonction  V  telle  que 


,.(K 


d\\ 
li) 


+  GV  =  O, 


dx 

Atril  i836.  '8 
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G  et  K  étant  des  fonctions  de  x  et  de  m  qui  remplissent  les  conditions 
énoncées  n°  XII.  Supposons  que  tandis  que  m  croit  depuis  m'  jusqu'à 
m",  V  ait  constamment  pour  x  =  X  un  même  signe  qui  soit  aussi 

commun  à  V  et  à  V",  et  que  la  valeur  de         -   pour  x=X  d'abord 

égale  à  celle  de   — ^ — quand  m-=zm'}  croisse  avec  m  ou  du  moins 

dV" 

K"S" 
ne  décroisse  pas  et  devienne  égale  à  celle  de  — yp—,  quand  mdevient 

m".  Cela  posé,  l'excès  du  nombre  des  changements  de  signe  de  V" 
entre  les  limites  x  et  X  sur  le  nombre  des  changements  de  signe  de 
V  est  égal  au  nombre  des  changements  de  signe  qu'éprouve  la  fonc- 
tion VYx,  m),  lorsque  m  croît  depuis  m!  jusqu'à  m". 

Si  l'on  suppose  V'  =  o  pour  jc  =  X,  ce  théorème  aura  encore  lieu 

pourvu  que  l'on  considère  — ~p —  comme  égal  à  —  od  pour  x=X, 

et  qu'on  ne  tienne  pas  compte  de  la  valeur  X  parmi  celles  qui  an- 
nullent  V. 

Si  1  on  a  V"=  o  pour  ,r  =  X,  il  faut  supposer  — ~ô-  =  -f-  oo  pour 
x  =  X,  et  tenir  compte  de  la  valeur  X  parmi  celles  qui  annullent  V". 

Enfin,  si  l'on  a  à  la  fois  V  =  oet  V"  =  o  pour  ,r  =  X,  on  doit 
aussi  avoir  constamment  V  =  o  pour  ar  =  X,  en  faisant  varier  m;  et 
dans  ce  cas ,  il  faut  ne  considérer  que  les  valeurs  de  x  plus  petites  que 
X  qui  aunullent  V,  V"  et  V. 

Si  l'on  se  borne  à  faire  croître  par  degrés  insensibles  la  valeur  du 
rapport  -^-r —  pour  .r  =  X,  sans  altérer  les  fonctions  G  et  K  dans  le- 

quatiou  — f-G\  ==o,  on  voit  que  les  valeurs  de.r  qui  annul- 
lent V  augmenteront  toutes  à  la  fois.  Cette  proposition  particulière,  à 
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laquelle  nous  pourrions  donner  plus  de  développement,  correspond  à 
celle  du  n°  XIII. 

XVI. 

Les  propositions  énoncées  dans  les  n01  XII  et  XV  vont  nous  donner 
de  nouvelles  propriétés  des  fonctions  qui  nous  occupent. 
Soient  encore  les  deux  équations  différentielles 

dx)  +  G'V  =  o, 


dx 
,dV" 


dxi  +G'V"  =  o, 


dx 
où  l'on  suppose  toujours 

G"  >  G',      K"  <  K'. 

Quelles  que  soient  les  valeurs  des  rapports  -y— >  — y?—  >  soit  pour 

x  =  x,  soit  pour  x  =  X,  deux  valeurs  dex  consécutives  qui  an- 
nullent  V  comprennent  toujours  au  moins  une  valeur  de  x  qui  an- 
nulle  V". 

En  effet ,  soient  a  et  €  deux  valeurs  de  x  qui  annullent  V,  et  sup- 
posons qu'aucune  autre  valeur  de  x  comprise  entre  a,  et  S  n'annulle 

dW" 
dx~ 

V.  Si  V"  n'est  pas  nulle  pour  j?=a,  le  rapport  — ^—    aura    pour 

x  =  a  une  valeur  finie  plus  petite  que  celle  de  v,  -  pour  x  =  a. , 
qui  doit  être  considérée  comme  égale  à  -f-  oo  ,  d'après  la  remarque 


faite 


*!*£■ 


ite  au  n*  XII  bis.    COa  peut  dire  aussi  qu'on  a  -     x  =  ~\-<x>  pour 


dx 


x  —  a,  parce  que       ,     a  des  valeurs  positives  très  grandes  pour  les 
valeurs  dex  un  peu  plus  grandes  que  a.} 


18.. 
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Alors,  d'après  le  théorème  du  n°  XII,  si  Ton  fait  croître  x  depuis  <r 
jusqu'à  £ ,  la  fonction  V"  s'évanouira  nécessairement  au  moins  une 
fois  pour  une  valeur  de  x  plus  petite  que  la  valeur  £  qui  annulle  V. 

Il  en  sera  de  même,  si  V"  est  nulle  pour  x  =  a.  en  même  temps 
que  V. 

On  tirerait  aussi  la  même  conclusion  dun°XV,  en  faisant  décroître 

K'dY 

x  depuis  €  jusqu'à  a  ,  et  considérant  — r^ —  comme  égal  à  —  ce  pour 

x  =  Ç. 

Deux  valeurs  de  x  consécutives  qui  annullent  V"  ne  peuvent  pas 
comprendre  plus  d'une  valeur  de  x  qui  annulle  V.  Car  s'il  y  avait  en- 
tre elles  deux  valeurs  de  x  aunullant  V,  celles-ci  comprendraient  une 
nouvelle  valeur  de  a;  qui  annullerait  V"  et  qui  tomberait  entre  les  deux 
que  l'on  considère,  ce  qui  serait  contraire  à  l'hypothèse.  Cette  propo- 
sition subsiste  dans  le  cas  même  où  l'une  des  deux  valeurs  de  x  qui 
annullent  V"  annullerait  aussi  V.  Il  ne  peut  pas  entre  ces  deux  valeurs 
de  x  en  exister  d'autre  qui  annulle  V. 

XVII. 

Ces  propositions  ont  lieu,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  rapports 

— —}    -     x-  ,    soit  pour  x  =  x,  soit  pour   x  =  X.  Maintenant, 
admettons  comme  dans  les  nos  XII  et  XV,  qu'on  ait  à  la  fois 


dx     <  dx 

V      =      V 


pour  x  =  x 


âS"  ,dV' 

dx     >         dx-  -v- 

-yj-  =  — yr-    pour    X   =   X. 

Alors  V"  s'évanouira  au  moins  une  fois  pour  une  valeur  de  x  moindre 
que  la  plus  petite  valeur  de  x  au-dessus  de  x  qui  annulle  V,  et  aussi 
pour  une  valeur  de  x  plus  grande  que  la  plus  grande  valeur  de  x  au- 
dessous  de  X  qui  annulle  V. 

On  est  ramené  par  là  à  conclure,  conformément  à  la  première  par- 
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tiedu  théorème  du  n°  XII,  que  tandis  que  x  croît  depuis  la  limite  x 
jusqu'à  une  valeur  quelconque  a,  V"  s'évanouit  et  change  de  signe 
entre  les  limites  x  et  «  au  moins  autant  de  fois  que  \  '  et  pour  des 
valeurs  de  x  respectivement  moindres  que  celles  de  même  rang  qui 
annullent  V.  Car  tandis  que  x  croît  depuis  x  jusqu'à  a ,  V"  s'évanouit 
au  moins  une  fois  avant  que  x  atteigne  la  plus  petite  valeur  qui  an- 
nulle  V,  et  d'ailleurs  il  y  a  toujours  entre  deux  valeurs  de  x  consécu- 
tives qui  annullent  V  au  moins  une  valeur  qui  annulle  V*. 

De  même,  tandis  que  x  croît  depuis  une  valeur  &  jusqu'à  X,  V"  s'é- 
vanouit entre  les  limites  b  et  X  au  moins  autant  de  fois  que  V,  et 
pour  des  valeurs  de  x  respectivement  plus  grandes  que  celles  du  même 
rang  à  partir  de  X  qui  annullent  V.  Car  V"  s'évanouit  pour  une  va- 
leur de  x  qui  surpasse  la  plus  grande  de  celles  qui  annullent  \  ',  et 
d'ailleurs  deux  valeurs  de  x  consécutives  qui  annullent  V  compren- 
nent au  moins  une  valeur  de  x  qui  annulle  V".  Cette  proposition  a  été 
déjà  énoncée  dans  la  première  partie  du  n*  XV. 

Si  l'on  considère  par  ordre  de  grandeur  à  partir  de  x  les  différentes 
valeurs  de  x  qui  annullent  V  et  V",  la  nicme  valeur  de  x  à  partir  de  x 
qui  annulle  V  sera  plus  grande  que  la  niim'  valeur  de  x  qui  annulle  Y" 
et  plus  petite  que  la  valeur  de  x  qui  annulle  V  d'un  rang  marqué 
par  n-t-ùk,  A  désignant  comme  précédemment  l'excès  du  nombre 
des  changements  de  signe  de  V"  entre  les  limites  x  et  X  sur  le  nombre 
des  changements  de  signe  de  V.  En  effet,  la  n'""  valeur  de  x  à  partir 
de  x  qui  annulle  V  est  plus  grande  que  la  valeur  de  x  de  même  rang 
qui  annulle  V",  d'après  le  n°  XII ,  et  d'un  autre  côté ,  cette  valeur  de 
x  qui  annulle  Vest,  d'après  le  n°  XV,  plus  petite  que  la  valeur  de  x 
de  même  rang  à  partir  de  X  qui  annulle  V,  valeur  dont  le  rang  à  par- 
tir de  x  est  marqué  par  n  -+■  A. 

En  particulier ,  si  A=i,  c'est-à-dire  si  V"  ne  s  annulle  qu'une 
fois  de  plus  que  V  entre  les  limites  x  et  X,  chaque  valeur  de  x  qui 
annulle  V  tombe  entre  la  valeur  de  x  de  même  rang ,  à  partir  de  x 
qui  annulle  V"  et  la  valeur  de  x  immédiatement  supérieure  qui  annulle 
aussi  V",  de  sorte  que  les  deux  fonctions  V"  et  V  s'évanouissent  l'une 
après  l'autre  alternativement,  tandis  que  x  croit  depuis  x  jusqu'à  X. 

On  peut  aussi  le  conclure  de  ce  que  deux  valeurs  de  x  consécutives 
qui  annullent  V  doivent  comprendre  au  moins  une  valeur  de  x  qui . 
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annulle  V",  n°  XVI,  et  de  ce  qu'il  y  a  au  moins  une  valeur  de  x  qui 
annulle  V"  entre  x  et  la  plus  petite  valeur  de  x  qui  annulle  V,  comme 
aussi  entre  X  et  la  plus  grande  valeur  de  x  qui  annulle  V. 

Si  l'on  a  V'  =  o  ou  V"  =  o  pour  .r  =  x  ou  pour  j?=X,  ou  si  l'on 
a  à  la  fois  V'  =  o  et  V"=o  pour  x  =  \  ou  pour  ar=X,  les  proposi- 
tions précédentes  subsisteront ,  pourvu  qu'on  ait  égard  aux  observa- 
tions faites  dans  les  nos  XII  bis  et  XV. 

XVIII. 

Considérons  deux  valeurs  de  x  quelconques,  a  et  b,  entre  x  et  X 
(  a  pouvant  être  égale  àxouèàX).  V"  ne  peut  s'évanouir  entre  les 
limites  a  et  b  qu'une  fois  de  moins  que  V.  Car  entre  deux  valeurs  de 
x  qui  annullent  V,  il  y  a  toujours  au  moins  une  valeur  de  x  qui  an- 
nulle  V". 

V"  s'évanouit  entre  les  limites  a  et  b  au  plus  A.Jbis  de  plus  que  Y'  : 
car  V"  s'évanouit  au  moins  autant  de  fois  que  V  soit  entre  les  limites 
x  et  a,  soit  entre  b  et  X. 

Il  suit  de  là  qu'entre  deux  valeurs  de  x  consécutives  a  et  €  qui  an- 
nullent  Y'}  il  ne  peut  exister  plus  de  A  valeurs  de  x  qui  annullent  Y". 

Il  peut  arriver  que  V"  soit  nulle  en  même  temps  que  V  pour  x  =  a: 
dans  ce  cas  particulier,  V"  s'évanouit  au  moins  une  fois  de  plus  que  V, 
tandis  que  x  croit  depuis  x  jusqu'au-delà  de  a,  et  au  moins  autant  de 
fois  que  V,  tandis  que  x  croît  depuis  une  valeur  un  peu  moindre  que 
£  jusqu'à  X.  Donc  V*  s'évanouit  au  plus  A  —  i  fois  entre  a.  et  C, 
sans  compter  son  évanouissement  pour  x=ci. 

On  voit  de  même  que  si  V*  était  nulle  pour  x=€  en  même  temps 
que  V,  sans  l'être  pour  x=a.,  Y"  s'évanouirait  encore  au  plus  A —  i 
fois  entre  a  et  £.  Enfin,  si  V*  était  nulle  en  même  temps  que  V  poul- 
ies deux  valeurs  a  et  Ç ,  il  y  aurait  au  plus  A  —  2  valeurs  de  x  entre 
a  et  £  qui  annulleraient  V". 

XIX. 

En  adoptant  les  hypothèses  énoncées  n°  VI,  on  a  reconnu  que  la 

yaleur  de  la  fonction  — ;=-  pour  chaque  valeur  de  x  diminue  quand 
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m  augmente,  aussi  long-temps  que  V  ne  s'évanouit  pas.  Il  en  sera  de 

K^                    K^  +  HV 
même  de  l'expression  — ^ (-  H  ou    ^ ,  si  l'on  désigne  par 

H  une  quantité  constante  ou  une  fonction  de  m  qui  décroisse  aussi 
continuellement  quand  m  augmente.  Faisons  x=X  dans  cette  fonction 

^ qui  ne  contiendra  plus  alors  d'autre  variable  que  m,  et 

considérons  les  changements  de  signe  qu'elle  pourra  éprouver  par  la 

variation  de  m. 

dV 
K^  +HV 

Cette   fonction   - — = ,  où  l'on  fait  x  =  X,  ne  peut  changer  de 

signe  qu'en  devenant  nulle  ou  infinie.  Lorsqu'elle  devient  nulle,  on  a 
K-i — }-  HV  =  o,  et  l'on  ne  peut  pas  avoir  en  même  temps  V  =  o,  car 

alors  on  aurait  à  la  fois  V  =  o  et  -7-    =0  pour  x  =  \,  ce  qui  est 

*S+HV 
impossible.  Puisque  la  fonction  ^ a  la  propriété  de  décroître 

continuellement  tandis  que  m  augmente,  elle  passe  en  s'évanouissant 
du  positif  au  négatif;  ensuite  m  continuant  à  croître,  elle  décroit  in- 
définiment en  prenant  des  valeurs  négatives  de  plus  en  plus  éloignées 
de  o,  jusqu'à  ce  que  V  devienne  nulle  à  son  tour. 

Quand  V  s'annulle  pour   une  valeur  de  m,  on  a  vu    plus  haut, 
n°s  VII  et  VIII,  que,  pour  les  valeurs  de  m  un  peu  plus  grandes  que 

celle-là,  V  aie  signe  de  —t  et  pour  les  valeurs  de  m  un  peu  plus 
petites  le  signe  contraire  ;  ce  qu'on  peut  aussi  conclure  de  ce  que 
— j~  augmente  en  même  temps  que  m.  Donc,  quand  V  s'annulle ,  la 

dx 

dV 

Kdx+m     , 
fonction  ^ change  de  signe  en  passant  de  1  infini  négatif 

à  l'infini  positif  ;  m   continuant  à  croître,    cette    fonction  recom- 
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mence  à  décroître,  en  prenant  des  valeurs  positives  de  plus  en  plus 
petites,  jusqu'à  ce  qu'elle  s'évanouisse  derechef  pour  une  nouvelle 
valeur  de  m.;  en  s'évanouissant ,  elle  passera  du  positif  au  néga- 
tif, puis  continuera  à  décroître  jusqu'à  l'infini  négatif  qu'elle  at- 
teindra par  un  nouvel  évanouissement  de  V  ;  de  sorte  qu'en  général 

les  deux  fonctions  V  et  K  -z p-  HV    s'évanouiront   toujours   l'une 

après  l'autre  alternativement  pour  des  valeurs  croissantes  de  m.. 

XX. 

De  là  il  est  aisé  de  tirer  les  conséquences  suivantes  : 
K  ^L  +  HV 

Si  la  fonction  — -^ où  l'on  fait  toujours  a?  =  X,  a  des  va- 
leurs positives  pour  m  =  m'  et  pour  m  =  m'',  m  croissant  depuis  m' 
jusqu'à  m",  elle  doit  changer  de  signe  un  nombre  pair  de  fois,  en  pas- 
sant d'abord  par  zéro,  puis  par  l'infini,  et  ensuite  par  zéro  et  par 
l'infini  alternativement.  Le  nombre  des  valeurs  de  m  comprises  entre 

m'  et  m"  qui  annullent  K  -3-  +  HV  est  donc  égal  au  nombre  de  celles 

qui  annullent  V  ou  V  (  X,  m),  et  par  conséquent,  n°  XII ,  à  l'excès  A 
du  nombre  des  changements  de  signe  de  V(.r,  m")  ou  V"  entre  les 
limites  x  et  X  sur  le  nombre  des  changements  de  signe  de  V(,r,  m') 

ou  V.  Ces   deux  fonctions  V   et  K  ~-j — |-HV  s'évanouissent  l'une 

après   l'autre    alternativement  ,    quand    m   croît   depuis    m'  jusqu'à 

dV  •  •» 

m",  et  c'est  K  -\ — |-  HV  qui  s'évanouit  la  première. 

Si  la  fonction  — -^= a    une  valeur  négative   pour  m  =  m' 

aussi  bien  que  pour  m  =  m',  elle  doit  encore  changer  de  signe  un 
nombre  pair  de  fois ,  en  passant  alternativement  par  l'infini  et  par 
zéro,  et  d'abord  par  l'infini.  Ainsi,  m  croissant  depuis  m'  jusqu'à  m", 

les  deux  fonctions  V  et  K       -f-HV  s'évanouissent  l'une  après  l'autre 

alternativement  le  même  nombre  de  fois ,  V  étant  la  première  qui  s'é- 
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vanouisse;  et  par  suite,  le  nombre  des  valeurs  de  m  comprises  entre 
dV 
dx 


m'  et  m"  qui  annullent  K  -j-  -f- HV  est  égal  à  l'excès  A 


Si a  une  valeur  positive  pour  m  =  m'    et  une  valeur 

négative  pour  m  =  m",  elle  doit  changer  de  signe  un  nombre  impair 

de  fois  ,  en  passant  alternativement  par  zéro  et  par  l'infini ,  et  d'abord 

par  zéro,  taudis  que  m  croît  depuis   m'  jusqu'à   m"  :  la   fonction 

dV 
K  -p-f-  HV   s'évanouit  donc  avant  V  et  une  fois  de  plus  que  V  ;  le 

d\ 
nombre  des  valeurs  de  m  entre  m'  et  ?n"  qui  annullent  K  —  -f-HV  est 

donc  égal  à  A  +  1 . 
dV 
Enfin  ,  si  • ^ a  une  valeur  négative  pour  m  =  m'  et  posi- 
tive   pour  m  =  m",  m  croissant  depuis  m'  jusqu'à  m",  la  fonction 

rfV 
K  - — |-  H V  s'évanouira  après  V  et  une  fois  de  moins  que   V,  par 

conséquent  un  nombre  de  fois  marqué  par  A  —  1 . 

Dans  tous  les  cas ,  ces  deux  fonctions  V  et  K  T. — H  HV  où  l'on  at- 

dx 

tribue  à  x  la  valeur  particulière  X,  ont  une  corrélation  telle,  que 
deux  valeurs  de  m  consécutives  qui  annullent  l'une  d'elles  compren- 
nent toujours  entre  elles  une  valeur  de  /nqui  annulle  l'autre,  et  n'en 
comprennent  qu'une. 

Soientfiet/A'  deux  valeurs  de  m  consécutivesqui'satisfont  à  l'équation 

dV 
K  -j-  -f-  HV  =  o  pour  x  =  X.    Puisqu'elles  comprennent  entre  elles 

une  valeur  de  m  qui  annulle  V(X,  m)  et  n'en  comprennent  qu'une, 
on  en  conclut,  d'après  la  2e  partie  du  théorème  dn  n°XII,  que  la 
fonction  V  (  x ,  /*')  s'évanouit  et  change  de  signe  entre  les  limites  x  et 
X  une  fois  de  plus  que  V(x ,  /*). 

Nous  ajouterons  que  cette  équation  K  —■  +  HV  =  o  ne  peut  pas 

KTx 
avoir  de  racines  égales  ,  car  elle  est  la  même  que  — y — f-  H  =  o  et 
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1  on  ne  peut  pas  avoir  en  même  temps  r—  l  -^  -f-  H  I  =  o,  ce  qui 
est  le  caractère  d'une  racine  multiple,  puisque  d'après  la  formule  (4), 

(ktJ) 

£  \  —^-  J  est  toujours  négative,  et  que  J^H  est  par  hypothèse  néga- 
tive ou  nulle.  On  peut  voir  encore  qu'on  ne  peut  pas  avoir  pour  une 

même  valeur  de  m,  K  -z — (-  HV  =  o  et   <--( K  -7-  +  HV  j  =  o ,    en 

dx    '  fm\      dx  J 

ohservant  que  la  formule  (4)  donne 

^V.(K^  +  HV)-V^(K^+HV)>opour*  =  X, 

pourvu  que  cTH  soit  négative  ou  nulle. 

On  a  déjà  remarqué,  n°  X,  que  les  équations  V(X,w)=oet 
V(x,  m')  =  o ,  \(x,fÂ.)  =  o,  etc.,  n'ont  pas  non  plus  de  racines 
égales. 

XXI. 

Si  l'on  remplace  la  quantité  H  qui  est  une  constante  ou  une  fonction 
décroissante  de  m  par  une  autre  quantité  H/  aussi  constante  ou  fonc- 
tion décroissante  de  m  qui  pour  chaque  valeur  de  m  soit  plus  grande 

que  H,  la  fonction    = aura  toujours  une  valeur  inférieure 

dV 
Kg  +  h;v- 

a celle  de  r- — —  pour  chaque  valeur  de  m;  et  comme  ces  deux 

fonctions  décroissent  en  même  temps  jusqu'à  —  ce,  tandis  que  m  aug- 
mente ,  la  seconde  s'évanouira  nécessairement  après  la  première ,  si  m 
croit  depuis  une  valeur  quelconque  qui  rende  la  première  positive 
jusqu'à  la  valeur  immédiatement  supérieure  qui  annulle  V. 

Conséquemment ,  lorsque  m  croît  depuis  m'  jusqu'à  ?n" ,  ces  trois 

fonctions  V,  K  -z — (~  HV  et    K  -j-  -f-  H,V  s'évanouissent  l'une  après 

l'autre    alternativement    dans    l'ordre  suivant  :  K  -= (-   HV    s  eva- 

dx 
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dY 
dx 


dY 

nouit  toujours  immédiatement  après  \  ,  K  —-\-Hy  s'évanouit  après 


K  ^  +  HV ,  et  V  après  K  ^  +  H,V. 

On  voit  par  là  que  si  l'on  fait  varier  H  en  lui  attribuant  successivement 
des  valeurs  constantes  de  plus  en  plus  grandes  depuis —  ocjusqu  à-f-  00 
ou  en  la  remplaçant  par  des  fonctions  décroissantes  de  m  de  plus  en 

dV 
plus  grandes,  les  diverses  valeurs  de  m  qui  annullent  K -r_  -\~ HV 

augmenteront  en  passant  par  toutes  les  grandeurs  comprises  entre  les 
valeurs  de  m  consécutives  qui  annullent  V(X,  m).  On  a  vu  d'ailleurs 
que  les  valeurs  de  x  qui  annullent  la  fonction  V  (x ,  m)  diminuent, 
quand  la  valeur  attribuée  à  m  dans  cette  fonction  augmente. 

Tout  ce  qui  précède  s'applique  en  particulier  aux  valeurs  de  m  qui 

donnent  ~y-  =  o  pour  :r  =  X,   puisque  la   fonction  K-3-+HV  se 

dY 
réduit  àK-r-i   quand  on  fait  H  =  o. 

XXII. 

Nous  avons  désigné  par  h  la  valeur  de  — y—   pour  x  =  x  et  admis 

que  cette  valeur  h  diminue  ou  reste  la  même,  tandis  que  m  augmente 
Si  en  prenant  toujours  pour  G  et  K  les  mêmes  fonctions  de  x  et  de  m, 
on  remplace  h  par  une  autre  quantité  ht  constante  ou  fonction  dé- 
croissante de  m ,  qui  pour  chaque  valeur  de  m  surpasse  h  d'aussi  peu 

qu'on  voudra ,  ou  sait  d'après  le  n°  VI  que  la  fonction  -^f-      aug- 

V 
mentera  ou  que  — -^  diminuera   pour  chaque   valeur  de  x  et   en 

Kdi 

particulier  pour  x  =  X.  Conséquemment    la   fonction  -^ — f-H  ou 
dV 

y où  Ion  fait  x  =  X,  qui  conserve  la  propriété  de  dé- 

19- 
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croître  quaud  m  augmente,  s'évanouira  pour  de  nouvelles  valeurs 
de  m  un  peu  plus  grandes  que  celles  qui  l'anuullaient  d'abord ,  quand 

on  supposait  -^-    =  h  pour  x  =  x . 

Pour  le  voir  encore   plus  clairement,  supposons  que  la  fonction 
K^r  +  HV   où  l'on  fait  ar=X,  soit  nulle  pour  tn  =  /JL,  lorsqu'on  a 

^--  =  h  pour  x  =  x.  Alors  la  fonction  -^-  +  H  ou 
„  dV 

y où  l'on  fait  x=X,  étant  nulle  pour  m=fx,  et  dé- 
croissant quand  m  augmente,  est  négative  pour  les  valeurs  de  m  plus 
grandes  que/*  jusqu'à  celle  qui  annulle  V  (X,  m). 

Faisons  maintenant         *     =  ht  pour  x  —  x,  h,  surpassant  h  dune 

quantité  aussi  petite  qu'on  voudra;  la  fonction ^ ,   où   l'on 

tait  .r=X,  deviendra  plus  grande  qu'elle  n'était  avant  le  changement 
de  h  en  h£  or  elle  était  mille  pour  m  =  /x  et  négative  pour  m^>/j.; 
donc  après  la  substitution  de  h,  à  la  place  de  h,  cette  fonction  sera  po- 
sitive pour  /«=/*  et  aussi  pour  des  valeurs  de  m  un  peu  plus  grandes 
que  fj.  ;  mais  m  continuant  à  croître ,  cette  fonction  reprendra  le 
siyue  —  qu  elle  avait  d'abord,  puisque  son  augmentation  due  au  chan- 
gement de  h  en  ht  est  aussi  petite  qu'on  le  veut ,  en  prenant  kt  très 
peu  différente  de  h.  Ainsi  les  valeurs  de  m  qui  aunullent  la  fonction 

K^  -f-  HV  où  l'on  fait   ,r=X,  augmentent  quand  on  remplace  h 

kg 

par  ht ,    c'est-à-dire  quand  la  valeur  de  — ^—    pour  x  =  x  devient 

plus  grande.  Si  au  contraire  elle  devient  plus  petite  (ou  si  Ton  rem- 
place ht  par  h),  on  prouvera  pareillement  que  chaque  valeur  de  m 

qui  annulle  la  fonction  K  -±-  -f-  HV  où  l'on  fait  x=X,  devient 
plus  petite. 
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On  reconnaît  de  la  même  manière  que  les  valeurs  de  ni  qui  anuul- 
lent  V  (X,  m)  augmentent  ou  diminuent  toutes  à  la  fois,  selon  que  la 

valeur  de      v      pour  x  =  x  devient  plus  grande  ou  plus  petite,  en 


considérant  qu'alors  celle  de  — -=n-  pour  x  =  X   diminue  ou   aug- 

dx 
mente. 

Ainsi,  lorsqu'on  fait  varier  la  valeur   h    du  rapport    — ==—    pour 

.r  =  x,  soit  en  lui  attribuant  des  valeurs  constantes  de  plus  en  plus 
grandes  depuis —  co  jusqu'à  +  00,  soit  en  prenant  pour  h  des  fonc- 
tions décroissantes  de  m  de  plus  en  plus  grandes,  sans  changer  les 
fonctions  G  et  K,  les  valeurs  de  m  qui  satisfont   soit  à  l'équation 

dV 
K  -7-  -f-  HV  =  pour  x  =  X,  soit  à  l'équation  V(X,  m)  =0,  aug- 
mentent toutes  à  la  fois. 

Les  valeurs  de  m  qui  satisfont  aux  deux  équations 

K—  —   n\  =  o,  pour  x  =  x, 

dW 
et  K  —  4-  HV  =  o,  pour.r  =  X. 

augmentent  donc  en  même  temps  que  les  quantités  h  et  H,  dont  cha- 
cune est  une  constante  ou  une  fonction  décroissante  de  m. 

XXIII. 


Supposons  que  dans  l'équation  (I) 

■4-  GV  =  o, 


-•(«  = 


d\\ 


dx 


on  remplace  la  fonction  de  x  et  de  m  que  G  représente  par  une  autre 
fonction  G,  de  x  et  de  m,  qui  pour  chaque  valeur  de  x  et  de  m  surpasse 
G  d'une  quantité  aussi  petite   qu'on  voudra.  On  peut  concevoir,  si 
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l'on  veut,  que  G  dépende  non-seulement  de  x  et  de  m,  mais  encore 
d'un  autre  paramètre  indéterminé  n,  et  qu'en  faisant  croître  celui-ci, 
G  augmente  et  devienne  G,.  Remplaçons  aussi  K  par  une  autre  fonc- 
tion K,  de  x  et  de  m  qui  soit  moindre  que  K  d'une  quantité  aussi  pelite 
qu'on  voudra  :  on  peut  encore  considérer  K  comme  fonction  du  nou- 
veau paramètre  n,  et  admettre  que  K  devient  plus  petite  et  se  change 
en  Kt  par  l'augmentation  de  n.  L'équation  (I)  deviendra 


'•( 


K,£=) 
-T~  +  G.V.  =  .. 

Supposons  enfin  qu'on  ait  — ^ —  =  ou  un  peu  <  — ^—    pour 

x  =  x ,  quelle  que  soit  m ,  et  que  d'ailleurs  chacun  de  ces  rapports  di- 
minue ou  demeure  constant ,  quand  m  augmente. 

Cela  posé,  on  conclut  du  théorème  du  n°  XII,  en  y  remplaçant  m  par 
n,  que  la  nouvelle  fonction  V,  doit  s'évanouir  entre  les  limites  x  et  X 
autant  de  fois  ou  plus  de  fois  que  V  ,  et  que  chaque  valeur  de  x  qui 
annulle  V,  est  plus  petite  que  la  valeur  de  x  de  même  rang  à  partir  de  x 
qui  annulle  V.  En  outre  on  aura  d'après  le  n°  VI  pour  toute  valeur  de  x 
plus  grande  que  x 

*"  dx        .        dx  V,  V 

-V-  <  "y"  ou  ^TyJ  >  ^' 

1  dx  dx 

Conséquemment  en  faisant  x  =  X,  on  aura  pour  chaque  valeur 
de  m 


V, 


< 


et  comme  ces  deux  fonctions  décroissent  l'une  et  l'autre  quand  m 

dV 
K,  a-h.  +  HV, 

augmente, ^ ,  s'évanouira  en  passant  toujours  du  positif 

au  négatif  pour  des  valeurs  de  m  un  peu  plus  petites  que  celles  qui 
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K^  +  HV 
annullent ^ ,   c'est-à-dire  que  les   racines  m  de  l'équa- 
tion  K,-j-^  +  HV,  =  o  sont  un  peu  moindres  que  celles  de  l'équation 

K  - — f-  HV  =  o;  proposition  qu'on  pourrait  rendre  encore  plus  évi- 
dente par  le  raisonnement  développé  dans  le  numéro  précédent. 
En  considérant    qu'on    a  — -jy-    >    -^y  j  on  reconnaît  de  même 

dx  dx 

que  V,  (X,  m)  s'évanouira  pour  des  valeurs  de  m  plus  petites  que  celles 
qui  annullent  V  (X,  m)  (*). 

On  voit  par  tout  ce  qui  précède  comment  l'augmentation  ou  la  di- 
minution de  chacune  des  quantités  H,  h,  G  et  K,  indépendamment  de 
la  variationde  m,  influe  sur  lesvaleurs  de.r  qui  annullent \(x,  /n)  entre 
les  limites  x  et  X,  et  sur  les  valeurs  de  m  qui  satisfont  à  l'équation 

d\ 
K  - — f-  H  V  =  o  pour  x  =  X. 

XXIV. 

On  a  supposé  dans  tout  ce  qui  précède  que  H  était  une  quantité  cons- 
tante ou  une  fonction  décroissante  de  m.  Si  l'on  prend  pour  H  une  fonc- 
tion quelconque  de  m  assujettie  à  la  seule  condition  de  ne  pas  devenir  infi- 

Kg                       KS+HV 
nie,  la  fonction  -^ f-  H  ou  == où  l'on  fait  x  =  X,  pourra 


(*)  Par  exemple ,  le  problème  de  la  distribution  de  la  chaleur  dans  une  sphère 
homogène  conduit  à  des  e'quations  de  cette  forme 

d'Y  /  n  \,T 

qu'on  intègre  en  supposant  V  =  o  pour  x  —  o. 

i  d\ 

D'après  ce  qui  précède  les  valeurs  de  m  qui  satisfont  à  l'équation  -r- -f- H  V  =  o , 

pour  x=  X  ou  à  l'équation  V  (X  ,  m)  =  o,  diminuent  quand  la  quantité  n  aug- 
mente ,  et  si  n  n'admet  pas  de  valeurs  positives ,  les  racines  m  de  ces  équations  sont 
les  plus  petites  quand  n  =  o. 
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tantôt  croître,  tantôt  décroître.  En  désignant  par  et  et  ë  deux  valeurs 

de  m  consécutives  qui  annullent  V  (X,  m),  cette  fonction  — =-   -f-  H 

aura  toujours  pour  les  valeurs  de  m  un  peu  plus  grandes  que  a  des  va- 
leurs positives  très  grandes  et  pour  les  valeurs  de  m  un  peu  plus  pe- 

tites  que  £  de»  valeurs  très  grandes,  puisque  — .—  où  l'on  fait  .r  =  X 
passe  de —  ce  à  -f-  oo,  toutes  les  fois  que  m  atteint  et  dépasse  une  va- 
leur qui  annulle  V  (X,  ni)  :  par  conséquent  K  —  -f-  HV  changera  de 
signe  en  s'évanouissant  une  fois  ou  un  nombre  impair  de  fois  tandis 
que  m  croîtra  depuis  ajusqu'à  €;  il  pourra  même  arriver  que  K-j — f-  HV 
s'évanouisse  pour  d'autres  valeurs  de  m  entre  a  et  £sans  changer  de  signe. 

KS  +  HV 

On  voit  aussi  que  si  la  quantité ^ est  positive  pour  une  certaine 

dV 
valeur  de  m,  K  —  -f-  HV  devra  changer  de  signe  une  fois  ou  un  nombre 

impair  de  fois  tandis  que  m  croîtra  depuis  cette  valeur  jusqu'à  celle  im- 
médiatement supérieure  qui  annulle  V  (X,  m)  et  que  K  —   -j-  HV  ne 

changera  pas  de  signe  ou  en  changera  un  nombre  pair  de  fois,  tandis 
que  m  variera  depuis  la  valeur  dontils'agit  jusqu'à  celle  immédiatement 
inférieure  qui  annulle  V(X,  m).  D'après  cela  il  est  aisé  de  voir  comment 
on  devra  modifier  les  propositions  des  nos  XX.  .  .XXIII,  en  supposant 
que  H  soit  une  fonction  quelconque  de  m,  au  lieu  d'être  une  constante 
ou  une  fonction  de  m  décroissante. 

XXV. 

Nous  avons  considéré  précédemment  les  changements  de  signe 
qu'éprouve  entre  les  limites  x  et  X  la  fonction  V  définie  par  l'équa- 
tion différentielle 


dx 


+  GV  =  o.  (I) 
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G  et  K  étant  des  fonctions  de  a;  et  de  m  qui  satisfont  aux  condi- 
tions énoncées  n°  XII. 

dV 
Maintenant  nous  allons  nous  occuper  de  la  fonction  K-^-+//Vque 

nous  désignerons  par  T,  p  étant  une  fonction  de  x  ou  une  cons- 
tante. 

En  posant  T  =  K  -^  +  p\  , 


dT       d(Kdx)     ,  dV  y    d?. 

ona  Tx=  ~~dx r/>s+'    dx> 

1               \      dxf  1  .    ,  ,       . 

en  remplaçant  dans  le  second  membre  -d~ par  la  quantité  équi- 
valente —  GV,  et  ^  par  T~f    ,  on  trouvera 

Kg-pT  +  (GK+^-K|)y=o.  (x,) 

La  formule 

donne  aussi 

cTT  =  ^(Kg)H-^V, 
d'où  l'on  tire 

T.«fV  — V./T  =  «TV.K^  —  V  -cT(k^). 

En  combinant  cette  dernière  formule  avec  les  équations  (4)  et  (5)  du 
n°  VI ,  on  aura  les  suivantes  : 

TJT  — V«JT  =  C  +f*V\£G.dx—f*(^).£K.dx,    (12) 

T  J  V  —  V<f  T  ==  C  —f*  V».cTG .  dx  +f*(^y  •  ^K .  rfr.      (1 3) 

Les  constantes  C  et  C  représentent  ici  les  valeurs  de  T<TV — VJT  pour 
x  =  x  et  pour  ,x  =  X. 

Mai   i836.  20 
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La  formule  (  1 2)  fait  voir  qu'on  aura ,  pour  chaque  valeur  de  x  , 

TSY  —  VcTT  >  0, 

si  l'on  prend  C  et  cTG  positives  ou  nulles,  et  cfK  négative  ou  nulle, 

comme  dans  le  n°  VI  (fin  étant  positive).   Alors  la  quantité  ,-jr   aug- 

T 

mente  ou  ^    diminue,  quand  m  augmente,  car  on  a 

T^V  —  VcTT  =  T'.cT  (I)  =  —  V.«T  (£). 

v 

Prendre  C  positive  on  nulle,  c'est  supposer  que  la  valeur  de  -^  pour 

T 
x=x  augmente  ou  que  celle  de  —  diminue,  quand  m  augmente . 

ou  que  l'une  et  l'autre  demeure  constante.  Nous  admettrons  en  outre 

que  T  ne  change  pas  de  signe  pour  x  =  x,  mais  que  V(x,  ni)  peut  en 

changer. 

Cela  posé,  attribuons  km  une  valeur  arbitraire  et  soit  £  une  valeur 

d\ 
de  x  qui  annulle  T.  Comme  T  représente  K -,--{-  p\,  V  ne  peut  pas 

être  nulle  en  même  temps  que  T  pour  x  =  £ ,  puisque  si  V  était  nulle, 

dV 
on  aurait  à  la  fois  V  =  o  et  -7-  =  o  pour  x  =  %,  ce  qui  est  impos- 
sible, n*  II.   On  le  voit  encore  par  l'équation  (12). 

L'équation  (12)  prouve  aussi  que  eTT  ne  peut  pas  être  nulle  en 
même  temps  que  T,  puisque  alors  T«TV—  VeTT  serait  nulle,  tandis 
qu'au  contraire  on  a  toujours,  en  vertu  de  nos  hypothèses, 

TcfV  —  VcTT>o. 

A  cause  de  T  =  o  ,  cette  inégalité  se  réduit  à 

—  VÉTT>o; 

ainsi  quand  T  =  o  ,  «TT  ou  t--  a  un  signe  contraire  à  celui  de  V. 

D'ailleurs  l'équation  (11)  fait  voir  que  -r-  sera  aussi  différente  de 
zéro  et  d'un  signe  contraire  à  celui  de  V,  si  l'on  a  pour  chaque  va- 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  i5i 

leur  de  or. 

gk  +  />'-k|>o.  (,4) 

En  admettant  cette  nouvelle  hypothèse,  toutes  les  fois  qu'on  aura 
T  =  o  pour  un  système  de  valeurs  de  x  et  de  m,  les  deux  dérivées 

dT  i'T 

j-  et  j—  auront  des  valeurs  différentes  de  zéro  et  de  même  signe. 

En  conséquence,  on  pourra  appliquer  à  la  fonction  T  tout  ce  qu'on  a 
démontré  dans  les  n°5  VII. .  .Xf  sur  les  changements  de  signe  de  V, 

en  s'appuyant  sur  ce  que  les  dérivées  -y-  et  5—  ont  des  valeurs  dif- 
férentes de  zéro  et  de  même  signe ,  toutes  les  fois  que  V  s'évanouit. 
Puisque  T  jouit  de  la  même  propriété,  on  en  conclura  successivement 
comme  on  l'a  fait  pour  V,  que  T  change  toujours  de  signe  eu  s'éva- 
nouissant ,  que  les  valeurs  de  x  qui  annullent  T  décroissent  progres- 
sivement quand  m  augmente,  et  que  si  T  est  nulle  pour  j?=X  et 
pour  une  valeur  particulière  de  m,  T  acquiert  pour  une  valeur  de  m 
un  peu  plus  grande  un  nouveau  changement  de  signe  près  de  la  li- 
mite X. 

De  là  résulte  le  théorème  suivant. 

XXVI. 

Soient  les  équations  différentielles 


.(* 


d\'\ 
~dx~) 


dx 

■(*£) 

dx 


•±3 

dx 


+  G'V  =  o, 
4-  G'V"=  o, 
4-  GV    =  o, 


dans  lesquelles  les  fonctions  G',  K',  etc.  remplissent  les  conditions 
énoncées  n°  XII.  Soit  p  une  fonction  de  x  telle  qu'on  ait  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites  x  et  X, 
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G'K'  +  f  -  K'  d£  >  o, 

G"K"+  p'  —  K"^  >  o,  (14) 

GK    4-  J*  —  K    ^  >  o, 

p  pouvant  se  réduire  à  une  constante. 

Si  l'on  a  pour  x  =  x,         „.?' >       ^ ,1a  fonction 

K'  — — |-»V"doit  s'évanouir  etchanger  de  signe  autant  de  fois  ou  plus  que 

K'  —  +  pV,  entre  les  limites  x  et  X,  et  chaque  valeur  de  x  qui  an- 
dx 

nulle  K'  — —  +  pV'  est  plus  grande  que  la  valeur  de  x  de  même  rang 
dx 

à  partir  de  x  qui  annulle  K"  -^  -f-  pV". 

En  outre,  si  K  -z — |-//V  a  toujours  pour  ,r  =  x  un  signe  constant 
qui  soit  aussi  celui  de  K'  -^  +  pT  et  de  K"  -^-  +  p\"  pour  ar==  x , 
et  si  la  valeur  du  rapport  — jç pour  x=x,  étant  d'abord  égale 

à  celle  de  — -rrp quand  m=  m',  augmente  ou  du  moins  ne  di- 

minue  pas  quand  m  augmente,  et  devient  égale  à  celle  de  — -^ 

quand  m  =  '«",  l'excès  du  "nombre  des  changements  de  signe  de 
K"  — — f-  p"  sur  le  nombre  des  changements  de  signe  de  K'  - — (-p\  ' 
entre  les  limites  x  et  X ,  est  précisément  égal  au  nombre  des  change- 
ments de  signe  qu'éprouve  la  fonction  K  -j-  +  pVoù  l'on  fait  a?=X, 

lorsque  m  croît  depuis  m'  jusqu'à  m". 

Remarques.  —  Quoiqu'on  ait  supposé  pour  établir  ce  théorème  que 
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dx 


dY 
la  fonction  K  -r — \- pV  ne  change  pas  de  signe  pour  x  =  x,  et  que 


dY'  dY" 

par  conséquent  K'  -j \- pV  et  K-"-r:  +  />V"   ont  le   même  signe 

pour  .r  =  x,  cependant  la  première  partie  du  théorème  a  lieu,  lors 

même  que  les   valeurs  de  K'  -z — (-  p\'  et  de  K"  -, f-  pS"    pour 

x=x  sont  de  signes  contraires.  En  effet,  on  a  la  faculté  de  changer 
le  signe  de  la  fonction  V  par  exemple,  sans  qu'elle  cesse  de  vérifier 
l'équation  différentielle 


*«) 


*—  +  G'v'  =  ». 

et  la  condition 

V  <  V" 

— w -  ~~W' Pour  x  —  x- 

En  changeant  le  signe  de  V,  celui  de  K'  -z |-/>V'    est  changé  en 

même  temps  pour  chaque  valeur  de  x  et  en  particulier  pour  x  =  x. 
Chacune  des  fonctions  V,  V  et  V  peut  avoir  pour  x  =  o  une  valeur 
positive,  négative  ou  nulle,  indifféremment. 

dY' 
Si  l'on  a  K'-^—  -j-  pV  =  o  pour   xz=x,  le    théorème  qui    vient 

d'être  énoncé  a  toujours  lieu,  pourvu  que  l'on  considère  le  rapport 

V 
,v, comme  égal  à  —  oo  pour  x  =  x  (*)  et  qu'on  ne  tienne 

K'1sr+j,r'. 


(*)  En   effet,   on  a  — =  o  pour  x  =  x  et  m  =  m':    or  quand  m 

augmente,  ce  rapport  (yj  doit  décroître,  et  conséquemment  devenir  négatif: 

V 
en  sorte  que  — -y^ a  pour  xz=  x  une  valeur  négative  d'autant  plus  consi- 

dérable  que  m  diffère  moins  de  m'. 
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pas  compte  de  la  valeur  x  parmi  celles  qui  annullent  K',-, f-  pV   eu 


les  comparaut  avec  celles  qui  annullent  K*^-  -hpY'. 

Si  l'on  a  K"  — (-  p\"  =  o   pour  x  =  x ,  le  théorème  subsiste  en- 


V" 
core  en  supposant  — -j™ =  +  co  pour  x=x  et   en  tenant 

K'  1Ï-  +PV' 
compte  de  la  valeur  x  parmi  celles  qui  annullent  K"  -; hpV". 

Enfin  si  l'on  a  à  la  fois  K'  — -f-pV'  — 0  et  K"~-\-p\"  =  o  pour 

.   .  .  ^y 

x  =  x,   on  doit  supposer   aussi  constamment  K  -j-  +  pV  =  o  pour 

x—x,  tandis  que  /«croit  depuis  m'  jusqu'à  m",  et  il  faut  alors  dans 
l'énoncé  du  théorème  n'avoir  égard  qu'aux  valeurs  de  x  plus  grandes 

que  x  qui  annullent  les  fonctions  K'  d—  +  pV',  K"  ^  +  p\"   et 

XXVII. 

On  peut  sans  altérer  les    fonctions    G  et   K    dans  l'équation .  . . 

2£- h  GV  =  o ,  faire  varier  seulement  le  rapport  de  V  à  R  -v 

pour  a- ==x.  En  supposant  toujours  GK+p'  —  K.-^  >  o,  le  théo- 
rème du  n°  XXVI  se  réduit  alors  au  suivant,  dans  lequel  les  fonc- 
tions V,  et  V,  sont  celles  qui  ont  été  définies  au  n°  XIII* 

«S 
Si  1  on  fait  croître  la  valeur  h  de  pour  x  =  x  par  degrés  in- 

sensibles depuis  — m  jusqu'à  -f-  ce  ,  chaque  valeur  de  x  qui  annulle 

dV 
K.  -j--\-p\  augmente  continuellement  en  passant  par  toutes  les  gran- 
deurs comprises  entre  deux  valeurs  de  x  consécutives  qui  annullent 
K  -r-^  +  pV,  :  quand  h  =  o,  on   a  les  valeurs  de  x  qui  annullent 
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XXVIII. 

Il  est  aisé  de  voir  comment  on  doit  modifier  le  théorème  du 
n°  XXVI ,  si  l'on  remplace  les  conditions  énoncées  pour  la  limite  x 
par  des  conditions  analogues  pour  la  limite  X.  Nous  ne  donnerons  ici 
qu'une  partie  du  nouvel  énoncé. 

Soient  les  deux  équations  différentielles 


é(K*± 


J  4.  G'V  =  o, 


dx 


dxj  +    Q'/y''^    0j 


dx 
et  supposons  toujours 

G"  >  G',     R"  <  R', 
G'K'  +  p>  -  K'd£  >  o, 
G'V'+p  -  K«§  >  o. 


Si  l'on  a 


dv         ~  =—d\-' —  —  Pour  X  =  X> 


dX" 
la  fonction  R"-y-  -4-pV*  s'évanouira  entre  les  limites  x  et  X  autant 

rfV' 
de  fois  ou  plus  de  fois  que    K'  -j-  +  pV,   et  pour  des  valeurs 

de    x   respectivement  plus   grandes   que    celles    de   même  rang   à 

dS_ 

dx 


partir  de  X    qui    annullent  R'  -j f-/>V'. 


Si  l'on    a  R'  -3 \-p\'=o  pour  x  =  X,  cette  proposition  sub- 
siste pourvu  que  l'on  considère  — —= comme  égal   à    -f-  x 

"5F 
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pour  x  =='%.,  et  qu'on  ne  tienne  pas  compte  de  la  valeur  X  parmi 
celles  qui  annullenl  R'  -. — \-p\',  en  les  comparant  à  celles  qui  ao- 

nullent  K"^  +  pV". 

Si  l'on  a  R"  -z — \-p\T"=o  pour.r=X,  il  faut  regarder       „.„ 

comme  égal  à  — »  pour  x=~S.,    et  compter   la  valeur  X  parmi 
celles  qui  annullent  V". 

Si  l'on  a  en  même  temps  R'  -y-  +  />V  =  o  et  R"  -, \-  p\  "  pour 

a:==X,  il  faut  dans  le  même  énoncé  n'avoir  égard  qu'aux  valeurs 

de  x  plus  petites  que  X,  qui  annullent  R'  -z \-pV  et  R"  -j-  +  Y". 


XXIX. 

Les  théorèmes  des  n0i  XII  et  XV  sur  les  changements  de  signe  de 
V  et  de  V",  nous  ont  donné  comme  corollaires  les  propriétés  déve- 
loppées dans  les  ncs  XVI ,   XVII  et  XVIII.  Eu  appliquant  les  mêmes 

raisonnements  aux  deux  fonctions  R'-^-f-pV    et   R"  -5 h  />Y", 

on  déduira  des  nos  XXVI  et  XXVHI  des  propriétés  de  ces  fonctions 
tout-à-fait  analogues  à  celles  de  V  et  de  V".  Il  suffira  de  les 
énoncer. 

V                                V" 
Quelles  que  soient  les  valeurs  de  — -r^ et  de  — -fur, • 

soit  pour  x=.x,  soit  pour  x—X,  deux  valeurs  de  x consécutives  qui  an- 
nullent R'  -z — (-pV comprennent  toujoursau  moins  une  valeur  dex  qui 

aunulle   R"^ — f-pV",  et  deux  valeurs  de  x  consécutives  qui  annul- 


dx 
d_ 

dx 

dx " 


lent  R"  ^-  -\-p\"  ne  peuvent  pas  comprendre  plus  d'une  valeur  de  x 

~,  dV  T, 

qui  annulle  R'  -3 r-  />V  • 


Admettons  maintenant  qu'on  ait  à  la  fois 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  107 

>  Y 


pour  x  =  x  , 


V"  <"  V  Y 

^-  — — pour  x  =  X. 

dx       r  dx 

dV 
Alors  la  nitmt  valeur  de  x  à  partir  de  x  qui  annulle  K.'  -^  -\-pV,  est 

dV" 
plus  grande  que  la  ri'm'  valeur  de  x  qui  annulle  K"  -j-  +/A "et  plus 

dV" 
petite   qu'une    autre  valeur   de   x  qui  annulle   K"  -. |-  p\"  d'un 

rang  marqué   par  n  +  1  (à  partir  de  x),  e  désignant  combien  de  fois 

K' f-  p\"  s'évanouit  de  plus  que  K.'-t-  +  /?V'  entre  les  limites 

x  et  X. 

En  particulier,  si  6=1,  c'est-à-dire  si   K."  ^--f-pV"  ne  s'an nulle 

qu'une  fois  de  plus  que  K'  —  +/?V   entre  x  et  X  ,    chaque  valeur 

île  x  qui  annulle  K'  -j — \- pV  tombe  entre  la  valeur  de  x  de  même 

rang  à  partir  de  x  qui  annulle  K"         -f-  pV"  et  la  valeur  de  x  im- 

d\r" 
médiatement    supérieure    qui    annulle   aussi    K"  ~^~hp^  ">  de  sorte 

que  les  deux  fonctions  K"  -z |-/?V"  et  R '  j^"^"P^'  s'évanouissent 

l'une   après   l'autre  alternativement ,    tandis   que   x    croît   depuis  x 
jusqu'à  X. 

Si  l'on  prend  entre  x  et  X  des  valeurs  a  et  b ,  K"  -3 (-  p\'    ne 

peut  s'évanouir  entre   les   limites  a  et  b  qu'une  fois  de   moins  que 
K'  -j-  +  p\~'  ;  d'un  autre  côté  K"  -j-  -j-p\"  s'évanouit  entre  les  limites 

a  et  b  au  plus  ê  fois  de  plus  que  K'  ^ f-  p\'.    Conséquemment ,    entre 

deux  valeurs  de  x  consécutives  a  et  £  qui  annullent  K' \-pS' ',  il  ne 

peut  exister  plus  de  g  valeurs  de  x  qui  annullent  K'— — \-pV".  Si  l'on  avait 
K"  ^—  -f-  p\"  =  o,  en  même  temps  que  K'   — (-  p\'  =  o ,    pour 
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x  =  a  ou  pour  x  =  Ç,  K"  -3 \- p\"  s'évanouirait  au  plus  t —  i  fois 

entre  et  et  Q,  sans  compter  son  évanouissement  pour  x  =  a  ou  pour 
x  =  6.  Et  si  K"  ~-  -+-pV"  était  nulle  en  même  temps  que  K'  -j-  -f  pV' 
pour  les  deux  valeurs  aetS,  il  n'y  aurait  au  plus  que  e —  2  valeurs 
de  x  entre  a.  et  C  qui  annuleraient  K"  - f-  ^V. 

Si  l'on  aK'^-  -r-/>V  =  o  ou    K.'  ^-  +  />V"  ==  o  pour  x  =  x  ou 

pour   x=X,   ou    si    l'on   a   à  la  fois   K'^-  -+-  pV  =  o    et 

dV" 
K"  ^-  +  />V"  =  o  pour  ,r  =  x  ou  pour  x  =  X ,  les  propositions  pré- 
cédentes subsisteront,  pourvu  qu'on  ait  égard  aux  remarques  qui  ter- 
minent les  nos  XXVI  et  XXVIII. 

XXX 

En  observant  qu'on  a 


<ir\      V     /   —  V3 


et 


il/-™ 


•(*£) 


on  peut  mettre  l'équation 


dx 
dV\ 


'^  +  GV=„,  (,) 


sous  les  deux  formes  suivantes 


C$*,+iCgU 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  i59 

et 

<L_/-    V\  „    •-    V 


On  voit  ici  que  si  la  fonction  G  est  positive  comme  K  entre  les  li- 
ites  x  et  X,   —  I        x  )  est  constamment  négative  entre  ces  limites 


*-t3bJ\  positive ,  et  par  conséquent  en  faisant  croître  x  depuis 


Kd-1 


dx  ■  V 

x  jusqu'à   X,  la  fonction   — =■-    diminue     continuellement    et  — ^ 


KTr 


augmente. 

Quand  x  en  croissant  atteint  une  valeur  qui  annulle  V,  on  a  sim- 
plement -j-  C — -jtA  =  ^ ,  d'où  l'on  conclut  que  lors  même  que  G 
\^TxJ 


(*)  Ainsi  en  faisant 


J  = 

—    S' 

z 

r 

l'équation 

'■(*£) 

dx 

+ 

GV 

se  transforme  dans  les 

deux 

suivantes  : 

"S' 


(i; 


Tx  +  G  +-r=o      et     _  =  Gz>  +  R, 

qu'on  peut  réciproquement  ramener  à  l'équation  (1).  Ces  dernières  renferment 
comme  cas  particulier  l'équation  de  Riccati ;  on  peut  leur  appliquer  les  transfor- 
mations dont  l'équation  (I)  est  susceptible  et  qui  seront  indiquées  dans  le 
n°  XXXV. 
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,  .  .  v 

11  est  pas  positive,   — jçT  passe  toujours  du  négatif  au  positif  quand 


dx 


V  sevanouit.  Cette  propriété  qu'on  a  déjà  remarquée  n°  II,  n'est  pas 
particulière  à  la  fonction  V;  car  en  généra] ,  lorsqu'une  fonction  f(x) 

d'une  variable  x  s'évanouit,  le  quotient   *-—  passe  du  négatif  au  po- 
sitif, f'(x)  étant  la  fonction  dérivée  de  f(x). 

d\ 

m  rv   -J— 

Quand  -j-  devient  nulle  pour  une  valeur  de  x,  — ^  passe  eu  s'é- 
vanouissant  du  positif  au  négatif,  si  G  est  positive;  donc  pour  cette 
valeur  de  x  qui  annulle  -3-  ,  V  a  une  valeur  maximum  soit  positive 
soit  négative  ,  puisque  pour  les  valeurs  de  x  un  peu  plus  grandes  que 
celle-là  —  prend  un  signe  contraire  à  celui  de  V  et  que  pour  les  valeurs 

de  x  un  peu  moindres,  --  a  le  même  signe  que  V,  ce  qui  indique  une 

valeur  maximum  de  V.  On  peut  encore  le  reconnaître  en  écrivant  l'é- 
quation (I),  ainsi 

K—  -1-  d-^d-l  +  GV  =  0 

dx'  dx  dx      ' 

r    ,,  .  .  .  ,  dX  dY 

L»  étant  positive,  on  voit  que  quand  on  a  -j-  =  o,    ^— ,  a  un  signe 

contraire  à  celui  de  V,  ce  qui  est  le  caractère  d'une  valeur  maximum 

de  V.  Cette  fonction  V  ne  peut  donc  point  avoir  de  valeur  minimum, 

dV 
quand  G  est  positive  ;  elle  deviendait  minimum  ,  si  -j-  s'annullait  pour 

une  valeur  de  x  qui  rendrait  G  négative. 

XXXI. 

Désignons  par  p  une  quantité  constante  ou  une  fonction  de  x 
qui  décroisse  continuellement,  tandis  que  x  croit  depuis  x  jusqu'à 

X.  En  supposant   toujours  G  positive ,    la    fonction   — f-  P   ou 

doit,  d'après   ce  qui  précède,   décroître  à  mesure  que  x 

augmente,  aussi  long-temps  que  Vue  sevanouit  pas.  Cette  fonction 
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ue  peut  changer  de  signe  qu'en  devenant  nulle  ou  infinie.  Elle  devient 
infinie  lorsque  V  sevanonit;  alors  elle  passe  du  négatif  au  positif.  Elle 

devient  nulle  quand  onaRj+/5V  =  o;  on  ne  peut  pas  avoir  en 

même  temps  V  =  o,  car  alors  on  aurait  V  =  o  et  K  -v-  =  o    pour    la 

même   valeur  de    x,   ce    qui   est   impossible.    Puisque    la  fonction 
dV 

^ décroit,  taudis  que  x  augmente,  elle  passe  quand  elle  s'é- 
vanouit du  positif  au  négatif;  puis  x  continuant  à  croître,  elle  décroit 
indéfiniment  en  prenant  des  valeurs  négatives  de  plus  en  plusconsidé- 

rables ,  jusqu'à  ce  que   V    devienne  nulle.  Alors  y devient 

infinie  et  change  de  signe  en  passant  de  —  zc  à  -f-  oo  ;  et  x  conti- 
nuant à  croître,  elle  recommence  à  décroître  et  prend  des  valeurs  po- 
sitives de  plus  en  plus  petites  jusqu'à  ce  qu'elle  s'évanouisse  de  nou- 
veau ;   après  quoi  elle  devient  négative  jusqu'à  ce  que  V  s'annulle  : 

de  sorte  qu'en  général  les  deux  fonctions  V  et  K  -, — \-p\r  s'évanouis- 
sent l'une  après  l'autre  alternativement  pour  des  valeurs  croissantes 
de  x. 

dV 

En  conséquence,  si  la  fonction   ^ est  positive  pour  x=x 

et  pour  jc  =  X,  tandis  que  x  croîtra  depuis  x  jusqu'à  X,  elle  ne 
pourra  changer  de  signe  qu'un  nombre  pair  de  fois,  en  passant  d'a- 
bord  par  zéro,  puis   par  l'infini,  et  ensuite  par   zéro  et  par  l'infini 

alternativement.    Les  deux  fonctions  K  - — f-  pV  et  \   s'évanouissent 

donc  l'une  après  l'autre  tour  à  tour  un  même  nombre  de  fois,  et  c'est 

dV 
K  —  -f-  p\  qui  s'évanouit  la  première. 

.Kd7  +  ?y 

Si ^ est  négative  pour  x  =  x  et  pour  x  =  X,  les  deux 

dV 
fonctions  V  etK—  -f-  p\    s'évanouiront    encore    entre  ces   limitts 
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un  même  nombre  de  fois  et  toujours  l'une  api'ès  l'autre  :  V  sevanouira 

la  première. 

T.  dV 

•  K  Tx  +  ^V 
Si  = a  une  valeur  positive  pour  x=x  et  négative  pour 

x  =  X ,  K^ — |-/>V  sevanouira  une  fois  de  plus  que  V  entre  les  li- 
mites x  et  X  ;  d'ailleurs  ces  deux  fonctions  s'annullent  toujours  l'une 
après  l'autre  alternativement,  et  c'est  K  -y-  -f-/>V  qui  devient  nulle  la 
première. 

.*  =  +  >* 

Enfin,   si est  négative  pour  x  =  x  et  positive  pour 

dV 
x  =  X  ,  K  -j-  -f-  p\  s'évanouira  une  fois  de  moins  que  V  entre  les  li- 
mites x  et  X  et  V  deviendra  nulle  la  première. 

Dans  tous  les  cas,  deux  valeurs  de  x  consécutives  qui  annullent  l'une 

de  ces  fonctions  V  et  K  — — f-  pY  comprennent   toujours   entre   elles 

une  valeur  de  x  qui  annulle  l'autre  et  n'en  comprennent  qu'une , 
pourvu  que  G  soit  positive  et  que  la  quantité  p  n'augmente  pas  quand 
x  augmente. 

XXXII. 
Lorsque  G  changera  de  signe  entre  les  limites  x  et  X,  ou  que  p  ne 

sera  pas  constante  ou  fonction  décroissante  de  x,  la  fonction^-    -f-  p 

pourra  tantôt  croître,  tantôt  décroître.  Comme  en  désignant  par  a.  et 
£  deux  valeurs  de  x  consécutives  qui  annullent  V ,   cette   fonction 

dx 
—y r  p  a  toujours  pour  les  valeurs  de  x  un  peu  plus  grandes  que 

a  des  valeurs  positives  très  grandes  et  pour  les  valeurs  de  x  un  peu 
plus  petites  que  Q  des  valeurs  négatives  très  grandes,  on  voit  que  la 

dW 
fonction  K  - — \-p  V  changera  de  signe  une  fois  ou  un  nombre  impair 

de  fois  entre  aet£,  et  pourra  même  eu  outre  s'évanouir  sans  changer  de 
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signe  si  Ion  n'a  pas  constamment  GK+p* — K^>o.On  voitaussique 

si  la  quantité = est  positive  pour  une  certaine  valeur  de  x, 

K  —  +p\  changera  de  signe  une  fois  ou  un  nombre  impair  de  fois  dans 

l'intervalle  compris  entre  cette  valeur  de  x  et  celle  immédiatement 

supérieure  qui  annulle  V  ,  et  que  K  -r  -f-//V  ne  changera  pas  de  signe 

ou  en  changera  un  nombre  pair  de  fois  dans  l'intervalle  compris  entre 
la  même  valeur  de  x  et  celle  immédiatement  inférieure  qui  annulle 

V.  L'inverse  aura  lieu ,  si  ^ est  négative  pour  la  valeur  de 

x  que  l'on  considère. 

XXXIII. 

G  étant  positive,  si  l'on  remplace  p  par  une  quantité  pt  constante 
ou  fonction  décroissante  de  x  qui  pour  chaque  valeur  de  x  soit  un  peu 
plus  grande  que  p ,    les  valeurs  de    x  qui  annulleront  la  fonction 

K  ^ — r-/>,V   seront   un  peu  plus  grandes  que  celles  qui    annullent 
K  -z — (-  p\  ,  puisqu'on  a  pour  chaque  valeur  de  x , 

dx     ,         -  dx     . 

et  que  ces  deux  fonctions  décroissent  l'une  et   l'autre  quand  .x  aug- 
mente. On  peut  au  surplus  appliquer  ici  le  raisonnement  du  nu  XIX. 

Si  donc  on  prend  successivement  pour  p  des  valeurs  constantes 
croissantes  depuis  —  oo  jusqu'à  -f-  oo  ,  ou  des  fonctions  de  x  de  plus 
en  plus  grandes  qui  décroissent  tandis  que  x  croit  depuis  x  jusqu'à  X, 

chaque  valeur  de  x  qui  annulle  K  -j-+^V  doit  augmenter  en  même 

temps  que  p ,  sans  cesser  d'être  seule  comprise  entre  deux  valeurs  de 
x  consécutives  qui  annullent  V  ;  celles-ci  répondent  à  p=  =fcx  .  Les 

valeurs  de  x  qui  annullent  -j-  répondent   àp  =  o.   Chacune    d'elles 

rend  V  maximum  (n°  XXX). 
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XXXIV. 

On  a  supposé  depuis  le  u°  XXX,  la  fonction  G  positive  et  p  égale 
à  une  constante  ou  à  une  fonction  de  x  qui  décroît,  tandis  que  x 
croit  depuis  x  jusqu'à  X.  De  là  résulte  GK  +  p%  —  K  £  >  o.  Celle 
condition  (14),  la  seule  à  laquelle  p  fût  assujettie  dans  les  nos  \XV... 
XXIX.  étant  actuellement  remplie,  en  supposant  G  positiveet/7  cons- 
tante ou  fonction  décroissante  de  x,  on  peut  combiner  les  proposi- 
tions de  ces  n°s  XXV... XXIX  avec  celles  des  n°s  suivants  XXX, 
XXXI  et  XXXII  et  en  déduire  de  nouvelles  conséquences  qu'il  nous 
paraît  superflu  de  développer. 

XXXV. 

En  différentiant  plusieurs  fois  l'équation  (I)  après  l'avoir  écrite  ainsi  : 

v  d-\     ,     dK  d\      ,    r>\T 

K  -y—  -f-  -,-  -j h  GV  =  o  , 

dx*     '     dx  dx 

.    .       .  .       -         .  d  V       rf'V  , 

on  obtiendra  pour  toutes  les  fonctions  —  ,    -j-j  ,  etc. .  .  .  des  expres- 
sions de  cette  forme  Q  -7-  +  RV,  Q  etR  étant  des  fonctions  connues 


de  x.  Par  conséquent,  si  l'on  multiplie  V,  -=- ,  -7^  ,  etc.  par  des  fonc- 
tions de  x  arbitraires  ,  la  somme  des  produits  pourra  se  réduire  à  une 
expression  semblable  M  - — |-  NV.   En  la  mettant   sous  cette  forme 

M/v  dX    ,    KN,A        ,   ,  .       .  KN  ,    •  .. 

K  \K  dx  +  "M    V  '    et  faisant3T  =  P>   on    poun"a    lui    appliquer 


ït(kS  +  ¥v)'  et  faisantir 

les  diverses  propositions  démontrées  précédemment  sur  les  change 

d\ 
dx 


ments  de  signe  de  la  fonction  K  -j--f-/>V,  pourvu  que  p  remplisse  les 


conditions  énoncées. 
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XXXVI. 

Un  peut  déduire  de  la  théorie  qui  précède  un  grand  nombre  de 
conséquences.  Celles  que  nous  allons  développer  suffiront  pour  faire 
comprendre  le  sens  et  l'usage  de  nos  théorèmes. 

Soit  donnée  l'équation 

où  L,  M,  N  sont  des  fonctions  de  x  données  entre  deux  limites  x  et 
X.  On  peut  la  transformer  dans  la  suivante  : 

-^-  +  GV  =  o,  (,6) 

en  faisant 

u  =  ev. 

6  étant  une  fonction  arbitraire  de  x. 

En  effet  l'équation  (  i5)  devient  en  y  remplaçant  U  par  6V, 

et  on  la  rend  identique  avec  l'équation  (16),  en  faisant 

dK _^_  .    M 

Kdx  ~26dJ~T'  L  ' 


On  tire  de  là 


puis 


T    d'6    ,    „  de 

G_LdF+MT*  +  *ê 

K~"  L« 


rmdx 
«     '  iL 

K  =  ô'.e  ,  (17) 


PMdx 

/—  r^ï  r>idx 

=  r-e      +He      dï  +  e    •  t-sJ. 
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ou  enfin , 

On  connaît  ainsi  les  fonctions  K  et  G  (17)  et  (18)  dans  la  nouvelle 
équation  (16)  qui  remplace  l'équation  (ij) 

Si  l'on  prend  la  fonction  arbitraire  G  positive  entre  les  limites  x  et  X, 
U  et  V  s'évanouiront  pour  les  mêmes  valeurs  de  x. 

En  supposant  9  =  1  ,  on  a  U  =  V,  et  l'on  retombe  sur  la  transfor- 
mation indiquée  au  commencement  de  ce  mémoire ,  n°  I ,  pour  ra- 
mener l'équation 

L$X+M^+JÎV  =  o 

dx*     '  dx 

à  la  forme 

dX  \ 

**'  +  GV=  o. 


(* 


dx 

Par  cette  transformation,  l'équation  (i5)  peut  toujours  être  préparée 
dL 
dx' 

dV' 


de  telle  sorte  qu'on  ait  M  =  y- .  Elle  est  alors 


K/xJ  +  NU  =  o. 

dx 


En  y  faisant  U  =  9V,  pour  la  transformer  dans  celle-ci 


on  trouve 


±£l  +  GV  =  o.  (.6) 


K  =  9»L  , 

G  =  N9'  +  9.     Kd*       (*). 


(*)  La  variable  indépendante  est  la  même  dans  l'équation  (19)  et  dans  sa  trans- 
formée (16)  obtenue  en  faisant  U  =  AV.  On  pourrait  encore  ramener  l'équation 
(19)  à  une  autre  de  même  forme  qui  renfermerait  la  même  fonction  U  en  prenant 
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Si  l'on  prend  en  particulier  G  =  -J-  \  d'0ù  dô  =  ~"d^L ,  on  aura 

et  par  ces  substitutions  l'équation  proposée 

-\^l  +  NU  =  o  (,9) 


sera  remplacée  par  celle-ci 


dx 
que  nous  allons  considérer. 


S  +  GV  =  o  (ai) 


XXXVII. 


Supposons  que  la  fonction  G  soit  positive  pour  toutes  les  valeurs 
de  x  croissantes  depuis  une  valeur  a  jusqu'à  une  autre  b. 

Prenons  une  constante  G'  égale  ou  inférieure  à  la  plus  petite  valeur 
de  G  dans  l'intervalle  compris  entre  a  et  b ,  et  une  autre  constante  G" 
égale  ou  supérieure  à  la  plus  grande  valeur  de  G  dans  le  même  inter- 
valle ,  et  posons 

_  +  GV   =  0, 

~  -f-  G"V"=  o. 


une  nouvelle  variable  indépendante  z  dont  x  serait  fonction.  Car  cette  équation 
(19)  deviendrait 

d     r-    L       #Ut    ,     ^(dx\ 

dz~ 


r    L       dU-i         Kfdx\   Tr 


Si  par  exemple  on  détermine  z  de  manière  qu'on  ait  —  =  L  ou  rfz  =  —,    l'é- 
quation (19)  deviendra 

-r-  +  LN.U  =  o. 
dz* 


i68  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Ces  deux  équations   linéaires  à  coefficients    constants  s'intègrent  et 
donnent 

V  =  C  sin .  0  \  G'  +  c')  ,  V"  =  C"  sin  .  (x  \/G"  +  c"). 

Quelles  que  soient  les  valeurs  de  V  et  de  -7-    pour   x  —  a,    on   peut 

toujours  prendre  les  constantes  arbitraires  c',  c",  C,  C",  telles  qu'on 
ait  pour  xz=a 

dV  d\        dV"  dV 

dx    >     dx_  dx    <C    dx 

y  =   v  '     v*  =  "v"» 

et  que  V  et  V  aient  pour  xz=  a,  le  même  signe  que  V. 
Si  V  était  nulle  pour  a:  =  a,oii  prendrait 

V  =  C  sin .  [(*  —  a)  \ZG>]  ,      V"  =  C"  sin  {{x— a)  \/W]  , 

afin  d'avoir  aussi  V  =  o  et  V"  :=  o  pour  x  =  a. 

Cela  posé,  il  résulte  du  théorème  du  n°  XII,  que  la  fonction  in- 
connue V  s'évanouira  entre  les  limites  a  et  b  au  moins  autant  de  fois 
que  V  et  au  plus  autant  de  fois  que  V". 

Mais  le  sinus  représenté  par  V  s'annulle  pour  une  suite  de  valeurs 

de  x  équidifférentes  dont  la  différence  constante  est  r.Vdoit  donc 

s'évanouir  entre  a  et  b  ,  au  moins  autant  de  fois  que  l'intervalle  b  — a 
contieut  — - =   ou   autant    de    fois  qu'il    y   a   d'unités   entières    dans 

.  On  verra  de  même  que  V  doit  s'évanouir  entre  a  et  b  au 

plus  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans +  1 . 

Conséquemment ,  lorsqu'en  prenant  l'iiitervalle  b  —  a  de  plus  en 
plus  grand,  le  produit  [b — a)  \  G'  deviendra  plus  grand  que  tout 
nombre  donné,  V  s'évanouira  pour  une  infinité  de  valeurs  de  x  crois- 
santes jusqu'à  l'infini.  C'est  ce  qui  a  lieu  toutes  les  fois  que  G  ne  dimi- 
nue pas  jusqu'à  zéro  ,  tandis  que  x  croît  depuis  une  valeur  a  jusqu'à 
l'infini;  et  lors  même  qu'en  faisant  croître  x  jusqu'à  l'infini,  G  dimi- 
nuera jusqu'à  o,   V  pourra  encore  s'évanouir  pour  une  infinité  de 
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valeurs  de  x,  puisqu'il  suffit  pour  cela  que  le  produit  (b —  a)\/G' 
augmente  indéfiniment  en  même  temps  que   b. 

On  peut  prendre  la  limite  b  assez  rapprochée  de  a  pour  que  1  inter- 
valle b  —  a  soit  plus  petit  que       '_ -.  Aloi's  si   pour  x=.a   et  pour 

x  =  b,  Va  des  valeurs  de  même  signe,  V  ne  s'évanouira  pas  entre 
les  limites  a  et  b  ;  mais  si  V  a  des  valeurs  de  signes  contraires  pour 
x  =  a  et  pour  x  =  b,Y  s'évanouira  pour  une  seule  valeur  de  x  com- 
prise entre  a  et  b. 

La  principale  difficulté  de  la  résolution  des  équations  numériques 
est,  comme  on  sait ,  d'assigner  des  intervalles  qui  ne  comprennent  pas 
de  racines  ou  qui  n'en  comprennent  qu'une.  A  l'égard  des  équations 
V  =  o  qui  nous  occupent,  cette  difficulté  est  réduite  par  ce  qui  pré- 
cède, à  celle  de  déterminer  le  signe  de  la  fonction  V  pour  diverses 
valeurs  de  x  suffisamment  rapprochées. 

ÎN'ous  allons  donner  dans  le  numéro  suivant  des  formules  pour  dé- 
terminer approximativement  les  valeurs  de  x  qui  aunullent  Y. 

XXXVIII. 


L'intervalle  b — a  étaut  pris  plus  petit  que — r= . ,  il   ne  peut  y  avoir 

entre  a  et  b  qu'une  seule  valeur  de  x  qui  annulle  V.  Il  s'agit  de  déter- 
miner cette  valeur,  si  elle  existe. 

En  posant  les  équations  différentielles 


g  +  GÎV-  =  o, 

%  +  G"V=  o, 
on  peut  prendre  pour  V  et  V"  les  expressions  suivautes 


(22) 


V  =  C  sin.Lr(<r  _  ayG/  —  t'],   ] 
V"  =  C"  sin.[(*  —  aVG77  —  t"  \ ,    J 


(25) 


C,  C",  t',  t!',  étant  les  constantes  arbitraires.  On  peut  d'ailleurs  sup- 
poser les  arcs  de  cercle  t',  t",  compris  entre  o  et  tt. 
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On  doit,  d'après  le  théorème  du  n°  XII,  remplir  les  conditions 

dT_  dV  kV*        dV 

dx      >    dx  dx    <?    dx 

-yr-  __    y-     et     yr  __  y  pour  x  =  a. 

Or  les  valeurs  (23)  de  V  et  de  V"  donnent  pour  x  =  a , 

d\'  dV" 

V  tangt'  V"    "  tangt"' 

En  désignant  donc  par  p  la  valeur  (positive  ou  négative)  du  rapport 

V 

jy  pour  x  =  a,  il  faudra  qu'on  ait 

dx 

—  }^F   >I     et      _  J/ÇÏ  <  L 
tang  t'  =  p  tangj"   =  p' 

On  tire  de  là 

tang  t1  >  _  p\/Q',       tangi"  <  —  py/G' ,      (24) 

pourvu  toutefois  qu'on  prenne  tang  t'  et  tang  t"  d'un  signe  contraire 
à  celui  de  p  :  les  quantités  t'  et  t"  doivent  d'ailleurs  être  comprises 
entre  o  et  ir. 

On  voit  d'après  l'expression  (23)  de  V  qu'on  aura  la  plus  petite  va- 
leur de  x  immédiatement  supérieure  à  a  qui  annulle  V  en  posant 

(a:  —  a)  y/G'  —  t'  =  o, 

d'où  l'on  tire 

.      t' 

x  =  a  H -=  ; 

l/G 

de  même  la  plus  petite  valeur  de  x  au-dessus  de  a  qui  annulle  V*  est 

^    t/G" 

Cela  posé ,  si  l'on  désigne  par  £  la  valeur  de  x  immédiatement  su- 
périeure à  a  qui  annulle  la  fonction  V,  et  si  cette  valeur  £  ne  sur- 
passe pas  b ,  on  aura  en  vertu  du  théorème  du  n°  XII. 

2  <  a  +  -4=  ,       %>a+  -£=.  (25) 
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Les  quantités  t ',  t"  comprises  entre  o  et  tt  étant  déterminées  par  les 
formules  (24)- 

Ainsi  l'on  connaîtra  deux  limites  entre  lesquelles  sera  comprise  l'in- 
connue £ ,  pourvu  que  j*  tombe  entre  a  et  b ,  comme  on  l'a  supposé. 

Si  ces  deux  limites  ne  surpassent  pas£,  on  sera  certain  qu'il  existe 
entre  elles  une  valeur  de  x  qui  annulle  V;  cette  valeur  désignée  par 
?  est  d'ailleurs  la  seule  entre  a  et  b  qui  annulle  V. 

Si  la  limite  inférieure  a-\ — -=.  surpasse  b ,  on  en  conclura  que  la 

y  G" 

fonction  V  ne  s'évanouit  pas  quand  x  croît  depuis  a  jusqu'à  b. 

Mais  si  b  est  comprise  entre  a  -f-  — =  et  a  H —  ,  on  sera  dans 

v  [/G"  i/G'' 

l'alternative  de  savoir  si  V  s'annulle  pour  une  valeur  de  x  comprise 

entre  a  -\ —  et  b,  ou  si  V  ne  change  pas  de  signe  dans  l'intervalle 

V/G" 

de  a  à  b;  la  question  serait  décidée  si  l'on  connaissait  le  signe  de  V 
pour  x  =  b,  comme  pour  x  =  a. 

Les  formules  (24 ,  25)  sont  relatives  à  la  valeur  a  plus  petite  que  la 
racine  cherchée  £.  On  peut  établir  des  formules  analogues  qui  se  rap- 
portent à  la  valeur  b  plus  grande  que  £. 

On  présente  les  valeurs  de  V  et  V"  qui  satisfont  aux  équations  (22), 
sous  cette  forme  : 

V  =  C  sin.[(.*  —  b)  s/V  +  u], 
V"  =  C"  sin.[(a?  —  b)  \/G'  +  u"). 

On  remplit  les  conditions 

dY         dY        dT         d\ 

dx    <C    dx  dx    *>    dx  , 

Y    _  -y  ,      -yr   _  -y    pour  xz=b; 

en  prenant 

tang  u'    >  q  s/G',     tang  u"  5  q\/G' ,  (26) 

V 
q  désigue  la  valeur  de  -7^   pour  x  =  b  ;  tang  u'  et  tang  m"  doivent 

dx 
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avoir  le   même  signe  que  q ,   et  l'on    prend  u!  et  u    entre  o  et  tt. 
La  valeur  de  x  immédiatement  inférieure  à   b  qui   annulle  V  est 

h —  ;  celle  qui  annulle  V*  est  b -==.  En  désignant  toujours 

y  G'  y  G" 

par  £  la  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b  qui  annulle  V,  on  a,  d'après 

le  n°  XX, 

«  >  *  -  vë  "  t<h-h-      (27) 

Si  ces  deux  limites  ne  sont  pas  moindres  que  a,  on  sera  certain 
qu'il  existe  entre  elles  une  valeur  £  de  x  qui  annulle  V. 

Si  la  limite  supérieure  b ^=.  est  plus  petite  que  a,  V  ne  pourra 

point  s'évanouir  entre  a  et  b. 

Enfin,  si  a  est  comprise  entre  b =    et    b —  -7=  ,  il  pourra 

r  V'G'  l/G* 

se  faire  que  V  s'annulle  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  a  et 

b -=. ,  ou  bien  que  V  ne  s'annulle  pas  dans  l'intervalle  de  a  à  b  , 

y/G"  n  r 

on  décidera  la  question    si   l'on   connaît   le  signe  de  V  pour  x  =  a 

comme  pour  x  =  b. 

On   peut   donc  par   le    moyen   des   formules  (24,    25,   26  et  27) 

lorsqu'on    a  deux    limites    a    et    b    comprenant    une    seule   valeur 

de   x  qui  annulle  V  ,  déterminer  de  nouvelles  limites  a'  et  b'  qui 

approchent  davantage  de  cette  valeur  0.  Pour  faire  usage  de  ces  for- 

V 
mules,  il  nest  pas  nécessaire  d'avoir  la  valeur  exacte/»  de  -^t  pour 

dx 
x  =  a;  il  suffit  de  connaître  par  un  moyen  quelconque  une  valeur 
plus  petite  que  p  et  une  autre  plus  grande  que  p.  Il  en  est  de  même 
pour  q. 

On  obtiendra  de  nouvelles  valeurs  encore  plus  approchées  de  £  en 
appliquant  les  mêmes  formules  (24,.  .  .)  aux  limites  a'  et  b'  qu'on 
vient  de  déterminer;  il  faut  pour  cela  calculer,  s'il  est  possible,   des 

V 

valeurs  approchées  de  -=.  pour  x  =  a'  ou  pour  x~b',  et  prendre 

~dx 
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deux  nouvelles  constantes  G'  <  G  et  G"  >  G  dans  l'intervalle  compris 
entre  a'  et  b' . 

XXXIX. 

Prenons  maintenant  pour  les  limites  a  et  b  deux  valeurs  de  x  con- 
sécutives a  et  €  qui  annullent  V  et  supposons  que  pour  x=.  a,  on  ait 
V'=o,  V*  =  o,enmême  temps  que  V  =  o. 

En  prenant  la  constante  G' <  G  et  G"  >  G  dans  l'intervalle  com- 
pris entre  a  et  f,  nous  aurons 

V  =  C  sin .  !>  -  a)  V'G7^ ,     V"  =  C"  sin .  [(x  —  a)  v/G"j. 

D'après  le  théorème  du  n°  XII,  la  valeur  £  qui  annulle  V  doit  être 
plus  grande  que  la  première  valeur  de  a:  au-delà  de  a.  qui  annulle  V" 
et  plus  petite  que  la  première  valeur  de  x  au-delà  de  a  qui  annulle  V, 
d'où  résulte 

€  —  a  >  Vg"   g  -  *  <  7f 

et  par  conséquent , 

£  —  a  —        ' —  ,  (28 1 

£  étant  une  certaine  valeur  de  x  comprise  entre  «  et  ê,  et  G(^  la  va- 
leur de  G  correspondante  à  x  =  %. 

On  a  de  même,  en  désignant  par  y  la  valeur  de  x  immédiatement 
supérieure  à  C  qui  annulle  V, 

y  —   C  =  — ,    £'  étant  entre  C  et>. 

Supposons  que  G  diminue  continuellement  jusqu  à  la  valeur  ?. ,  tandis 
que  x  croît  depuis  a  jusqu'à  b,  et  soient  *,,J»,  y\  . .  les  valeurs  de  x 
comprises  entre  a  et  b  qui  annullent  V;  on  a  alors  G(£')  <[  G(£)  et 
par  conséquent  y  —  ë  >  Q  —  a  :  ainsi  les  différences  entre  ces  va- 
leurs de  x  consécutives  comprises  entre  a  et  b  qui  annullent  V  vont 

en  augmentant  et  s'approchent  de  la  quantité    — z  qu'elles  ne  peuvent 

dépasser. 

Mai  i836.  *3 
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Cette  proposition  subsiste  lorsque  G  dimiuue  jusqu'à  la  limite  A  tandis 
que  x  croit  depuis  la  valeur  a  jusqu'à  bz=  x  .  Dans  ce  dernier  cas,  si 
la  limite  A  de  G  est  o,  les  différences  €  —  a,  y  —  Ç ,. .  .  deviendront 
plus  grandes  que  tout  nombre  donné,  quoiqu'il  puisse  exister  encore 
une  infinité  de  valeurs  au-delà  de  a  qui  aunullent  V. 

On  voit  de  même  que  si  G  augmente  continuellement  en  s'approchant 
d'une  limite  A  tandis  que  x  croît  depuis  a  jusqu'à  b ,  b  pouvant  être 
infinie,  les  différences  entre  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b 
qui    aunullent    V   diminuent    progressivement    et    convergent   vers 

—=:  il  s'ensuit  que  si  b  =  x  ,  V  s'annulle  pour  un  nombre  infini  de 
y/A  ^  r 

valeurs  de  x,  comme  on  l'a  déjà  vu  plus  haut  n°  XXXVII  ;  et  si  G  aug- 
mente jusqu'à  l'infini  en  même  temps  que  x,  les  différences  entre  ces 
valeurs  finissent  par  devenir  plus  petites  que  toute  quantité  donnée 
Ces  résultats  sont  applicables  par  exemple  à  la  fonction  U  donnée  par 
l'équation 

—  4-   -    —  -4-   (r%  —  —  "\  U  =  o 
dx  x   dx  \  .r*  ) 

^       dx  '       .        (  -.  n\  TT 

— ^ r-    (r>x  --)U  =  o, 

qu'on  rencontre  dans  plusieurs  problèmes  de  physique  et  de  mécanique, 
r  et  n  étant  des  constantes.  M.  Poisson  a  donné  dans  ses  mémoires 
l'expression  de  cette  fonction  en  intégrales  définies. 

La  transformation  U  =  —r=  (n°XXXVT)  donne  ici 

£+("+^)v=o. 

Lorsqu'on  an  <  *-,  G  diminue  continuellement  en  s'approchant  de 
la  limite  r*,  tandis  que  x  croit  depuis  o  jusqu'à  oo  .  V  ou  U  doit  donc 
s'évanouir  pour  une  infinité  de  valeurs  de  x,  dont  les  différences  con- 
sécutives vont  en  augmentant  et  convergent  rapidement  vers  la  limite 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  >75 

-  sans  pouvoir  la  dépasser;  de  plus  on  a 


4* 

Ç  étant  une  certaine  valeur  de  .r  comprise  entre  a  et  £  et  conséquem- 
menl  entre  a  et  a  +  -• 

r 

Quand  on  a  «  >  i,  G  augmente  depuis  o  jusqu'à  r%  tandis  que  x 
croit  depuis  la  valeur  — jusqu'à  -f-oc.  V  doit  donc  s'éva- 
nouir encore  pour  une  infinité  de  valeurs  de  x  dont  les  différences 
diminuent  continuellement  et  tendent  vers  la  constante  -qu'elles sur- 
passent toujours  :  on  a  de  plus 

G  —  a  =  —  ,       £  tombant  entre  a  et  Q.         ( 5o) 

vr-~w 

Lorsqu'on  aura  calculé  à  l'aide  des  formules  du  n°  XXXVIII,  quel- 
ques-unes des  plus  petites  valeurs  de  x  qui  annullent  V  ou  U,  les 
formules  (5o)  donneront  les  valeurs  suivantes  avec  assez  d'approxi- 
mation. 

XL. 

Il  arrive  fréquemment  que,  dans  l'équation  générale 


dx 
qui  devient 

d-X 


+  GV  =  o, 

d'x      '  ' 

en  faisant 

V  —  UVL     et     G  =  j 7=  '•  ^L(n«XXXVL, 

L  y  L  dxJ    K 

les  fonctions  L,  N,  contiennent  avec  x  une  autre  indéterminée  r, 

23.. 
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et  qu'on  faisant  croître  r  depuis  une  certaine  valeur  jusqu'à  -f-  x  la 
fonction  G  est  positive  et  augmente  indéfiniment  avec  /*.  Dans  ce  cas, 
V  ou  U  s'évanouira  autant  de  fois  qu'on  voudra  entre  deux  limites  a 
et  b,  quelque  rapprochées  qu'elles  soient,  pourvu  qu'on  attribue  à  r  une 
valeur  suffisamment  grande. 

De  cette  propriété  et  de  la  deuxième  partie  du  théorème  des  nos  XII 
et  XV,  on  conclut  encore  que,  si  U  a  toujours  le  même  signe  pour  une 
certaine  valeur  de  x  quelle  que  soit  ;-,  et  si  l'on  attribue  à  x  une  autre 
valeur  particulière  quelconque  plus  grande  ou  plus  petite,  cette  fonc- 
tion U  ne  contenant  plus  d'autre  variable  que  r,  s'évanouira  et  chan- 
gera de  signe  pour  une  infinité  de  valeurs  de  /croissantes  jusqu'à  l'in- 
fini, et  d'après  le  n°  XX,  il  en  sera  de  même  tle  la  fonction  L-T--f-HU, 

H  étant  une  quantité  constante  ou  une  fonction  quelconque  de  r. 

Ces  propriétés  conviennent,  par  exemple,  à  la  fonction  U  donnée 
par  l'équation  (29);  elles  auront  encore  lieu  si  l'on  prend  plus  généra- 
lement 

L  =  h*  -f-  /'/  +  etc. ,     N  =  ru'  -f-  n'f'  -f- .  ■  . , 

/,  n  étant  des  fonctions  positives  de  x  sans  /•,  /',  n',  l" . .  .  d'autres 
fonctions  de  x  tout-à-fait  arbitraires,  A,  A'.  .  .  des  exposants  quel- 
conques rlécroissants  de  même  que  v  ,  v1  .  .  .  et  A<  v.  Si  l'on  avait 
,\  =  v  ou  >•  r,  U  ne  pourrait  s'évanouir  qu'un  nombre  limité  de  fois 
entre  a  et  b  quelle  que  fut  r,  et  en  donnant  à  x  une  valeur  particu- 
lière, il  n'y  aurait  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  de  r  qui  pourraient 

annuller  U  aussi  bien   que  L- — (-HU. 

Dans  les  problèmes  de  physique,  l'indéterminée  /•  ne  se  trouve  or- 
dinairement qu'au  i"  ou  au  2e  degré  dans  N  et  n'entre  pas  dansL. 

XLI. 

Pour  compléter  la  théorie  qui  précède ,  nous  allons  encore  com- 
parer les  valeurs  des  deux  fonctions  V,  V",  définies  par  les  équations 
différentielles 

£  +  G'v'  =  '■ 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  177 

ÇÇ  +  G"V"  =  o , 

dx"      ' 

dans  l'intervalle  compris  entre  deux  limites  a  et  b,  en  supposant  que 
ces  deux  fonctions  ne  changent  pas  de  sigue  dans  cet  intervalle,  et 
qu'on  ait 

dY'        dY' 

~dx~  ^  dx 

pour  x  =  a ,    yTr  =  -yr  ■■ 

G'  et  G"  sont  comme  dans  le  n°  XII  des  fonctions  données  de  x,  telles 

que  G"  est  >  G'. 

Ces  fonctions  V  et  V"  ne  changeant  pas  de  signe  entre  les  limites 
a  et  b,  il  est  permis  pour  le  but  que  nous  nous  proposons  de  les 
supposer  toutes  deux  positives  entre  ces  limites.  Car  si  V  par  exemple 
était  négative,  on  pourrait  changer  son  signe  et  la  regarder  comme 
positive,  sans  qu'elle  cessât  de  vérifier  l'équation  différentielle 


rf3v;  +  G'v'=o, 


dx 
et  la  condition 

dY         dV 
dx  dx 

v*-  —  ~W  Pour  x  —  a- 

Considérons  une   autre   fonction  V  donnée   par   l'équation  diffé- 
rentielle 

rfaV     .     rxr 

*F  +  GV  =°> 

G  étant  comme  dans  les  n°s  VI  et  suivants,  une  fonction  de  x  et  d'une 

indéterminée  m,  qui  devienne  la  même  que  G'  quand  on  fait  m  =  m  , 

la  même  que  G"  quand  m  =  m",  et  qui  augmente  quand  m  croit  de- 

dV 

dx 
puis  m'  jusqu'à  m".  Supposons  en  outre  que  la  valeur  de  -^-    pour 

dY 

x  =  a,  d'abord  égale  à  celle  de  -^-  quand  m  =  m,  décroisse  ou  du 
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moins  ne  croisse  pas  quand  m  augmente  et  devienne  égale  à  celle 
dV 

de  -==-  quand  m  devient  égale  à  m". 

Ces  conditions  étant  admises,  il  ne  peut  pas  arriver  que  tandis  que 
m  croît  depuis  m' jusqu'à  m",  la  fonction  V  s'évanouisse  pour  une  va- 
leur de  x  comprise  entre  a  et  b;  car  dans  ce  cas  V"  s'évanouirait  pour 
une  valeur  moindre,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse.  V  sera  donc  cons- 
tamment positive  comme  V  et  V*  entre  ces  limites  a  et  b ,  et  le 
dV 

dx  •  ... 

rapport  ■=■  ne  deviendra   point   infini.  Mais  d'après  le  n°  VI,  cette 

dV 

quantité  ^  doit  décroître  continuellement,  tandis  que  m  augmente  : 

ses  valeurs  extrêmes  sont  ■=-  et  -==y .  On  aura  donc  pour  chaque  va- 
leur de  x  comprise  entre  a  et  b , 


dS"         dX' 

dx        .     dx 

puis  en  multipliant  par  la  quantité  positive  VV", 
v«  Ç  -  V  ?-  >  o. 

dx  dx 

On  en  conclut 

d       /V 
dx 


■  {%)  >  « 


c'est-à-dire  que   le  rapport   ~s  augmente  tandis   que   x  croit  de- 
puis a  jusqu'à  b.  Si  donc  on  suppose  V  ~  V"  pour  x  =  a  on  aura 

constamment  V  >■  V"  pour  toutes  les  valeurs  de  x  croissantes  depuis 
a  jusqu'à  b. 

On  peut  arriver  au  même  résultat  dune  autre  manière  plus  diiecle. 
Les  deux  équations  différentielles 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  179 


donnent  celle-ci 


'    +  G'V"  =  o  , 


V*^_V'^=  (G"  —  G')  V'V"; 


dx2  dx 

ou  bien 


4-(v"i-v'S)  =  (G"_Govr.  (3l) 

Par  hypothèse,  V  et  V*  sont  positives  entre  les  limites  a  et  b ,  et 
l'on  a  G'  >  G';  le  terme  'G*  —  G')  V'V"  est  donc  positif  et  l'on  a 


d       /,T„  dV' 


,  •  (**  %  -  *  S)  >  »• 

d'où  il  suit  que  la  quantité  V"  -3 V  -r-  augmente,  tandis  que  x 

croît  depuis  «  jusqu'à  b.  Si  donc  on  suppose  cette  quantité  positive 
ou  nulle  pour  x  =  a  ,  ce  qui  donne 

dv"       <rr 

dx  dx 

ipr  =    yr  pour  x  =  a , 


on  aura  depuis  a  jusqu'à  b  , 
et  par  conséquent 


v£-v£>., 


Z  ■  (v")  >  °' 


d'où  l'on  conclut  comme  précédemment,  que  =™  augmente  en  même 

temps  que  x,  et  que  si  l'on  a  V  ~  V*  pour  x  =  a,  on  aura  V  >  V" 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  croissantes  depuis  a  jusqu'à  b. 

On  trouvera  delà  même  manière  que  çs   diminue  tandis  que  x 
croît  depuis  a  jusqu'à  b,  et  qu'on  a  dans  cet  intervalle  V  >  V",  si 
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l'on  a 

dY  dY 

■yir  =  -yr  et   V  ~  V"  pour  x  =  b, 
au  lieu  de  supposer,  pour  x  =  a, 


dY         dY 

dx  dx       .  ,-,   = 

-^   =  ^  et  A     > 


V". 


On   parviendra  encore  aux  mêmes  conclusions,    si  "V  et  V  sont 

nulles  en  même  temps  pour  x  =  a ,  ou  pour  x  =  b ,  pourvu  qu'alors 

dY  =  dY  dY  =  dY'  , 

on  prenne  ^  >  -^   pour  x  =  a,  ou  ^  <  -^  pour  x  =  b,  en 

V 
observant  que  le  rapport  ^   devient   égal  à  celui  des  différentielles 

dY     dX" 

^—'    -^.»  quand  V  et  V"  sont  nulles. 

XLIL 

On  peut,  parce  qui  précède,  déterminer  dans  tout  l'intervalle  com- 
pris entre  deux  limites  a  et  b  des  valeurs  approchées  de  la  fonction  V 
définie  par  l'équation  différentielle 

^+GV  =  o,  (Si) 

G  étant  une  fonction  quelconque  de   x,  lorsqu'on  connaît  les  valeurs 

dV 
exactes  ou  approchées  de  V  et  de  -j-   pour  x:=.a  ou  pour  xz=b,  et 

que  V  ne  change  pas  de  signe  ou  demeure  positive  entre  ces  limites. 

A  cet  effet ,  on  déterminera  des  fonctions  V  et  V"  qui  vérifient  les 
équations 

%  +  °T  =  ».  | 


(35) 


G'  étant  une  fonction  de  x  ou  une  constante  plus  petite  que  G  entre 
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les  limites  a  et  b ,  et  G"  une  autre  fonction  de  x  ou  une  constante  plus 
grande  que  G. 

(  )n  intégrera  ces  équations  (53)  en  remplissant  les  conditions 

<W        dV 
dx    ^>    dx  im   ^   iT 

-yr  =  y    et    v  =  v>  Pour  x  =  a> 

dv"      dv  ?    (34) 

~~Y     et     V"2v,    pour  *  =  fl,    ) 

V  étant  par  hypothèse  positive  entre  les  limites  a  et  b,  V  sera  aussi 
nécessairement  positive,  et  si  l'on  trouve  que  V"  l'est  encore,  on  aura 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  croissantes  depuis  a  jusqu'à  b 

V  <  V     et     V  >  V". 

V  V 

En  outre  ^  diminuera  et  =g  augmentera,  tandis  que  x  croîtra  dans 

cet  intervalle. 

Si  l'on  intègre  les  équations  (33)  en  supprimant  les  conditions  (34) 
pour  x  =  a  et  les  remplaçant  par  celles  que  voici  pour  xz=.  b , 


dV'        dV 

dx    *C    dx  -,r,  >   T. 

yr  =    y"  et      V    =  V' 

dX"         dX 

—  >  ***  et      V"   <  V 

y»    =    y  =       ' 


pour  x  =  b     (35) 


On  aura  encore  entre  a  et  £ 

V  <  V     et     V  >  V; 

.  .  V  V 

d'ailleurs  ^  augmentera  et  ^diminuera,  tandis  que  x  croîtra  depuis 

a  jusqu'à  b. 

On  peut  ainsi,  en  rapprochant  suffisamment  les  limites  a  et  b  et 
choisissant  convenablement  G'  et  G",  déterminer  pour  chaque  valeur 
de  x  entre  a  et  b ,  des  valeurs  V  et  V"  entre  lesquelles  soit  comprise 
celle  de  la  fonction  inconnue  V.  Par  exemple,  si  G  est  positive  entre 

Mai   i836.  24 
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a  et  b  et  qu'on  prenne  G'  et  G"  constantes ,   G'  <  G  et  G"  >  G,   on 
aura  pour  V  une  expression  de  cette  forme 

V  =  Csin.r(.r  —  a)\'(P]  +  Dcos.[(x  —  «)v'G'j, 
ou  bien 

V  =  Csin.'(£  —  x)\'G\  +  Dcos  {{b  —  x)\'G'], 

et  une  expression  semblable  pour  V"  ;  on  déterminera  les  constantes 
arbitraires  C ,  D  , . .  .  de  manière  que  les  conditions  (54)  ou  (55)  soient 
satisfaites  ;  alors  pour  chaque  valeur  de  x  entre  a  et  b ,  la  valeur  de  V 
sera  comprise  entre  celles  de  ces  deux  fonctions  trigonométriques  V 
et  V"  qui  pourront  différer  très  peu  l'une  de  l'autre,  surtout  si  G  varie 
peu  entre  les  limites  a  et  b.  Si  G  est  négative  entre  a  et  b,  V  et  V 
deviendront  des  fonctions  exponentielles.  La  courbe  inconnue  crnd 
dont  l'ordonnée  serait  V,  se  trouve  par  là  renfermée  entre  deux  cour- 
bes connues  c'm'd',  c"m"d"  ayant  pour  ordonnées  V  et  V",  qui  lui 
servent  de  limites ,  pour  toutes  les  valeurs  de  l'abscisse  x  croissantes 
depuis  a  jusqu'à  b  ,  comme  l'indique  la  figure  (*). 


y 

W    _j 

/ 

m«J~--J 

d 

i 

i 

(*)  En  intégrant  l'équation  (3i)  entre  des  limites  quelconques,  on  trouve 

„„  dW'         ,„  rfV" 

V     dï  -  ^     rfF  =  C  +  f  <G"  -  G')  V'V"  dx-         C36) 

Cette  formule  coïncide  avec  l'équation '(g)  du  n°  V,  lorsqu'on  suppose  dans 
celle-ci  et  dans  les  deux  équations  différentielles  dont  elle  provient,  K  =  i 
et  K'  =  i. 

On  peut  en  s'appuyant  sur  cette  formule  (36) ,  démontrer  d'une  manière  nou- 
velle la  première  partie  du  théorème  du  n°  XII  ,  en  y  supposant  toutefois  les 
fonctions  K'  et  K"  réduites  à  l'unité. 

On  prouve  d'abord  que  deux  valeurs  consécutives  de  x  qui  annullent  V  com- 
prennent toujours  au  moins  une  valeur  de  .r  qui  annulle  V". 

En  effet,  supposons ,  s'il  est  possible  ,  qu'entre  deux  valeurs  de  x  consécutives 
«  et  S  qui  annullent  V,  il  n'y  ait  pas  de  valeur  de  x  qui  annulle  V.  On  peut  alors 
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XLIII. 

Les  considérations   précédentes  sur  l'équation   -j—  -|-GV=o  peu- 
vent s'étendre  avec  quelques  modifications  à  l'équation  plus  générale 

^'  \  K  ~dx  J  d-V  dC 

-j — - f-  GV=o  à  laquelle  on  ramène  L  -y- ;  4-  M  -r-  -f-NU  =  o 

en  faisant  U=  ÔV,  6  étaut  un  facteur  arbitraire. 


supposer  ces  deux  fonctious  V  et  V  positives  dans  l'intervalle  compris  entre  « 
et  ô,   puisqu'il  est  permis  de  changer  le  signe  de  chacune. 

Dans   l'équation    (36),    l'intégrale /(G"  —  G'jY'V'iir  prise  entre  ces  limites  « 
et  C  sera  donc  positive.  La  constante  C  sera  positive  ou  nulle,  car  elle  est  égale 

.  ,         ,         ,  ,       wdV'        .-,  dX"  „  „ 

a  la  valeur  du  premier  membre  V    — \     -r—  pour  r  =  a  ;  or  \    est  nulle 

r  dx  dx    r 

pour  x  =  a ,  — r—  a  pour  x  =  ee  le  même  signe  que  V  a  pour  les  valeurs  de  x  un 
dx 

peu  plus  grandes  que  u. ,  c'est-à-dire  le  signe   +  ;  et  en   outre   V  est  supposée 

positive  ou  nulle  pour  .r  =  «. 

On  aura  donc  pour  toutes  les  valeurs  de  x  depuis  «  jusqu'à  £ 

d\"  dX" 

1      Ix"^      -dx->°' 

et  puisque  V  redevient  nulle   pour  x  =  C  on  a 

v    dX'   „ 

\     — ; —   >>   o  pour  x  =  ». 
dx 

Donc   V"   qu'on  suppose   positive  entre  les  limites  et  et  C   ne  peut  pas  être  nulle 

pour  la  valeur  même  x  =  C ,  de  sorte  qu'elle  est  encore  positive  pour  x  =  C .  Et 

,„  dX'  „     d\"    ,         .     . 

puisqu  on  a   \      —j—   >   o   pour  x  —  o ,    - —    devrait  être  aussi   positive   pour 

•       dX'  ,      .  .     _ 

i  =  o,  mais  au  contraire  - —  est  négative  pour  x  —  £,  car  la  ionction  \     passe 

du  positif  au  négatif  en  prenant  le  signe  de  -r—  quand  x  atteint  et  dépasse  la 

dx 

valeur  C. 

Il  est  donc  absuide  de  supposer  que  Y    ne  change  pas  de  signe  entre  les  limiter, 

a.  et  C ,  Y"  étant  ou  n'étant  pas  nulle  pour  x  =  a. 

24.. 


d.(K 
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Oo  pourrait  aussi,  d'après  lesnos  XXVI.  .  .XXXV,  établir  relative- 
ment aux  valeurs  de  x  qui  anuullent  la  fonction  K  —  +pV,  des  pro- 
positions analogues  à  celles  que  nous  avons  données  pour  V.  Il  nous  pa- 
raît superflu  de  nous  y  arrêter.  Nous  terminerons  par  quelques  re- 
marques. 

Etant  donnée  l'équation 

dV\ 

si  l'on  considère  la  fonction  V  dans  l'intervalle  compris  entre  deux 
valeurs  quelconques  de  x ,  a  et  a  -f-  i,  et  ensuite  dans  un  autre  inter- 
valle égal  au  premier  compris  entre  deux  autres  valeurs  c  et  c-j-i, 
on  peut  à  l'aide  de  nos  théorèmes  comparer  les  états  de  cette  fonction 
dans  ces  deux  intervalles. 


On  démontrera  d'une  manière  semblable  à  l'aide  de  la  même  formule  (36)  que 
si  l'on  a  pour  une  valeur  de  x  désignée  par  x 

.„  d\'         „,  d\"  >  dx   <    dx 

V     -j V    -r-  o  ou  -=—   =    —, 

dx  dx    =  V  V 

il  doit  exister  entre  x  ,  et  la  valeur  de  x  immédiatement  supérieure  à  x  qui 
annulle  V,  au  moins  une  valeur  de  x  qui  annuité  V". 

De  ces  propositions  réunies  on  conclut  la  première  partie  du  théorème  du 
n°  XII ,  en  y  réduisant  K'  et  K"  à  l'unité. 

On  peut  encore  la  démontrer  de  la  manière  suivante  : 

Supposons  de  nouveau ,  s'il  est  possible ,  qu'entre  deux  valeurs  de  x  consé- 
cutives a  et  C  qui  anuullent  V  il  n'y  ait  pas  de  valeur  de  x  qui  annulle  V".  On 
peut  alors  supposer  V'et  V"  positives  entre  les  limites  a  et  f  dans  l'équation  (36); 
l'intégrale  J  (G"  —  G')  V'V  dx  prise  entre  ces  limites  sera  donc  positive.  La  cons- 
tante C  sera  positive  ou  nulle  puisqu'elle  est  égale  à  la  valeur  de  V "  -—  -=— 

pour  x  =  *,  et  que  pour  *  —  *  ,  V  est  nulle  ,  -3—   est  positive  et  V"  positive 

ou  nulle. 

On  a  donc  pour  toutes  les  valeurs  de  x  croissantes  depuis  a.  jusqu'à  C , 

i-ï-r£>.. 
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On  t'ait  d'abord  x  =  a  +  x'  et  en  désignant  par  G',  K'  et  V  ce  que 
deviennent  les  fonctions  G,  K  et  V  par  la  substitution  de  a-\-x'  a  la 
place  de  x ,  l'équation  (1)  devient 


<*£) 


,d\" 

1  +  G'V  =  o. 


dx' 
En  faisant  de  même  x  —  a-\-x",  elle  devient  aussi 


dx" 


+  G"V"  =  o. 


On  suppose  maintenant  que  a' et  x"  représentent  une  seule  et  même 
variable  croissante  depuis  o  jusqu'à/,  et  Ton  établit  la  comparaison 


,,    .    ,  „  d\  '  ,        , 

a  ou    V     —j—  >  o  pour  x  =  Q  ;  par  conséquent   V     qu  on  suppose  positive  entre 

les  limites  et.  et  €  ne  peut  pas  être  nulle  et  doit  être  encore  positive  pour  x  =  S. 

„  .     v„  dV'         v,  d\"  .  d    /V'\   .  .. 

Mais    V     -r-  —   V     — —   >   o,  donne  -7-  {  tts  )   >  o.  Ainsi  ,  tandis  que  x  croît 
dx  dx  dx  \V  /  ^ 

depuis  a.  jusqu'à  C,  la  quantité  ^  augmente  continuellement ,  sans  devenir  in- 
finie.   Mais  pour  les   valeurs  de   x  un  peu  plus  grandes  que  a   on  a  — ,  ^>  o, 

.  .  V 

puisque  V    et  V"  sont  positives.  On  devrait  donc  avoir  aussi  ^  ^>  o  pour  r  =£, 

ce  qui  n'est  pas,  puisque  pour  x  =  Ç ,  V  est  nulle  par  hypothèse  et  que  V*  ne 
peut  pas  l'être.  On  ne  peut  donc  pas  supposer  que  V  ne  change  pas  de  si»,ne 
entre  les  limites  «  et  C.  On  prouvera  de  même  que  si  l'on  a  pour  x  :=  x 

dV"        d\~' 

dV'  dV"  >  dx~  <   dï 

djr  dx    =  V     =  T 

en  faisant  croître   .z  à  partir  de  x  ,  V   devra  s'annuller  avant  V  .  J)e  la  résulte 

la  première  partie  du  théorème  dun°  12  ,  les  fonctions  K'  et  K"  y  étant  réduites 

i  l'unité. 

Quoique  la  démonstration  de  ce  théorème  développée  dans  les  d"  VII.  .  .XI 
soit  plus  complète  et  plus  lumineuse  que  celles  que  nous  venons  d'indiquer ,  nous 
n'avons  pas  cru  devoir  les  passer  sous  silence,  parce  qu'elles  peuvent  être  utiles 
dans  d'autres  occasions. 
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eutre  V  et  V".  C'est  ainsi  qu'on  peut  comparer  entre  elles  deux  por- 
tions différentes  d'une  ligne  courbe  correspondantes  à  des  intervalles 
égaux  pris  sur  l'axe  des  abscisses,  en  superposant  ces  deux  intervalles. 

Plus  généralement  on  peut  faire  successivement  x  égale  à  une  fonc- 
tion quelconque  d'une  indéterminée  x  ,  puis  à  une  autre  fonction 
d'une  autre  indéterminée  x".  Alors  V  se  changera  en  une  fonction  V 
de  x'  et  en  une  fonction  V"  de  x".  On  comparera  ensuite  V  et  V"  en 
supposant  que  x'  et  x"  représentent  une  seule  et  même  variable  indé- 
pendante. 

La  théorie  exposée  dans  ce  mémoire  sur  les  équations  différentielles 
linéaires  de  la  forme 

L~  -f-  M$"  +  NU  —  o. 

dxx  dx     ' 

correspond  à  une  théorie  tout-à-fait  analogue  que  je  me  suis  faite  an- 
térieurement sur  les  équations  linéaires  du  second  ordre  à  différences 
finies  de  cette  forme 

LU/+1  -f-  MU,  +  NU,.,  =f  o. 

i  est  un  indice  variable  qui  remplace  la  variable  continue  x;  L,  M,  K, 
sont  des  fonctions  de  cet  indice  i  et  d'une  indéterminée  m,  qu'on  assu- 
jettit à  certaines  conditions.  C'est  en  étudiant  les  propriétés  d'une  suite 
de  fonctions  U0,  U,,  U„  U3, . .  .  liées  entre  elles  par  un  système  d'équa- 
tions semblables  à  la  précédente  que  j'ai  rencontré  mon  théorème  sur 
la  détermination  du  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation  nu- 
mérique comprises  entre  deux  limites  quelconques,  lequel  est  ren- 
fermé comme  cas  particulier  dans  la  théorie  que  je  ne  fais  qu  indiquer 
ici.  Elle  devient  celle  qui  fait  le  sujet  de  ce  mémoire,  par  le  passage 
des  différences  finies  aux  différences  infiniment  petites.  Je  dois  dire 
cependant  que  j'ai  trouvé  pour  les  équations  à  différences  finies  dont 
il  s'agit ,  des  propositions  et  des  démonstrations  spéciales  qui  ne  sont 
pas  susceptibles  d'être  transportées  aux  équations  différentielles. 
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Sur  les  surfaces  du  second  degré  </ui  n  ont  pas  de  foyers: 
Par  M.  CHASLES. 


Les  surfaces  du  second  degré  de  révolution  sont  engendrées  par  la 
rotation  d'une  conique  autour  de  l'un  de  ses  deux  axes  principaux. 

L'axe  de  révolution  peut  être  le  grand  axe  ou  le  petit  axe  principal 
de  la  conique  génératrice;  il  résulte  de  là  deux  classes  de  surfaces  de 
révolution,  qui  ont,  sous  un  rapport,  des  propriétés  caractéristiques 
essentiellement  différentes. 

Dans  le  premier  cas ,  la  révolution  se  faisant  autour  de  l'axe  qui 
contient  les  foyers  de  la  conique  génératrice ,  la  surface  engendrée  a 
elle-même  deux  foyers  (dont  l'un  peut  être  à  l'infini,  c'est  le  cas  du 
paraboloide),  et  un  plan  directeur  correspondant  à  chaque  foyer.  De 
sorte  que  ces  surfaces  sont  le  lieu  géométrique  d'un  point  dont 
les  distances  à  un  point  et  à  un  plan  fixes  sont  entre  elles  dans 
un  rapport  constant. 

Tels  sont  l'ellipsoïde  allongé,  l'hyperboloïde  à  deux  nappes  ,  et  le 
paraboloide. 

Ces  surfaces  participent  aux  nombreuses  propriétés  des  coniques 
considérées  par  rapport  à  leurs  foyers.  C'est  là  leur  caractère  dis- 
tinctif. 

Les  surfaces  de  révolution  de  la  seconde  classe  sont  engendrées  par 
la  rotation  d'une  conique  autour  de  celui  de  ses  deux  axes  principaux 
qui  ne  contient  pas  ses  foyers.  Tels  sont  l'ellipsoïde  aplati ,  l'hyper- 
boloïde à  une  nappe ,  et  le  cylindre  parabolique  que  nous  considé- 
rons comme  engendré  par  une  parabole  tournant  autour  de  son  a\e 
principal  situé  à  l'infini. 
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Ces  trois  surfaces,  qui  sont  toujours  restées  en  dehors  de  l'étude  que 
l'on  a  faite  des  trois  premières,  sont  douées,  comme  celles-ci ,  d'une 
propriété  générale  et  caractéristique,  qui  consiste  en  ce  quelles  sont 
le  lieu  géométrique  d'un  point  tel  que  le  rapport  des  distances  de  ce 
point  à'  un  point  et  à  une  droite  fixes  soit  constant;  c'est  ce  que  nous 
exprimerons  par  le  théorème  suivant  : 

L'ellipsoïde  de  révolution  aplati ,  l'hyperboloïde  a  une  nappe  de  ré- 
volution ,  et  le  cylindre  parabolique ,  jouissent  de  la  propriété  que  les 
distances  de  l'un  quelconque  de  leurs  points  à  un  joyer  de  l'une  de 
leurs  sections  méridiennes  ,  et  à  la  directrice  corespondante  à  ce  foyer, 
sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant ,  quel  que  soit  le  point  pris 
sur  la  surface. 

En  effet,  cette  relation  aura  lieu  pour  tous  les  points  de  la  section 
méridienne,  c'est-à-dire  que  les  distances  de  chacun  des  points  de 
cette  conique,  à  l'un  de  ses  foyers  F  et  à  la  directrice  correspondante 
D.  seront  entre  elles  dans  un  rapport  constant  u. 

Maintenant  menons  un  plan  perpendiculaire  à  la  directrice,  il  cou- 
pera la  surface  suivant  un  cercle,  la  conique  en  deux  points  m  ,  m',  et 
la  directrice  en  un  point  d.  Si  l'on  cherche  quels  sont  les  points  dont 
les  distances  au  foyer  F  et  au  point  d  sont  entre  elles  daus  le  rapport  p, 
ces  points  seront ,  comme  on  sait ,  sur  une  sphère  ;  et  si  l'on  demande 
ceux  de  ces  points  qui  seront  sur  le  plan  coupant,  ces  points  se  trou- 
veront sur  un  cercle;  ce  cercle  passera  par  les  deux  points  m,  m',  qui 
satisfont  à  la  condition  commune  à  tous  les  points  de  ce  cercle.  Ce 
cercle  sera  placé  symétriquement  par  rapport  au  plan  de  la  section 
méridienne  ;  il  aura  donc  la  droite  mm!  pour  diamètre  ;  ainsi  ce  cercle 
sera  précisément  le  cercle  provenu  de  la  section  de  la  surface  de  révo- 
lution par  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  révolution. 

Or  les  distances  des  points  de  ce  cercle  au  point  d  de  la  directrice 
sont  aussi  les  distances  de  ces  points  à  la  directrice  elle-même  ;  donc 
tous  les  points  de  la  surface  jouissent  de  la  propriété  que  leurs  distances 
au  foyer  d'une  section  méridienne  et  à  la  directrice  correspondante, 
sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant. 

Ainsi  le  théorème  est  démontré. 

Dans  le  cas  du  cylindre  parabolique,  la  section  méridienne  est  la 
parabole  comprise  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  direction  des 
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arêtes  du  cylindre;  le  rapport^  est  alors  égal  à  l'unité;  et  le  cercle 
compris  dans  le  plan  perpendiculaire  à  la  directrice  de  la  parabole 
se  réduit  à  une  ligne  droite  qui  est  une  arête  du  cylindre.  La  démons- 
tration précédente  s'applique  parfaitement  à  ce  cas  particulier. 

Les  trois  surfaces  dont  nous  venons  de  démontrer  la  génération 
commune  jouissent  d'une  autre  propriété  commune  que  nous  énon- 
cerons d'abord  pour  l'ellipsoïde  et  l'hyperboloïde  ,  et  ensuite  pour  le 
cylindre  parabolique. 

Dans  l'ellipsoïde  de  révolution  aplati ,  et  dans  l'hyperboloïde  aune 
nappe  de  révolution ,  si  l'on  conçoit  une  section  méridienne ,  le  cône 
qui  aura  pour  sommet  un  foyer  de  cette  courbe,  et  pour  base  une 
section  faite  dans  la  surface  par  un  plan  quelconque  mené  parla  di- 
rectrice correspondante  à  ce  foyer,  sera  de  révolution. 

Soit  2  cette  section.  Cette  courbe,  d'après  le  théorème  ci-dessus, 
jouit  de  cette  propriété  que  le  rapport  des  distances  de  chacun  de 
ses  points  au  foyer  F  et  à  la  directrice  D  de  la  section  méridienne  , 
est  constant.  Si  l'on  conçoit  un  plan  fixe  mené  arbitrairement  par 
cette  directrice,  les  distances  des  points  de  la  courbe  2  à  ce  plan 
seront  proportionnelles  à  leurs  distances  à  la  directrice  ;  on  peut  donc 
dire  que  les  dislances  de  chaque  point  de  la  courbe  2  ,  au  point  F  et  à 
ce  plan  fixe  ,  seront  entre  elles  dans  un  rapport  constant,  ce  qui  prouve 
que  cette  courbe  est  une  surface  du  second  degré  de  révolution  qui  a 
un  foyer  au  point  F,  et  pour  plan  directeur  le  plan  fixe;  et  par  consé- 
quent, d'après  la  propriété  connue  des  surfaces  de  révolution  à  foyers, 
cette  courbe  sera  vue  du  point  F  suivant  un  cercle;  c'est-à-dire  qu'elle 
sera  sur  un  cône  de  révolution  ayant  son  sommet  lu  point  F. 

Ainsi  le  théorème  est  démontré. 

Dans  le  cylindre  parabolique ,  si  l'on  fait  une  section  par  un  plan 
perpendiculaire  aux  arêtes ,  et  que  par  la  directrice  de  cette  courbe,  on 
mène  un  plan  coupant  quelconque ,  le  cône  qui  passera  par  la  section 
que  ce  plan  fera  dans  le  cylindre  et  qui  aura  pour  sommet  le  foyer 
correspondant  à  la  directrice ,  sera  de  révolution. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  la  même  que  celle  du  théo- 
rème précédent. 

Aux  nombreuses  propriétés  des  surfaces  du  second  degré  de  révolu- 
tion, relatives  à  leurs  foyers  et  aux   plaus  directeurs,  correspondent 
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d'autres  propriétés  des  mêmes  surfaces ,  relatives  encore  à  un  point  et  à 
un  plan,  mais  qui  ne  sont  plus  le  foyer  et  le  plan  directeur;  et  ces  pro- 
priétés s'appliquent  à  l'ellipsoïde  aplati. 

Concevons  un  ellipsoïde  de  révolution  à  foyers  ;  el  prenons  un  point 
quelconque  de  son  axe  de  révolution  pour  centre  d'une  sphère  par 
rapport  à  laquelle  on  formera  la  surface  polaire  de  l'ellipsoïde  (c'est- 
à-dire  que  chaque  point  de  la  surface  de  l'ellipsoïde  étant  considéré 
comme  le  sommet  d'un  cône  circonscrit  à  la  sphère,  le  plan  de  la 
courbe  de  contact  enveloppera  une  seconde  surface  du  second  degré 
qui  est  appelée  la  surface  polaire  de  l'ellipsoïde).  Cette  surface  sera 
évidemment  de  révolution  et  aura,  en  direction,  même  axe  de  révolu- 
tion que  l'ellipsoïde.  Aux  foyers  et  aux  plans  directeurs  de  l'ellipsoïde 
correspondront  dans  cette  surface ,  deux  plans  et  deux  points;  et  les 
propriétés  de  l'ellipsoïde  relatives  à  ses  foyers  et  à  ses  plans  directeurs, 
se  transformeront  en  propriétés  de  la  nouvelle  surface,  relatives  à  ces 
deux  plans  et  à  ces  deux  points. 

De  là  dérivent  une  foule  de  propriétés  nouvelles  des  surfaces  du  se- 
cond degré  de  révolution. 

On  reviendra  sur  cet  objet  dans  un  autre  moment. 
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NOTE 

Sur  les  rayons  de  courbure  des  sections  coniques  ; 


Par  Abel  TKANSOiV 


La  construction  du  rayon  de  courbure  des  sections  coniques,  qui  est 
l'objet  de  cette  note,  m'a  paru  mériter  d'être  connue  par  son  extrême 
simplicité  et  aussi  parce  qu'elle  permet  de  démontrer,  saus  aucun  ap- 
pareil de  calcul,  les  lois  de  la  gravitation  universelle. 

Je  rappellerai  d'abord  que  Smith,  dans  son  Traité  d'Optique,  liv.  2, 
chap.  9  (*),  a  donné,  pour  trouver  tous  les  points  de  la  caustique 
par  réflexion  d'une  courbe  quelconque ,  une  construction  qui  se  tra- 
duit par  la  formule 

rr'  =  i  r(f  -H  cl  cosi, 

dans  laquelle  1  représente  l'angle  d'incidence,  r  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  courbe  réfléchissante  au  point  d'incidence ,  p  et  />'  les  dis- 
tances respectives  de  ce  point  au  point  lumineux  et  au  point  corres- 
pondant de  la  caustique. 

La  foi-mule  telle  que  je  viens  de  l'écrire  suppose  que  les  rayons  ré- 
fléchis soient  convergents.  Sinon  on  considérera  lequel  des  deux  points 
conjugués  se  trouve  situé,  par  rapport  à  l'élément  sur  lequel  la  ré- 
flexion a  lieu ,  du  côté  opposé  au  centre  de  courbure  de  cet  élément , 
et  on  changera  le  signe  de  celle  des  deux  quantités  p  ou  p'  qui  s  y 
rapporte. 

(*)  Voyez  aussi  Y  Analyse  des  infiniments  petits  de  l'Hôpital  ,   section  FI. 

25.. 
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On  voit  de  suite  qu'en  appliquant  cette  formule  aux  foyers  d'une 
section  conique,  considérés  comme  points  lumineux  conjugués,  on 
aura  une  relation  entre  les  deux  rayons  vecteurs,  l'angle  qu'ils  font 
avec  la  normale,  et  le  rayon  de  courbure.  Cette  relation  se  trouve 
exprimée  pour  l'ellipse  et  l'hyperbole  par  une  même  formule 

f>  f'  =  arcosi,  (A) 

dans  laquelle  ia  est  le   grand  axe   de   la  courbe.    Pour   la  parabole 
on  a 

2p  =  rcosi.  (B) 

Déjà  ces  formules  fournissent  des  constructions  très  simples  pour 
les  rayons  de  courbure.  Mais  nous  allons  donner  une  autre  formule 
commune  à  la  fois  aux  trois  courbes. 

Premièrement,  si  l'on  considère  dans  l'ellipse  et  dans  l'hyperbole  le 
triangle  formé  par  les  deux  rayons  vecteurs  et  la  partie  de  l'axe  qui 
joint  les  foyers,  on  aura 

4  {a*  =p  b*)  =  p*  -f-   f'*  =p  20  f'  cos  21  : 

les  signes  supérieurs  se  rapportent  à  l'ellipse  et  les  inférieurs  à  l'hyper- 
bole ,  et  comme  cos  ai  =2  cos  H  —  1,  il  vient 

4  (a"  =p  b>)  =  (f  =fc  p'Y  qp  4P p' cos'/; 

observant  maintenant  que  4«*  =  (f  =t   f')',  on  aura  finalement 

b*  =  pp'cos*/, 

relation  qui  convient  à  la  fois  à  l'ellipse  et  à  l'hyperbole.  Eliminant  le 
produit  f  f'  entre  cette  dernière  équation  et  (A),  on  trouvera 

b' 
"~   acossi  ' 

ou  bien ,  en  appelant  A  le  rayon  de  courbure  au  sommet  du  grand 
axe^ 

A 

cos  '  i ' 

Il  est  facile  de  prouver  que  la  même  relation  subsiste  dans  la  para- 
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bole.  En  effet,  si  l'on  y  considère  la  normale  comme  base  d'uu 
triangle  isoscèle,  ayant  pour  côtes  le  rayon  vecteur  et  la  partie  de  l'axe 
comprise  entre  le  foyer  et  le  pied  de  la  normale,  on  aura  pour  la 
valeur  de  cette  ligne  2p  cos  i.  Mais  ensuite  comme  la  sous-nor- 
male est  constante  et  égale  à  la  moitié  du  paramètre  ip ,  cette  même 

normale  est  égale  à  -*—.  :  on  a  donc 

°  COS  I  ' 

1  ros3  : 

ce  qui,  combiné  avec  (B),  donnera  finalement 

r  =  -F—  =   — - 

cos'    i  cosJ  i 

<(  D'après  cela,-  pour  construire  le  rayon  de  courbure  en  un  poiut 
m  quelconque  d'une  section  conique,  on  fixera  d'abord  les  directions 
*  de  la  normale  et  de  l'un  des  rayons  vecteurs  qui  se  rapportent  à  ce 
»  point.  Sur  la  direction  du  rayon  vecteur  et  à  partir  du  point  donné 
»  on  portera  une  longueur  égale  au  rayon  de  courbure  de  la  courbe 
»  au  sommet  de  son  grand  axe;  à  l'extrémité  de  cette  longueur  on 
»  élèvera  une  perpendiculaire  sur  le  rayon  vecteur  jusqu'à  rencontre 
»  de  la  normale;  de  ce  point  de  rencontre  on  reviendra  au  rayon  vec- 
»  teur  par  une  ligne  perpendiculaire  à  la  normale;  du  point  ainsi 
»  déterminé  on  élèvera  de  nouveau  une  perpendiculaire  au  rayon 
»  vecteur;  et  le  point  où  cette  perpendiculaire  rencontrera  la  normale 
»  sera  le  centre  de  courbure.   *> 

Je  passe  au  deuxième  objet  de  cette  note.  Déjà,  par  la  simple  compo- 
sition des  forces,  on  prouve  que  la  première  loi  de  Kepler  ou  la  propor- 
tionnalité des  aires  aux  temps ,  est  le  résultat  de  ce  que  la  force  motrice 
des  planètes  est  constamment  dirigée  vers  le  Soleil.  Avec  la  relation 

A 
r  =   — j-.,    nous  sommes  en    état  d'établir  les  conséquences  de  la 

deuxième  loi ,  sans  calcul  et  en  supposant  connus  seulement  les 
principes  fondamentaux  du  mouvement  curviligne. 

En  effet,  si  nous  supposons  que  G  soit  la  valeur  de  la  gravitation 
loEsque  la  planète  est  à  la  distance  /  du  Soleil ,  i  étaut  l'angle  que  fait 
le  rayon  vecteur  />  avec  la  normale  à  la  courbe  décrite  par  la  planète, 
cette  force  de  gravitation  pourra  se  décomposer  en  deux  autres;  l'une, 
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dirigée  suivant  la  tangente  à  l'orbite,  ayant  pour  effet  d'accélérer  ou 
retarder  la  vitesse;  l'autre  dirigée  suivant  la  normale,  ayant  pour  effet 
d'écarter  la  planète  de  la  ligne  droite  pour  la  soumettre  à  la  courbure 
de  l'orbite.  Cette  dernière  force,  comme  Composante  de  la  gravitation 
est  égale  à  G  cos  i.  D'ailleurs  elle  est  égale  et  directement  opposée  à  la 
force  centrifuge  dont  la  valeur  est  donnée  par  le  théorème  d'Huygens  ; 
de  sorte  que  si  v  est  la  vitesse  actuelle  de  la  planète , 

G  cos  /'  =  —  ;  (a) 

ensuite  nous  observerons  que,  par  la  première  loi  de  Kepler,  l'aire 
élémentaire  décrite  par  le  rayon  vecteur  ou  -|  f  cos  i  ds  est  proportion- 
nelle au  temps,  c'est-à-dire  égale  à  Cdt,  en  représentant  par  C  une  cons- 
tante propre  à  chaque  planète;  et  vu  que  j-  =   v ,   nous  obtiendrons 

V    =    — — .:  (/S) 

«   COS  l  v    ' 

combinant  (a)  avec  (#),  il  vient 

G=    ^C-3.. 

f  .  r.  cosJ  i 

expression  très  générale  qui  permettra  de  calculer  G  en  fonction  de  p 
toutes  les  fois  qu'on  aura,  d'après  la  nature  de  la  trajectoire,  la  valeur 
du  produit  rcos3/  en  fonction  de  cette  même  quantité  f.  Comme  les 
orbites  planétaires  sont  elliptiques  et  que  pour  toute  ellipse,  comme 
pour  toute  section  conique  ,  le  produit  rcos'i  est  constant,  ou  voit  que 
la  gravitation  varie  pour  une  même  planète  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  distance. 

Pour  ce  qui  est  de  la  troisième  loi  de  Kepler,  on  sait  qu'il  est  extrême- 
ment facile  d'en  tirer  cette  conséquence  que  l'attraction  solaire  serait  la 
même  à  égalité  de  masse  pour  toutes  les  planètes  transportées  à  une  même 
distance  du  Soleil.  On  peut  donc  considérer  la  démonstration  des  lois 
de  la  gravitation  comme  ramenée  entièrement  à  des  considérations 
élémentaires. 
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FORMULE 

Pour  la  transformation  d'une  classe  d'intégrales  définies  , 
Par  M.  JACOBI. 


Dans  un  des  derniers  cahiers  du  Journal  de  M.  Crelle  (tome  XV, 
page  i),  se  trouve  un  mémoire  de  M.  Jacobi  sur  la  transformation  des 
intégrales  définies.  Ce  mémoire  renferme  une  formule  remarquable 
dont  nous  croyons  devoir  transcrire  ici  la  démonstration.  Soit  f{z) 
une  fonction  de  z  développable  en  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  z  et  jx0(z)  sa  dérivée  de  l'ordre  /", 
i  étant  un  nombre  entier  positif.   M.  Jacobi  démontre  que  l'on  a 

(  1  )     I    y(cos x)  cos  ixdx=  — = — TTITT  /    ■/**'  (cos  x)  smtl  xa"x- 

L'équation  (r)  se  vérifie  immédiatement  quand  J\z)  =  \zp, 
A  étant  une  constante  et  p  un  nombre  entier  positif.  En  effet  si  p 
est  <  i,  les  deux  membres  de  cette  équation  sont  alors  nuls  tous  les 
deux  :  il  en  est  de  même  quand ,  p  étant  >>  /' ,  la  différence  p  —  i  est 
impaire.  Enfin,  quand  p- — /  est  un  nombre  pair,  la  formule  (1) ,  en 
y  faisant  f{z)  =  kzf,  devient 

(2)     /    cos^j: cosixdx=p  p~\' '  '  ,p~1?'    ["ûn^xcosf-'xdx  , 
Jo  i-3.  ,.(11—  1)      J  0 

résultat  exact,  comme  on  peut  s'en  convaincre  en  remplaçant  les  deux 
intégrales  définies  qui  s'y  trouvent  par  leurs  valeurs  connues.  L'équa- 
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tion  (1)  ayant  donc  lieu  quand  f{%)  =  Azp,  il  est  évident  quelle  a  lieu 
aussi  pour  une  fonction  f(z)  développable  en  série  de  la  forme 
A0  +  A,z-(-  A,z*  -+-  etc.  M.  Jacobi  démontre  cette  équation  de  plu- 
sieurs manières.  Nous  renverrons  à  son  mémoire  les  lecteurs  qui  dési- 
reraient de  plus  grands  détails  sur  ce  sujet.  Contentons-nous  d'obser- 
ver que,  d'après  ses  calculs ,  la   formule  (i)  est  exacte  encore  pour 

une  fonction  f(z)   non    développable   en  série   de    la    forme 

A  -+-  A,3  +  Aaza  +  etc.  :  il  suffit  qu'aucune  des  quantités  f(cosx), 
f'fcosx),.  •  •  f^~ °  (cos.r)  ne  devienne  infinie  lorsque  x  croît  d'une 
manière  continue  de  o  à  tt.  On  voit  par  là  que  la  formule  (2)  subsiste 
lors  même  que  p  n'est  pas  un  nombre  entier,  pourvu  qu'on  ait  p  >  i —  1  : 
on  la  vérifiera  aisément  par  exemple  en  y  posant  i=  1  ,  p  =  {. 

Les  intégrales  de  la  forme  f  ""/"(cos x)  cos  ixdx  se   présentent  en 

analyse  lorsqu'on  veut  développer,  comme  on  a  souvent  besoin  de  le 
faire  une  fonction  de  x  en  série  de  cosinus.  Malheureusement  le  se- 
cond membre  de  la  formule  (1)  renferme  la  dérivée  de  l'ordre  i  de  la 
fonctiou  /"(cos  x)  :  la  difficulté  qu'on  éprouve  en  général  à  former 
cette  dérivée  quand  le  nombre  i  est  un  peu  grand ,  restreindra  sans 
doule  beaucoup  l'usage  de  la  transformation  ingénieuse  imaginée  par 
M.  Jacobi. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  197 


NOTE 

Sur  le  Calcul  des    inégalités  périodiques    du  mouvement 
des  Planètes, 

Par  J    LIOUVILLE. 

(Présentée  à  l'Académie  des  Sciences,  le  2g  février  i836)  (*). 


1.  Lorsqu'une  planète  m!  agit  sur  une  autre  planète  m,  elle  produit 
dans  le  mouvement  de  cette  dernière  des  inégalités  séculaires  ou  pé- 
riodiques qui  font  varier  en  fonction  du  temps  les  constantes  arbi- 
traires du  mouvement  elliptique.  Le  calcul  de  ces  inégalités  dépend  du 
développement  en  série  d'une  fonction  que  Laplace  désigne  par  R 
dans  son  ouvrage  et  qu'il  appelle  fonction  perturbatrice.  Les  coeffi- 
cients des  divers  termes  du  développement  dont  il  s'agit  peuvent  être 
calculés  de  plusieurs  manières.  On  les  exprime  ,  par  exemple,  en  qua- 
dratures définies  doubles.  Je  vais  montrer  que  l'on  peut  quelquefois 
substituer  à  ces  intégrales  doubles  des  intégrales  simples  ayant  à  très 
peu  près  les  mêmes  valeurs  ,  ce  qui  abrégera ,  ce  me  semble ,  le  calcul 
des  inégalités  périodiques  du  mouvement  des  planètes.  Au  fond,  la 
méthode  dont  je  propose  de  faire  usage,  dépend  de  quadratures  dé- 
finies doubles,  tout  aussi  bien  que  la  méthode  ordinaire;  mais  ici 
les  quadratures  sont  rapportées  à  de  nouvelles  variables  qui  permet- 
tent d'effectuer,  pour  ainsi  dire ,  immédiatement,  et  avec  une  approxi- 
mation très  grande,  l'une  des  deux  intégrations  indiquées.  Dans 
chaque  cas  particulier,  on  jugera  sans  peine  quels  peuvent  être  les 
avantages  et  les  inconvénients  de  ce  nouveau  procédé. 


(*)  Voyez  le  rapport  de  M.  Poisson  sur  cette  Note  {Comptes  rendus  hebdoma- 
daires des  séances  de  V Académie  des  Sciences.  Avril  i836). 

Je»  i836.  26 
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2.  Soient  r  le  rayon  vecteur  Om  mené  du  centre  de  la  planète  m  au 
centre  0  du  soleil,  a  le  demi-grand  axe,  e  l'excentricité  de  l'orbite  de 
cette  planète ,  y  son  inclinaison  sur  un  plan  fixe  que  nous  prendrons 
pour  plan  des  xy  et  qui  sera ,  si  l'on  veut ,  le  plan  de  l'écliptique  à  l'é- 
poque d'où  l'on  compte  le  temps  t  :  désignons  par  a  la  longitude  du 
nœud  ascendant  OA  comptée  sur  le  plan  des  xy  à  partir  de  l'axe  des 
x,  par  v  — cl  l'angle  du  rayon  vecteur  r  avec  la  droite  OA  et  par  «  la 
valeur  de  t>qui  répond  au  périhélie.  Si  l'on  nomme  «l'anomalie  excen- 
trique ,  les  valeurs  de  /•  et  de  i>,  dans  le  mouvement  elliptique  de  la 
planète  m ,  seront  données  en  fonction  de  u  par  les  équations 

/•=a(i  —  ecos«),      tang^(y—  co)  =  >/'  _ctang^M. 

Pour  trouver  à  son  tour  la  valeur  de  u  en  fonction  de  l'anomalie 
moyenne  £ ,  il  faut  résoudre  l'équation 

Z,  =  u  —  e  sin  u. 

Enfin ,  en  nommant  nt  le  moyen  mouvement  de  la  planète  m  et 
é  —  co  la  valeur  de  Ç  pour  t  =  o,  on  a ,  au  bout  d'un  temps  t  quel- 
conque ,  Ç=nt-\-e —  u>. 

Pour  une  autre  planète  m',  il  existe  des  formules  semblables  : 

r'=a'(i  —  e'  cosu'),     tang^(t'' —  co')  =  .  /--_  6,  tang  \  u', 
£'  =  u'  —  é  sin  u',     £'  =  n't  +  e'  —  a'. 

Le  cosinus  s  de  l'angle  compris  entre  les  deux  rayons  vecteurs  /  et  r' 
se  calculera  aisément  d'rprès  ce  qui  précède  :  en  effet  on  a 

s   —  xx  +  Jjr  +  zz' 
rr  ' 

x,  y,  z,  étant  les  coordonnées  du  point  m,  x',  f  >  z  celles  du  point 
m!;  mais,  par  les  formules  connues ,  si  l'on  transforme  les  coordon- 
nées rectangulaires  en  coordonnées  polaires,  il  vient 

x  =  r[cosacos(f  —  a)  —  cos^  sin  a  sin  {y  —  a)], 
y  =  r[sina  cos(f  —  a)  +  cos>  cosa  sin(p  —  a)], 

z  =  r  sin  3,  sin  (e  —  a), 
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et 

x?  =  r'[cosa'cos(y'  —  a!)  —  cosy'  sin  a'  sin  (y — a')]. 
y'  =  ^[sin  a'cos(p'  —  a')  ■+-  cosy' cosa'sin  V  —  a')], 
z  =  r  sin  3/  sin  (t>'  —  a') , 

d'où  l'on  peut  tirer  la  valeur  de  s  en  fonction  de  r,  t*.  v ,  v',  a,  a!, 

y,  y'- 

3.  Ces  formules  du  mouvement  elliptique  des  planètes  représentent 
encore  leur  mouvement  troublé  par  une  cause  quelconque  pourvu  que 
l'on  remplace  les  constantes  a ,  e,  co,  a.,  y,  g,  a',  ë,  a>'.  a! ,  y',  î  par 
des  fonctions  convenables  du  temps  t  :  en  même  temps  on  écrira 
fndt  au  lieu  de  nt,  fn'dt  au  lieu  de  rit;  et  les  intégrales  fndt,  fn'dt 
que  nous  désignerons  par  p,  f',  représenteront  ce  qu'on  appelle  alors 
les  moyens  mouvements  de  m ,  m'. 

Pour  déterminer  les  perturbations  que  la  planète  m'  produit  dans  le 
mouvement  de  la  planète  m,  il  faut  développer  en  série  la  fouction  dé- 
signée par  R  dans  la  Mécanique  céleste  et  nommée  fonctio/i  perturba- 
trice ,  parce  que  ses  dérivées  partielles  prises  par  rapport  à  x ,  j ,  z  et 
précédées  du  signe  —  représentent  les  composantes  de  la  force  pertur- 
batrice respectivement  parallèles  aux  axes  des  x ,  des  r  et  des  z. 
L'expression  de  R  en  fonction  de  r,  r,  s  est 


m  rs 


R  = 

r  \/ r%  -\-  r'  —  irr  s 

et  par  conséquent,  on  doit  regarder  R  comme  une  fonction  pério- 
dique de  Ç  et  £",  renfermant  en  outre  les  éléments  elliptiques  a,  a', 
e ,  e',  etc.   (*). 

Cela  posé,  pour  calculer  les  variations  des  constantes  a,  e,  a>,  a,  y, 
r  et  du  moyen  mouvement  p,  en  fonction  du  temps  t,  qui  sont  produites 
par  l'action  perturbatrice  de  la  planète  m',  on  se  servira  des  formules 


(*)  Les  inégalités  produites  par  le  premier  terme  — 77-  de  R  étant  aisées  à  cal- 
culer par  divers  procédés  ,  on  pourra,  si  l'on  veut,  appliquer  les  raisonnements 
qui  suivent  au  second  terme  de  R  seulement.  Il  est  d'ailleurs  naturel  de  considérer 
à  part  ce  second  terme  puisqu'il  reste  le  même  (abstraction  faite  du  coefficient  nu- 
mérique m')  quand,  au  lieu  d'étudier  l'action  de  m'  sur  m ,  on  étudie  celle  de 
m  sur  m'. 

26.. 
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de  Lagrauge  dans  lesquelles  les  dérivées  -j-f  ,  c— ,  -j-,  etc.  sont  ex- 
primées au  moyen  des  différentielles  partielles  de  R  prises  par  rapport 
aux  éléments  de  la  planète  troublée  et  multipliées  par  des  coefficients 
dans  lesquels  le  temps  t  n'entre  pas  explicitement.  On  a ,  par  exemple, 


du 

3 

rfR 

da 

2 

dft 

de 

a* 

de    ' 

dt 

an 

de 

il    existe    des  formules  semblables    pour   les   variations   des    autres 
éléments. 

Quand  on  néglige ,  comme  nous  le  ferons  dans  cette  note ,  le  carré 
de  la  force  perturbatrice,  on  doit  regarder  dans  le  second  membre 
toutes  les  quantités  £,  £',  a,  a',  e,  e',  etc.,  comme  réduites  à  leurs  va- 
leurs elliptiques  ;  et  en  désignant  par  la  caractéristique  eT  les  variations 
éprouvées  par  ces  quantités  ,  on  a 


d'£(           3 

dR 

dïa 

2 

dK 

df             a" 

'  dt  ' 

dt     " 

an 

di 

Si  maintenant  on  développe  R  en  une  série  de  sinus  et  de  cosinus 
d'arcs  multiples  de  Ç  et  Ç',  le  terme  de  ce  développement  qui  sera  indé- 
pendant de  £  et  £'  produira  seul  les  inégalités  séculaires  des  éléments 
de  l'orbite  de  m  ;  et  au  contraire  les  termes  contenant  sous  les  signes 
sinus  et  cosinus  les  quantités  Ç  et  £'  produiront  les  inégalités  pério- 
diques de  ces  mêmes  éléments. 

Si  par  exemple  R  contient  un  terme  de  la  forme  M  siu(i£  —  i'C), 
i  et  i-  étant  deux  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  ce  terme  pro- 
duira dans  les  valeurs  de  <Pp,  S'a  les  inégalités  respectives 

t- T-TTî  •  cos  iiC  —  if -r-. ^-rr  .  sin  (il  —  i'C  )  ■. 

a1  {in  —  m)'  vs  v/'  an  (in  —  in)  v  •  -' 

de  même  si  R  contient  le  terme  Ncos(i£  —  i'C),  ce  terme  produira 
dans  cff ,  cTrt  les  deux  inégalités 

.  sin  «T  —  i%'  ) , ..2iri,  ,,  •  cos(£  —  i'C)  : 

\  '  '    '  '  an/ m —  in}  x  '  '  ' 


a'(in —  i'n')'  '  S  s  *  '■'  an(in —  i  n  ) 

ces  quatre  inégalités  dépendent  du  même  argument  in  —  i'n'. 

4.  On  peut  calculer  les  valeurs  de  M  et  N,  correspondantes  à  un  ar- 
gument donné,  par  diverses  méthodes.  En  effet,  les  excentricités  e,  e'  et 
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1  angle  A  du  plan  de  l'orbite  de  m  avec  le  plan  de  l'orbite  de  m1  étant 
de  très  petites  quantités  pour  les  principales  planètes ,  on  peut  déve- 
lopper la  fonction  R  suivant  les  puissances  croissantes  de  e ,  e',  sin  ~  A, 
et  de  la  sorte  on  obtient  avec  tel  degré  d'approximation  qu'on  veut  les 
valeurs  de  M  et  N  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  deux  planètes. 

En  faisant  usage  de  cette  méthode ,  on  prouve  aisément  que  les 
coefficients  M  et  IN  qui  répondent  à  l'argument  in  —  i'n'  sont  de  l'ordre 
'  —  i'  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  (la  différence 
i  —  i'  étant  calculée  abstraction  faite  du  signe),  de  manière  que  si  les 
nombres  e ,  e',  sin  \  A  devenaient  infiniment  petits  du  premier  ordre, 
les  nombres  M  etN  deviendraient  infiniment  petits  de  l'ordre  i  —  F  ou 
i'  —  i  suivant  que  i  est  supérieur  ou  inférieur  à  i' .  Ce  théorème  remar- 
quable nous  sera  très  utile  par  la  suite. 

M.  Poisson  a  donné,  pour  calculer  les  valeurs  de  M  et  N  une  méthode 
qui.  dans  un  grand  nombre  de  cas,  est  préférable  à  la  précédente. 
Cette  méthode,  dont  M.  Hansen  aie  premier  fait  usage  dans  la  théorie 
de  Jupiter  et  de  Saturne,  consiste  à  exprimer  les  coefficients  M  et  IN 
par  des  intégrales  définies  doubles  relatives  à  £,  Ç'  et  prises  entre  les 
limites  o  et  itt. 

Je  me  propose  de  montrer,  dans  cette  Note,  que  l'on  peut  quelque- 
fois remplacer  avec  avantage  les  intégrales  définies  doubles  par  des 
intégrales  définies  simples  exprimant  les  valeurs  de  M  et  N  non  pas 
rigoureusement,  mais  avec  autant  d'approximation  que  l'on  voudra. 
Les  formules  auxquelles  je  suis  arrivé  reposent  sur  une  anahse  très 
simple. 

5.  Pour  fixer  les  idées,  proposons-nous  de  calculer  les  coefficients 
relatifs  à  la  grande  inégalité  de  Saturne  produite  par  l'action  de  Jupi- 
ter, inégalité  qui  répond  à  l'argument  5n  —  2n',  nt  étant  le  moyen 
mouvement  de  Saturne  et  n't  celui  de  Jupiter.  PuisqueRest  une  fonction 
de  Ç,  £' ',  représentons  cette  fonction  par  F(£,  £');  représentons  m 
outre  par  A  le  terme  du  développement  de  R  qui  ne  contient  ni  £, 
ni  £',  par  A, ,  A,,  A3, .  .  . ,  B, ,  B,.  B3 , . .  .  les  coefficients  des  cosinus 
et  des  sinus  des  arcs  5£  —  2^',  io£  —  4£'>  '5Ç — 8£', .  .  .  que  nous 
nommerons,  pour  abréger,  ô,  28,  3S,  ...  D'après  cela,  si  l'on 
pose 
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F(£,  £')  =  A  -f-A,cos9H-Aacos2Ô-f- A3cos3G  +  . .  . 
-f-  B,  sin  8  -f-  B,  sin  28  +  B,  sin  36  + .  . . 

ou 

F (£,  O  =  A  +  2A, cos />8  +  2B, sin p6  +  <p  (C,  Ç) , 

la  fonction  <p(r,  £')  ne  contiendra  aucun  terme  dépendant  de  l'argu- 
ment   5n  —  a/i'    ou  de  ses    multiples.   Maintenant    faisons  £=27, 

B 

Ç  =  5t ,  (T  désignant  une  nouvelle  variable  :  il  viendra 

25-,    57 J  =  A  +  2A,  cos/>6  4-  2B,,sin/?6 

-f- <p(2-r,    5=r  —  -); 

et  il  est  clair  que  le  développement  de  <p  (ic,  57 j   ne    contiendra 

aucun  terme  indépendant  de  a  :  donc  en  multipliant  par  di  et  inté- 
grant, entre  les  limites  <7  =  o,  ff=27r,  les  deux  membres  de  l'égalité 
précédente  ,  on  aura 

A  +  2A,cos/>6  +  2B,sinp8  =  *(6), 
équation  où  l'on  a  fait 

La  fonction  "^(S)  est,  comme  on  voit,  une  fonction  périodique  de  6, 
et  l'on  a 

*(27T   +    8)   =   *(6). 

En  changeant  6  en  — 8 ,  notre  équation  devient 

A  -f-  SA,  cos/j8  —  2B,sin/>6  =  *(—  fl)  : 

combinant  cette  nouvelle  égalité  avec  celle  dont  elle  dérive,  par  voie 
d'addition  et  de  soustraction,  et  posant 

*  8)  +  *(—  6)  =  a<sr(0),     *(8,  —  ■*(—  8)  =  an  (8), 

on  obtient 

(1)        A  +  2A,cos/>8  =  <ar(6), 
(a)  2B,  sinp8  =  n(8). 


\ 
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Dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne,  on  doit  regarder  comme  à 
peu  près  insensibles  les  coefficients  A,,  B.,  A3,  Bs,. . .  dont  les  deux 
premiers  sont  déjà  du  sixième  ordre  par  rapport  aux  excentricités 
et  aux  inclinaisons.  Or,  en  négligeant  ces  coefficients,  il  vient 

A  +  A,  cos9  =  «-(Ô),     B,  sinô  =  n(9). 

On  peut  donner  à   S  une  valeur  arbitraire.    En  posant  par  exemple 

9  =  -  ,  on  trouve 


A  =  *,£),    B,  =  ng). 


Si  l'on  veut,  dans  ces  formules,  substituer  à  la  fonction  «aria  fonction-^, 
on  se  rappellera  que  l'équation  'i'(27r+  6)=  ^(9)  qui  a  lieu  en  géné- 
ral donne 

'3a 


*(-0  =  *'(?). 


et  l'on  aura 

*=£*©+•*£)].  b- =  £*©-*©]• 

Si  dans  l'équation 

A  +  A,  cos  9  =  m  (9)  , 

on  pose  successivement  9=o,  9=7T,  puis  qu'on  ajoute  et  qu'on  re- 
tranche l'un  de  l'autre  les  deux  résultats  obtenus ,  on  aura 

A  =  iO(°)  +  ^M],     A,  =  i[>r(o)  —  «•(t)], 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

A  =  i[*(o)  +  *(»)!»     A-=  f[*(°)  -  *(*)j; 

Les  valeurs  de  A  sont  exactes  aux  quantités  près  du  sixième  ordre  par 
rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons:  celles  de  A,,  B,  sont 
exactes  aux  quantités  près  du  neuvième  ordre  j  car  leurs  expressions 
ne  changeraient  pas  quand  même  on  tiendrait  compte  des  termes 
A,  cos  29,  Basin29  négligés  tout  à  l'heure,  en  continuant  à  regarder 
comme  insensibles  les  coefficients  A3,  Bs,  A4,  B4,...  qui  sont  au 
moins  du  neuvième    ordre.  En  effet  ,   si   l'on  conserve   les  termes 
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A,  cos  2Q ,   B„  sin  26 ,  l'équation  (2)  doune 

B.sinfl  +  B,  sin  28  =  n(fl), 

d'où  résulte,  en  posant  9  =  -, 

b.  =  n  ©. 

De  même  l'équation  (1)  donne 

A  -f-  A,  cos  9  +  Aa  cos  28  =  ^(6;  : 

faisant  donc  successivement  8  =  o_,  Ô  =  tt,  puis  retranchant  les  deuT 
résultats  l'un  de  l'autre  ,  on  trouve 

A,  =  i  [«"(o)  —  <&(7r}~\; 

ces  valeurs  de  A, ,  B,  coïncident  avec  celles  que  nous  avons  obtenues 
en  premier  lieu. 

En  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  6  des  deux  membres  de  l'équa- 
tion A  -f-  A,  cos  6  -f-  A,  cos  2S  =  <ar(8) ,  on  obtient 

A,  sin8  -+-  2A,  sin  28  =  —  ^  =  —  <ar'(6)  ; 

faisant  donc  8  =  -,  on  a,  au  même  degré  d'approximation  que  ci- 
dessus  :    A,  =  —  ■■&'  (-\ 

6.  Désignons  en  général  par  i,  i'  deux  nombres  entiers  premiers 
entre  eux  ,  le  premier  étant  positif  et  pour  fixer  les  idées,  plus  grand 
que  le  second  qui  sera  indifféremment  positif  ou  négatif.  Posons  r=/'cr, 

L 

£'  =  Ï7  —  -r, ,  ce  qui  donne  iÇ  —  fÇ  =  9 ,  puis  représentons  par  A,, 

B,  les  coefficients  de  cos p(iÇ  —  ivÇ') ,  sin  p(iÇ —  /'£')  dans  le  dévelop- 
pement de  R  En  faisant 

puis 

*  (6)  •+■  *  (—  0)  =  **0) ,    *(fl)  —  *(—  6)  =  an  (8) , 
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on  trouvera  ,  par  une  analyse  semblable  à  celle  employée  ci-dessus  , 

(3)  A  +  2A,cos/>6  =  <v(6), 

(4)  2BP  sin  /jfl  =  n  (6)  : 

les  coefficients  Ap ,  B,  sont  de  l'ordre  p  (i  —  ï  )  :  si  donc  on  néglige  les 
quantités  de  l'ordre  2(1  —  /'),  on  aura  simplement 

A  +  A,  cosô  =  <sr(Ô),     B,  sinâ  =  n(G), 

d'où  Ton  conclura  ,  sans  difficulté, 

A  =  -,©=£*©  +  *-<£)]. 

ou  A  =  {  [<ar(o)  +  *•(*■)]  ==  *[*  (o)  +  *  (*)]  , 

puis  A,  =  i  (W(o)  —  «r  (*)]  =  |t*  (o)  —  *  (*)]  , 

B-  =  "©  =  ;(>  G)"*®} 

Les  valeurs  de  A,,  B,  sont  même  exactes  aux  quantités  près  de  l'ordre 
3(i — i');  car  elles  ne  changeraient  pas  si  l'on  tenait  compte  des 
termes  Aacos2Ô,  B.sinsQ,  en  continuant  à  négliger  les  termes  sui- 
vants :  A3  cos  36,  B3  siu  36 ,  •  •  •  qui  sont  au  moins  de  l'ordre  3(Z — i'). 
Ces  formules  A,  =  i[^(o)  —  "^OO],  etc.  sont  d'autant  plus  exactes 
que  la  différence  (i  —  i')  est  plus  considérable  et  l'on  pourra,  ce 
me  semble,  en  tirer  parti,  dans  la  théorie  des  planètes,  pour  la  dé- 
termination des  inégalités  à  longue  période. 

7.  Si  dans  le  calcul  des  coefficients  A,  A,,  cîc. ,  on  veut  négliger 
seulement  les  termes  de  l'ordre  q(î — if),  voici  quelle  marche  on 
pourra  suivre  (*). 


(*)  Trouver  les  valeurs  de  A,  A, ,  etc.,  qui  satisfont  aux  équations  (3)  et  (4),  aux 
quantités  près  de  l'ordre  q  {i  —  i'),  c'est-à-dire  en  négligeant  les  quantités  dont 
l'ordre  est  =  q  ou><?  (ce  qui  réduit  les  premiers  membres  de  ces  équations  à  un 
nombre  limité  de  termes),  est  un  problème  indéterminé  comme  tous  les  problèmes 
d'interpolation.  Quel'ondonne  à  dun  nombre  suffisant  de  valeurs  particulières,  choi- 
sies arbitrairement ,  et  l'on  formera  par  là  autant  d'équations  qu'il  en  faut  pour  dé- 
terminer toutes  les  inconnues  A,  A,,  etc.  Chaque  équation  obtenue  de  la  sorte  est, 
pour  ainsi  dire,  une  observation  à  laquelle  ces  inconnuesdoivent  satisfaire. Quand  les 
Juin  i836.  '  27 
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Los  q  valeurs    de    \A  sont,  comme  on  sait, 

iir    .    .  i .    iit  Lit  / .   Lit 

i ,    cos r-  V  —  i  sin  — ,  cos  - V-   y —  i  sin— .... 

9  9  9  ^  9 

cos  — - h  \/ —  i  sin  — — . 

9  9 

La  somme  des  puissances  p'm"  de  ces  racines  est  égale  à  q  ou  à  zéro, 
suivant  que  p  est  ou  n'est  pas  un  multiple  de  q.  On  a  donc ,  en  sup- 
posant p  >  o  et  différent  de  q,  iq,  etc.  , 

,+(cos-+\/— i  sin— )+...  + (cos -a_^+\/--i  sin -a—-!-)  _0> 

ou ,  ce  qui  est  la  même  chose , 

î  -+-  cos  J- — h  cos  S—  ■+• .  .  .  +  cos  -^ '-*—  =  o  , 

.      2HT     .        •      Lpit     ,  ■      i{q —  i)px 

sin  -=- — r-  sin  — r- ...  -4-  sin  — ^-£—  =  o  : 

9  9  9 

la  dernière  de  ces  égalités  subsiste  même  quand  p  est  nul  et  quand  p 
est  égal  à  un  multiple  de  q.  Cela  posé,  reprenons  l'équation 

•*  (8)  =  A  +  2A,  cos  pd  +  2B,  sin  pu  ; 
faisons- y  successivement  §  =  o,  ô  =  — ,  6  =  —  ,...   6=   ^~t-)ir 

J  q  q  q  > 

puis  ajoutous  tous  lec  résultats  obtenus  ;  le  coefficient  de  A  et  celui 
de  A,,  A,,,  etc.,  seront  égaux  à  q,  et  les  coefficients  des  autres  termes 
seront  nuls  :  par  suite  il  viendra 

7(A+A,+A1,+etc.)  =  ^(o)4-^(|)+^)+.  •  .+4fi£^], 


seconds  membres  v  (5),  n(fi)  sont  connus  en  nombres  pour  une  valeur  particulière  de 
h  telle  que  3,,  il  est  naturel  de  ranger  les  équations  que  produit  l'hypothèse  8=6, 
parmi  celles  dontonfera  usage  pour  de'terminer  A,  A„  etc. Mais  presque  toujours  les 
formules  que  nous  démontrons  dans  le  texte  seront  celles  dont  l'emploi  présentera 
le  plus  d'avantages. 
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ce  qui  donne 

en  ne'gligeant  les  termes  A?,  A^,  etc.,  qui  sont  de  l'ordre  g(i  —  i') 
ou  d'ordre  supérieur.  Si,  pour  abréger,  on  représente  [quelle  que  soit 
la  fonction  f{^)~\  l'expression 

/(o)-r-/(0+/(2)+....  +/(<7  -    0  P^  ^/(f*), 
on  pourra  écrire 


(a)         A  =  -  r  *  (— \ 

v  q    «       \  q  J 


q    .       \  ?  y 
Je  reviens  à  l'équation 


*  (Q)  =  A  +  2AP    cos  />,  9  +  SB,,,  sin  />,(), 

dans  laquelle  j'ai  écrit  p,  au  lieu  de  p  ,  et  je  regarde  p  comme  une  va- 
leur particulière  de  p,  comprise  entre  o  et  q.  Eu  multipliant  les  deux 
membres  par  cos  pG  ,  j'obtiens 

■*•  (9)  cos  p  6  =■  A  cos  p  8  +  {  2A,,,  [cos  (/?,  +  />)  9  +  cos  (/>,  —  p)  G] 
+  i  2BP,  [sin  (p,  -f-  />)  6  +  sin  (p,  —  />)  ô]  : 

faisant   successivement    dans   cette  équation   0  =   o ,   6  =   — - —  . 

n  p  +  q 

G  =  — ^ — ,  ....   6  =  2_i£ 1 Lf    pUis  ajoutant  tous  les  ré 

p  +  q  p  +  q 

sultats  obtenus,  je  trouve  que,  dans  le  second  membre,  les  coeffi- 
cients de  A ,  A, ,  ...  A,_,  sont  nuls  à  l'exception  de  celui  de  Ap  qui 
est  égal  a  p-^-q  :  en  négligeant  les  termes  de  l'ordre  q  (i — /'),  on  a  donc 


J         p       p  +  q    .  \p  +  qJ 


ittpi 


p  +  q 

et  l'on  trouvera  semblablement,  au  même  degré  d'approximation, 


vyv  p        p  +  q    o  \p  +  q/ 


p  -*•  q 

Si  l'on  était  obligé  de  prendre  pour  q  un  nombre  entier  considé- 
rable ,  ces  formules  auraient  peu  d'avantages  sur  celles  qui  expriment 

29.. 
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A,  \p)  Bp  en  quadratures  définies  doubles.  Mais,  dans  la  théorie  des 
principales  planètes,  il  suffira  de  poser  </  =  ?.,  q  =  3,  ou  tout  au  plus 
q  =  4  •'  il  faut  excepter  seulement  le  cas  où  l'on  aurait  i'  =i,  en 
sorte  que  jusqu'ici  notre  méthode  ne  s'étend  pas  aux  inégalités  dé- 
pendantes de  la  différence  des  moyens  mouvements  des  planètes  m , 
m!  ;  en  effet,  quand  on  a  i'  =  /,  les  coefficients  A,,  As ,  .  .  .  B,,Ba... 
sont  tous  de  l'ordre  zéro  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  incli- 
naisons ;  et  les  simplifications  fondées  sur  la  petitesse  des  nombres 
e,  e,  siu  £  A  cessent  alors  d'être  possibles.  Nous  reviendrons  tout  à 
l'heure  sur  ce  cas  particulier. 

(8)  Quand  dans  la  valeur  de  \p  on  pose  p  =  1 ,  q  =  2  T  il  vient 

a.  -î[*<.)-i*(5)  -i.*®]. 

tandis  qu'en  posant  p  =  1  ,  q  ==  S,  on  a 

a,  =  i  [*.(<>)  -*HL 

formule  beaucoup  plus  simple  que  l'autre  ,  et  en  même  temps  beau- 
coup plus  exacte,  puisque  les  termes  négligés  sont  dans  la  première  de 
l'ordre  2  (i —  i";  et  dans  la  seconde  de  l'ordre  3  (i  —  if).  Semblable- 
ment  la  formule 

"-  =  :[*©-*©]. 

qui  correspond  à  q  =  3  est  à  la  fois  plus  exacte  et  plus  simple  que  celle 
qu'on  obtiendrait  en  posant  q  =  2  dans  la  valeur  générale  de  B,.  Il 
est  bien  remarquable  qu'on  diminue  la  longueur  des  calculs  numé- 
riques à  effectuer,  en  employant  des  formules  plus  exactes.  Ces  deux 

formules  A,  as  \  [*  (p)  —  *  (<*-)]  ,  B,  =   l-  T  ¥  Q  —  <t  (^Y\ , 

qui  fournissent  aux  quantités  près  du  neuvième  ordre  par  rapport 
aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  les  coefficients  relatifs  à  la  grande 
inégalité  de  Jupiter  et  de  Saturne,  seront,  je  l'espère,  appréciées 
par  les  astronomes.  Elles  exigent  la  réduction  en  nombres  de  quatre 

intégrales  définies  simples,  savoir  "*'  (o),   "*"  f-\  ^v'"") :    "^(— )  •  ces 

quatre  intégrales  une  fois  calculées,  on  pourra  trouver  la  valeur  de  A 
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aux  termes  près  de  l'ordre  4  (i — ï) ,  (c'est-à-dire,  pour  Jupiter  et 
Saturne,  aux  termes  près  du  douzième  ordre),  puisqu'on  posant 
q  =  4  >  on  a 

a  =  i  [*  (o)  +  *  g)  h-  *  r»  +  *  (3^)]r). 

(9)  En  modifiant  légèrement  notre  méthode ,  nous  la  rendrons 
applicable  aux  inégalités  dépendantes  de  la  différence  des  moyens 
mouvements  des  planètes  m  et  m1.  Pour  cela  nous  opérerons  ,  comme 
il  suit ,  le  développement  de  R  ou  F  (Ç ,  £'). 

En  posant 

o-  = ,  t  =  ,    on   a   £  =  (T  +  t  ,  £'  =  t  —  7  : 

1  2 

on  a  ensuite  F  (£ ,  £')  =  F  (o-  -f-  r  ,  r  —  7) , 

quantité  qui  ne  change  pas  lorsqu'on  augmente  de  i-r  une  quel- 
conque des  deux  variables  7,  r,  et  qui  par  conséquent  peut  se  ré- 
duire en  une  série  de  sinus  et  de  cosinus  d'arcs  multiples  de  7  et  t. 
Effectuons  d'abord  le  développement  de  F  (<x  -f-  t,  t  —  7)  en  ayant 
égard  à  la  seule  variable  T  :  le  développement  sera  de  la  forme 

F  (ff  -f-  t,  7  —  t)  =  P  +  2  P,  cos  pr  +  2  Q,  sin  pr  ; 

P ,  P„ ,  Q,,  étant  des  fonctions  périodiques  de  7.  Or,  il  est  aisé  de  voir 
que  les  coefficients  P,, ,  Q,  sont  en  général  de  l'ordre  p  par  rapport  aux 
excentricités  et  aux  inclinaisons.  On  pourra  donc  négliger  comme 
insensibles  ceux  de  ces  coefficients  qui  répondront  à  un  indice  p  égal  ou 


(*)  Les  intégrales  +  (o) ,  *(-),  *(*)i  +  (-J  représentent  les  termes  indépen- 
dants de  s-  dans  les  développements  des  fonctions  respectives  F(jV,  if), 
FfiV,   iV  —  -V),    F  (*'=">   ""  —  %\   Fu»,   iv V\-  en    représentant   par... 

A -f-  sApCos/xr  -f-  2BP  sin/(s-  un  quelconque  de  ces  développements,  A  aura  tour 
â  tour  pour  valeur  chacune  de  ces  intégrales;  et  on  pourra  calculer  A  par  la  for- 
mule («)  où  l'on  aura  soin  de  remplacer  la  fonction  +  parla  fonction  F  et  de  prendre 
q  assez  grand  pour  que  l'ensemble  des  ternies  A,  +  Aa,  -1-  etc.  soit  négligeable 
comme  on  l'a  supposé  en  établissant  cette  formule  («). 
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supérieur  à  un  certain  nombre  q  et  calculer  ensuite  les  autres  par  la 
méthode  du  n°  j:  En  effet,  pour  appliquer  ici  les  formules  du  n°  7,  il 
suffira  d'y  remplacer  A  par  P,  Ap  par  Pp,  Bp  par  Qp ,  ns  (r)  par 

i  F  t>  +  r,  t  —  *•)  -f.  i  F  (a-  —  t,  —  t  —  <r) , 

et  n  (t)  par 

■£•  F  (ff   -{-   T ,    T  —  a)  —  T  F  (<r  —   r,    —    T   —  t). 

Et  comme,  dans  la  théorie  des  principales  planètes,  ces  formules  se- 
ront toujours  suffisamment  approchées  en  prenant  pour  q  un  nombre 
entier  très  petit ,  on  voit  que  les  coefficients  P,  Pp,  Qp  se  trouvent  dé- 
terminés en  fonction  de  0",  sous  forme  finie  et  sans  aucune  intégra- 
tion. On  développera  ensuite  P,  Pp ,  Qp  en  série  de  sinus  et  cosinus 
des  multiples  de  a  ;  et  dans  ce  nouveau  développement  tous  les 
coefficients  de  la  série  se  calculeront  à  l'aide  d'intégrales  simples. 

Considérons  en  particulier  la  quantité  P  :  les  arcs  qui  figureront 
dans  son  développement  sous  les  signes  sinus  et  cosinus  seront  mul- 
tiples non-seulement   de   a ,  mais  encore  de   iv,   car  d'une  part  on 

a  7  =  ^  et  d'autre  part  R  ne  peut  contenir  dans  son  dévelop- 

2 

pement  que  des  multiples  de  £ ,  Ç'  et  non  de  leurs  moitiés.  On  fera 
donc 

P  =  A  -f-  2  Ai  cos  ii<r  -f-  2  B;  sin  2/7, 
et  l'on  aura 

A  =  -   H  Td7 

«•  J  a 

A.  =  -    /     P  cos  217  dcr, 

*  J  o 

B,=  -    /     P  sin  2/7  de 

ir    J  o 

En  remplaçant  a  par  ~  "  ,  les  deux  termes  A,  cos  2/5-,  B,  sin  117 
deviennent  A,  cos  i  (£  —  Z') ,  B,  sin  i  (Ç  —  Ç')  :  ces  deux  termes  sont 
précisément  ceux  qui ,  dans  le  développement  complet  de  R ,  repon- 
dent à  l'argument  i(n  —  n');  et  l'on  voit  que  notre  méthode,  con- 
venablement modifiée ,  s'applique  presque  aussi  bien  à  ces  termes-la 
qu'aux  autres. 
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MÉMOIRE 

Sur  les  Équations  générales  du  Mouvement  (*) , 
Par  A.  M.  AMPÈRE. 


I. 

Quand  un  point  matériel  m  est  soumis  à  l'action  d'une  force  exté- 
rieure constante  ou  variable,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  à  l'action 
de  plusieurs  forces  extérieures  qu'on  peut  toujours  réduire  à  une 
seule  résultante  ,  on  sait  que  les  trois  composantes  de  cette  résultante 
parallèlement  à  trois  axes  coordonnés  rectangulaires  ox,  oy,  oz  sont  pro- 
portionnelles aux  différentielles  secondes,  prises  par  rapport  au  temps, 
des  coordonnées  x,y,  z,  du  point  mobile.  Lorsque  le  mouvement  est 
rectiligne  uniforme ,  ces  trois  différentielles  sont  égales  à  zéro  ,  et  cela 
doit  être  en  effet ,  puisque  le  mouvement  rectiligne  uniforme  est  pré- 
cisément celui  d'un  mobile  sur  lequel  les  forces  extérieures  ont  cessé 
d'agir.  Lorsque  le  mouvement  au  contraire  est  varié ,  en  nommant 
X,  Y,  Z,  les  trois  composantes  de  la  force  extérieure,  t  le  temps,  et 
m  la  masse  du  point  mobile  ,  on  a  les  équations  connues 

d'x  „  d'y         ,r  d'z  r, 

df-  dl*  '  dt* 

lesquelles  servent  à  deux  fins,   i°.  à  faire  connaître  X,  Y,  Z  lorsque 


(*)  Ce  mémoire  a  été  rédigé  en  1826,  à  t'occasion  des  leçons  que  je  faisais  sur 
ce  sujet  au  collège  de  France. 


ara  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

xi  J>  z>  sont  des  quantités  connues  en  fonction  du  temps  ;  2°.  à  faire 
connaître  x,  jr,  z,  lorsque  les  données  de  la  question  sont  X,  Y,  Z. 

Les  trois  équations  fondamentales  que  uous  venons  de  rappeler  sont 
admises  par  tous  les  géomètres ,  et  le  principe  qui  les  contient  est 
connu  sous  le  nom  de  principe  des  forces  accélératrices.  Mais  si  l'on 
s'accorde  généralement  à  en  reconnaître  l'exactitude,  ou  est  au  con- 
traire loin  de  s'entendre  sur  la  manière  dont  on  doit  les  démontrer, 
puisque  les  uns  regardent  avec  Laplace  le  principe  des  forces  accélé- 
ratrices comme  déduit  d'un  résultat  d'expérience,  tandis  que  d'autres  au 
contraire,  parmi  lesquels  figure  Euler,  ont  essayé  d'en  établir  la  vérité 
a  priori.  Cette  dissidence  entre  les  premiers  géomètres  indique  assez 
les  difficultés  du  sujet.  Toutefois,  en  examinant  attentivement  la 
question  ,  il  nous  a  semblé  qu'elle  se  trouvait  résolue  sans  beaucoup  de 
peine,  pourvu  que  l'on  se  fît  une  idée  bien  nette  de  l'inertie  de  la 
matière  et  de  la  force  que  cette  inertie  produit  lorsque  l'on  vient  à 
altérer  le  mouvement  d'un  mobile  par  l'action  d'une  cause  extérieure 
quelconque.  Il  est  visible,  en  effet,  que  cette  force  est  nulle  dans 
le  mouvement  rectiligne  uniforme;  et  que  dans  un  mouvement  varié, 
elle  est  toujours  égale  et  directement  opposée  à  la  force  extérieure  qui 
sollicite  le  mobile,  et  qui  altère  l'intensité  ou  le  sens  de  sa  vitesse.  On 
voit  donc  que  pour  établir  le  principe  des  forces  accélératrices,  il  suffit 
de  déterminer  la  direction  et  l'intensité  de  la  force  produite  par  l'iner- 
tie, ce  qui  paraît  beaucoup  plus  facile  ,  et  ce  que  nous  avons  essayé  de 
faire  dans  ce  mémoire  dont  l'idée  fondamentale  nous  est  connue  depuis 
plus  de  vingt  ans.  Il  est  clair  que  dans  notre  démonstration,  uous  se- 
rons contraints  d'admettre  quelque  chose  du  principe  des  mouvements 
relatifs  de  Lapiace  ,  que  ce  grand  géomètre  a  pris  comme  une  donnée 
de  l'observation  et  dont  il  a  déduit  celui  des  forces  accélératrices;  mais 
tandis  que  ce  principe  considéré  en  lui-même  et  dans  toute  sa  généra- 
lité ,  est  loin  d'être  évident ,  nous  croyons  n'en  avoir  conservé  que  ce 
qui  est  d'une  évidence  manifeste,  à  peuples  comme  pour  démontrer  le 
parallélogramme  des  forces ,  on  part  du  cas  très  simple  où  les  forces 
sont  de  même  grandeur  et  où  la  direction  de  la  résultante  est  connue/; 
priori,  puisqu'elle  partage  alors  leur  angle  en  deux  parties  égales. 
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II. 

Considérons  un  point  mobile  M  qui,  par  l'action  d'une  cause  quel- 
conque ,  décrive  une  ligne  droite  ou  courbe  AMB  (*).  Pour  lui  faire 
décrire  cette  ligne,  on  peut  imaginer  que  le  mobile  soit  placé  dans  une 
petite  cavité  sphérique  ,  au  centre  d'un  parallélépipède  solide  qui  l'en 
veloppe  et  dont  les  arêtes  demeurent  constamment  parallèles  à  elles- 
mêmes  pendant  que  le  centre  décrit  la  ligne  AMB ,  et  que  l'enveloppe 
se  meuve  en  entraînant  le  point  matériel  M  sur  cette  ligne  AMB  que  l'on 
veut  faire  décrire  à  celui-ci.  Cela  posé,  examinons  les  deux  cas  distincts 
qui  peuvent  se  présenter,  celui  du  mouvement  rectiligne  uniforme 
et  celui  du  mouvement  varié  quelconque. 

Si  le  mouvement  est  rectiligne  uniforme ,  ce  qui  exige  que  le  paral- 
lélépipède enveloppe  et  la  molécule  matérielle  aient  reçu  à  la  fois  et 
conservent  le  même  mouvement,  il  n'y  aura  aucune  raison  pour  que 
la  molécule  exerce  une  pression  contre  l'enveloppe.  Si  au  contraire 
ou  fait  prendre  au  parallélépipède  un  mouvement  rectiligne  varié  ou 
un  mouvement  quelconque  sur  une  courbe  AMB 


et  que  de  cette  manière  on  amène  forcément  la  molécule  de  M  en  M", 
au  lieu  de  la  laisser  aller  de  M  en  M'  sur  la  tangente  MT,  comme  cela 


(*)  Cette  ligne  est  courbe  dans  la  figure,  parce  que  c'est  le  cas  général  :  le  calcul 
s'applique  également  aux  deux  cas. 
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arriverait  si  elle  était  libre,  il  est  incontestable  qu'en  vertu  de  la  ten- 
dance qu'elle  a  à  conserver  son  mouvement  suivant  MT,  c'est-à-dire  en 
vertu  de  l'inertie  de  la  matière,  elle  pressera  l'enveloppe  qui  l'entraîne. 
Or,  nous  nous  proposons  présentement  de  déterminer  :  i".  la  direc- 
tion de  cette  force  produite  par  l'inertie.  2".  Son  intensité. 

ni. 

Première  question. — Direction  de  la  force  produite  par  l'inertie. 

Pour  voir  dans  quelle  direction  s'exerce  en  un  point  quelconque  M 
de  la  courbe  la  pression  du  mobile  contre  l'enveloppe ,  il  faut  sup- 
poser que  tout  à  coup  l'enveloppe  devienne  perméable  en  M  et  cher- 
cher dans  quel  sens  elle  serait  alors  percée  par  le  point  mobile  devenu 
libre.  Cette  notion  de  la  direction  de  la  force  nous  paraît  la  plus 
simple  et  la  plus  exacte  de  toutes  ;  et  nous  croyons  qu'on  devrait  l'in- 
troduire même  en  statique.  Ainsi  pour  déterminer  la  direction  d'une 
force  P  appliquée  à  un  point  M,  il  faut,  suivant  nous,  renfermer  d'a- 
bord ce  point  dans  une  enveloppe  solide  ;  l'effet  de  la  force  P  est 
alors  de  presser  l'enveloppe  dans  le  sens  même  où  elle  tire;  si  mainte- 
nant ou  rend  l'enveloppe  perméable,  il  est  clair  que  le  point  M  se  met- 
tra en  mouvement  et  au  premier  instant  la  percera  dans  une  direction 
déterminée  qui  est  la  direction  de  la  force  P.  Dans  ce  cas,  l'enveloppe 
est  immobile,  mais  cela  est  indifférent  pour  notre  définition;  qu'elle 
soit  en  mouvement  ou  en  repos,  on  ne  peut  s'empêcher  de  regarder 
la  direction  dans  laquelle  le  mobile  la  perce  lorsqu'elle  devient  per- 
méable, comme  la  direction  suivant  laquelle  il  la  pressait  lorsqu'elle 
était  solide. 

Après  cette  digression,  revenons  à  l'examen  du  mouvement  sur  une 
courbe  AMB;  et  au  moment  où  le  mobile  est  en  M,  rendons  l'enve- 
loppe perméable  et  cherchons  dans  quel  sens  alors  elle  doit  être  péné- 
trée. Or  le  mobile,  devenu  libre,  s'échappera  par  la  tangente  MT  et 
viendra  en  M'  sur  cette  tangente,  tandis  que  l'enveloppe  continuant 
son  mouvement  transportera  en  M"  le  point  où  il  se  trouvait  d'abord. 
On  comprend  d'après  cela  que  les  deux  points  M',  M"  appartiennent  à 
la  courbe  que  le  mobile  a  tracée  dans  le  parallélépipède  enveloppe, 
et  comme  il  nous  faut  seulement  la  direction  du  premier  élément  de 
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cette  courbe,  il  est  clair  que  pour  l'obtenir,  nous  devrons  joindre  les 
points  M',  M"  par  une  ligne  droite  et  chercher  ce  que  cette  droite  de- 
viendra à  la  limite,  lorsque  l'on  rendra  infiniment  petit  ou  nul  le  temps 
employé  à  parcourir  MM'.  La  droite  MR.  limite  de  M'M"  sera  la  direc- 
tion de  la  force  produite  par  l'iuertie. 

En  appelant  6  le  temps  que  le  mobile  devenu  libre  emploie  à  >e 
transporter,  d'un  mouvement  uniforme ,  de  M  en  M'  sur  la  tangente 
MT,  désignant  de  plus  par  x ,  y,  z  et  x', y',  zf,  les  coordonnées  res- 
pectives des  points  M,  M',  et  observant  enfin  que  x,  y,  z  sont  des 
fonctions  f(t),  f(t),  F(^)  du  temps  t  qui  répond  au  point  M ,  on  a 
par  les  propriétés  connues  du  mouvement  uniforme, 

z<=    z-Mf  =   F(f)-MF'(f). 

Les  coordonnées  x",y",  z",  du  point  M"  où  se  transporte  pendant  le 
même  temps  6  le  centre  du  parallélépipède  sont  également  faciles  à 
obtenir  :  en  effet,  comme  l'enveloppe  continue  à  se  mouvoir  sur  la 
courbe  AMB  de  la  même  manière  qu'auparavant,  il  est  évident  que 
x",  y",  z",  sont  des  fonctions  de  <-f-6  absolument  composées  en  /-f-9 
comme  x,  y,  z,  en  t ,  de  sorte  que  l'on  a,  par  le  théorème  de  Taylor, 

.r"=/(r)+G/'(0  +  ^/V-f-fô), 

y"   =  f(/)  +  6f'(0  +  ~t'"(t  +  „fl), 

z"  =  f(o  +  gf'(o  +  £ï*(i  +  m> 

développements  où  l'on  sait  que  £  ,  «  ,  £,  sont  des  nombres  plus  petits 
que  l'unité.  On  déduit  de  là, 


'  =!<?(*  + 18), 


y- y  =?«"(«  +  •> 


a8. 
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Si  nous  tirons  à  présent  la  droite  M'M",  et  si  nous  observons  que 
x" — oc', y0 — j',z"—z'  sont  les  trois  projections  de  M'M"  =  k 
surox,  oj,  oz,  en  nommant  X,  fi,v,  les  angles  de  cette  droite  avec 
ces  mêmes  axes,  nous  aurons 

k  cos  A  =  x'  —  x", 

k  cos  fx,  s=  y  —  y, 

k  cos    v  =    z'  —    z' , 
c'est-à-dire 

k  cos  A  =  -   *-  f(t  +  £fl), 

k  cos  fJ.  = f"  (r  -f-   »6) , 

A:  cos   i   =  —  £  F"  (<  +  Çfl), 

le  signe  —  provenant  de  ce  que  nous  cherchons  les  angles  formés  par 
la  partie  de  la  droite  M'M"  dirigée  de  M"  vers  M'. 

Faisant  la  somme  des  quarrés  de  ces  trois  équations,  ou  obtient 

*=  *iVf"(.t  +  W  +  f(*  +  »8)*  +  F"(«  +  Ç8/, 
d'où  résulte 

/"  ('   +  16)        . 


cos  A  =  — 
cos  fx  =  — 


!//*(«  4   W  +  f'C  +  »S)m+  F"(i  +  Ç»)1' 

f  (t  +  ri) 

Vf  ('  +  ;S)"  +   f  "  {t  +  ,9)'  +  F"  (/  +  Ç8)«  ' 

cos    »  = F"  <'  +  W 

•  /*  («  +  ?»)'  +  f"  (i  +  »»)*  +  F"  (t  +  Of 

Mais  pour  que  ces  valeurs  conviennent  à  la  droite  MR. ,  il  faut  passer 
à  la  limite  et  y  faire  C  =  o  ;  si  donc  on  désigne  par  W  le  radical 

on  aura 

cos  A _r__w._, 

f  "  (/)  I  d'Y 

F*  (/)  i       #z 

cos   v   —  ^-    _  —  w  .  -^  ; 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  217 

pour  les  valeurs  des  cosinus  des  angles  que  la  force  produite  par  l'inertie 
fait  à  chaque  instant  avec  les  axes  ox,  oj,  oz.  Il  reste  encore  à  calculer 
l'intensité'  de  cette  force. 

IV. 

Seconde  question.  —  Intensité  de  la  force  produite  par  l'inertie. 

Rappelons  d'abord  une  propriété  commune  aux  courbes  planes  et 
aux  courbes  à  double  courbure,  dont  nous  aurons  besoin  dans  ce  qui 
va  suivre.  En  menant  aux  divers  points  d'une  courbe  quelconque  des 
plans  normaux  consécutifs ,  on  forme  par  leurs  intersections  succes- 
sives une  surface  développable,  sur  laquelle  on  peut  tracer  une  infi- 
nité de  développées  de  la  courbe  proposée.  Ainsi,  il  est  permis  d'ima- 
giner que  le  point  matériel  M  décrive  la  courbe  AMB  d'après  la  loi 
que  voici  : 

Soit  A'M'B'  une  quelconque  des  développées  de  AMB  :  il  suffit 
pour  faire  décrire  au  point  M  la  courbe  AMB  de  concevoir  ce 
point  mobile  renfermé  dans  un  tube  cylindrique  infiniment  étroit  et 
attaché  à  un  fil  flexible  constamment  dirigé  suivant  l'axe  du  tube, 
dont  une  des  extrémités  est  fixée  au  point  donné  A'.  On  peut  égale- 
ment supposer  que  le  point  mobile  est  retenu  dans  le  tube  par  une 
cloison  perpendiculaire  à  son  axe,  et  que  dans  l'une  ou  l'autre  hy- 
pothèse le  tube  roule  sur  la  courbe  A'M'B'  à  laquelle  il  demeure  cons- 
tamment tangent. 

Tant  que  la  cloison  sera  fixe ,  la  longueur  A'M'M  sera  constante  et 
le  point  mobile  parcourra  la  courbe  AMB. 


Mais  si  l'on  suppose  que  la  cloison  glisse  dans  le  tube  suivant  une 
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loi  quelconque  ,  le  point  mobile  décrira  une  autre  courbe  ;  et  l'on 
aura  la  direction  de  la  force  produite  par  l'inertie  dans  ce  nouveau 
mouvement,  en  mettant  dans  les  valeurs  de  cosÂ,  cosm,  cosv,  les 
fonctions  dérivées  du  second  ordre  des  coordonnées  de  la  nouvelle 
courbe  à  la  place  des  dérivées  du  second  ordre  des  coordonnées  de  la 
première. 

Ayant  ainsi  la  direction  de  la  force  produite  par  l'inertie,  si  on  la 
décompose  suivant  deux  directions  rectangulaires  entre  elles,  l'une 
perpendiculaire  au  tube  et  l'autre  à  la  cloison,  on  aura  les  pressions 
exercées  respectivement  par  le  point  mobile  sur  la  matière  qui  les 
compose.  Or,  parmi  tous  les  mouvements  qu'on  peut  supposer  à  la 
cloison  dans  le  tube,  il  y  eu  aura  uu  pour  lequel  la  pression  exercée 
contre  cette  cloison  sera  nulle;  et  il  est  clair  qu'on  le  déterminera  en 
égalant  à  zéro  la  valeur  de  la  pression  exercée  contre  la  cloison  :  celle- 
ci  donc  n'ayant  plus  aucune  action  contre  le  point  mobile,  on  pourra 
alors  la  supprimer;  d'où  il  suit  qu'en  nommant  t  l'angle  que  la  direction 
de  la  force  d'inertie  fait  avec  l'axe  du  tube ,  la  courbe  décrite  par  le 
point  mobile  quand  la  cloison  est  supprimée,  s'obtiendra  en  combi- 
nant l'équation  s  :=  ioo°  avec  les  équations  qui  déterminent  la  po- 
sition du  tube  à  cbaque  instaut. 

Maintenant  la  démonstration  vers  laquelle  nous  tendons,  exige  que 
nous  cherchions  cos  g,  cosinus  qui  est  nul  lorsque  e.  =  100°.  Afin  de 
comprendre  en  une  seule  analyse  tous  les  cas  distincts  dont  nous  ve- 
nons de  nous  occuper,  nous  ferons  1  hypothèse  la  plus  générale,  sa- 
voir celle  qui  consiste  à  regarder  la  longueur  A'M'M  comme  variable , 
bien  que  cette  longueur  demeure  constante  lorsqu'on  admet  une 
cloison  fixe  ;  et  en  effet  pour  passer  du  cas  général  à  ce  cas  particu- 
lier, il  suffira  d'égaler  à  zéro  les  différentielles  de  A'M'M. 

Cela  posé,  pour  plus  d'ordre  ,  nous  désignerons  par  des  lettres  ac- 
centuées tout  ce  qui  se  rapporte  à  la  développée ,  et  par  les  mêmes  let- 
tres sans  accent  ce  qui  sera  relatif  à  la  développante.  Nous  ferons 

AM  =  s,  A'M'  =  s',   A'M'  +  M'M  =  r,     d'où  MM'  ==  r  —  J. 

Les  coordonnées  du  point  M  étaut  x,  y,  z,  celles  du  point  M'  seront 
x',j',  z';  les  cosinus  des  angles  formés  par  la  droite  MM'  avec  les 
axes  auront  donc  pour  valeurs, 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  219 

x  —   x        y  —  y        z  —  z 
r    -     s'  '      r  —  s'  '     r  —  s'' 

Mais  la  forée  P  produite  par  l'inertie  fait  avec  les  axes  des  angles  dont 
les  cosinus  ont  été  trouvés  égaux  à 

1        d2x  1       d'y  1        d'z 

~"  W  *  le  '        W  de  '        W  '  rf/> : 
donc  on  aura 

„nc   ,_  J_  (x  —  *'      d-x  y,  —  y      dy  z  —  z      d>z\ 

—    ■•      Wlr-/'*    +     r  -  s'  •    de    "*"    r  —  /  '   de)' 

Pour  transformer  cette  expression,  différentions  les  deux  membres 
de  l'égalité  évidente 

(X  _  XJ  +  (r  _  fy  +  (2  _  z')*  =  (r  —  sj, 

en  y  regardant  x ,  y,  z,  x',y,  z',  comme  des  fonctions  du  temps  t, 
ce  qui  nous  donnera 

Or,  on  pourrait  voir  à  priori,  et  il  est  facile  de  démontrer  directement 
que  les  parties  négatives  provenant  de  la  différentiation  des  lettres 
primées  sont  égales  dans  chaque  membre. 

En  effet,  la  droite  MM'  étant  tangente  à  A'M'B'  en  M',  les  cosinus 

des  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes  sont  égaux  à   -p ,  -r,,  ^j,  etl'on 

peut  égaler  ces  expressions  à  celles  que  nous  avons  obtenues  précé- 
demment pour  les  mêmes  cosinus,  d'où  résulte 

r  —  x'   _      dx'     y  — y  dy'      z  —  z       _   dz' 

r  —  s'    "~   ds'  '    r  —  s'  ds'  '    r  —  /    "        ds'  ' 

égalités  desquelles  on  conclut  aisément 

e— oï  +  cr-rrof+.ft-.o| 

(x  —  x'f  -f-  (J  —J'Y  +  (z  —  2')'     dV  ,  ,   ds' 

~  r  —  s'  •   dt  —V~S>dt' 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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L'équation  (i)  se  réduit  donc  à 

M     (?  -  *>)  %  +  Cr  -/)  |  +  Ci  -  fl  J  =  (r  -  O  î  ; 

et  eu   la   différentiant  de  nouveau,   en   faisant  attention  que  \—r) 

+  ©■  +  <#-'#•-' 

(5)    (x  -  «->  g  +  o-  -  y)  g  +  (,  _  2.,  g 


/«/A"  <£*'     <£*•"  dy     dy  dz       dz 

~T~  VA/  Tt    '  dt  Tt'di  Tt  '  Tt 

,.    d'r  /dr\         ds'      dr 


Cette  équation  se  simplifie  encore  parce  que  les  termes  affectés  du 
signe  —  sont  égaux  dans  les  deux  membres. 

En  effet  en  substituant  les  valeurs  de   ~,   ~,  -7- qui  se  déduisent 

immédiatement  de  celles  de  -?-?,    -yp >  jp  >  trouvés  plus  haut,  il  vient 

dx    dx      ,     dy     4/     ,     dr    M 
dt'li    "*"    dt  '   dt    "*"   dt'  dt 

1  ds       ,    ,  -.  dr_ d/      dr 

=   r  —  s'  '  Tt   '   V  S  '  dt   ~   dt   '  dt 

Cela  élant,  l'équation  (5)  deviendra 

=  ('  -  *  %  +  fij"  -  <*)'» 

ou  bien  ,  en  divisant  par  r  —  s', 

x  -  x       *x  jr—y     dy  z  —  z       d*z 

,-  _  s'      dt      "*"     r  —  s'di1    ~T~     r  —  *  '       df 

=    de   +    r  -  5'  |_W     "~    \5/7  J  : 


M    M, 
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ce  qui  donne  la  valeur  de  cos  e  ;  car  il  suffit  pour  l'obtenir  de  mul- 
tiplier par  —  yy  la  quantité  précédente. 

Pour  transformer  d'une  autre  manière  la  valeur  de  ce  cosinus,  ob- 
servons que  le  point  matériel  renfermé  dans  le  tube  qui  se  meut  en  res- 
tant constamment  tangent  à  A'M'B'  doit  décrire  une  trajectoire  placée 
tout  entière  sur  la  surface  développable  que  le  tube  engendre  dans 
son  mouvement.  Or,  si  nous  considérons  un  sec- 
teur infiniment  petit  MM'M,  dont  la  base  est  l'arc 
ds  de  cette  trajectoire,  et  que  du  point  M' 
comme  centre  avec  MM'  pour  rayon  ,  nous  dé- 
crivions l'arc  de  cercle  MQ ,  nous  aurons 

A' 

MM,  =  ds,     M,Q  =  dr, 
et ,  en  nommant  co  l'angle  du  secteur  développé, 

MQ  =  (r  —  s')  du. 
Mais 


MM,  =  \7m,Q  ■+■  MQ'; 


donc 


et 


d'où 


Donc 


ds  =  \/dr*  4.  (r  —  s')*  da>\ 


■».'  =  -f  [a?  -  (r  -  s">  (£)*]• 

La  quantité  que  nous  venons  d'écrire  fournit  le  cosinus  de  l'angle 
que  fait  avec  l'axe  du  tube  la  direction  de  la  force  produite  par  l'inertie. 
Mais  il  y  a,  ainsi  que  nous  l'avons  dit  à  l'avance,  deux  cas  différents  à 
examiner.  En  effet,  lorsque  r  est  variable,  il  faut  en  faire  usage  sous 
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la  forme  précédente;  mais  lorsque  le  point  matériel  M  est  arrêté  dans 
le  tube  par  une  cloison  imperméable  ,  la  distance  r  est  constante  et 
d'r  =  o  ;  on  a  alors 

cos  8  =  W  (''  -  *')  (Ê)  • 

Lorsque  la  cloison  est  supprimée  et  que  le  mobile  se  meut  libre- 
ment dans  le  tube,  on  a  l'égalité  e=  ioo°  ou  cos  6  =  0,  ainsi  que 
nous  lavons  démontré  ailleurs:  il  est  visible  en  outre  que  dans  ce  cas, 
r  est  une  quantité  variable.  De  l'équation  cos  6=0,  nous  tirons  donc 

W  =  ir  -  Û  (dl)  • 

Or,  supposons  que  ie  point  mobile  ait  été  d'abord  assujetti  à  par- 
courir la  développante  AMB  (F oyez  la  fig.,  pag.  217)  et  qu'il  soit  par- 
venu en  M  au  bout  du  temps  /  ;  puis  concevons  qu'à  cet  instant,  la 
cloison  qui  le  forçait  à  parcourir  AMB  soit  devenue  perméable;  alors  le 
point  mobile  se  trouvant  iibre  de  se  mouvoir  le  long  du  tube ,  décrira 
une  nouvelle  trajectoire  MV  pour  laquelle  l'équation 

d*r  ,.    /da\' 

aura  lieu. 

Désignons  par  r,  la  valeur  de  A'M'M  au  moment  où  la  cloison  est 
devenue  perméable  ;  après  un  instant  Ô  cette  valeur  sera  par  le 
théorème  de  Taylor 

drc    fi  dlra      5* 

dl  '      dl        2. 


Mais  quelle  que  soit  la  nouvelle  trajectoire  MY  qui,  après  la  per- 
méabilité de  la  cloisou,  aura  succédé  a  la  première  AMB,  les  deux 
courbes  devront  néeessaiiemenl  avoir  la  même  tangente  en  M;  car 
la  vitesse  ne  peut  changer  brusquement  ni  en  grandeur,  ni  en  di- 
rection. De  là  il  suit  que  la  dérivée  première  r£  doit  être  la  même 

dr  ,   . 

pour  les  courbes  AMB  et  MV  ;  donc  -£  =  o ,  sans  que  les  dérivées 
suivantes  soient  zéro    Donc  l'enfoncement  dans  la  direction  du  tube 
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à  travers  la  cloison  devenue  perméable  est 


d'r0    6' 

rit*  O 


Cet  enfoncement  est  un  résultat  de  la  pression  que  la  cloison  éprou- 
vait au  moment  où  elle  a  été  rendue  perméable,  et  cette  pression  à 
son  tour  était  représentée  par  la  composante  p  de  la  force  P  produite 
par  l'inertie  prise  suivant  l'axe  du  tube  à  l'instant  dont  nous  parlons. 
D'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  il  est  évident  que 

p  =  P  cos  É, 
ces  é  ayant  pour  valeur 

cos  s  =  w  (r.  -s.)(j), 

s'o  et  co0  étant  ce  que  deviennent  s'  et  u>  pour  r  =  r0.  Maintenant  il 
est  facile  d'exprimer  r —  r0  au  moyen  des  forces  P,  p,  il  suffit  d'ob- 
server que  le  mobile  étant  devenu  libre,  on  a 

dc    —  Kr»  \. i\dt)  P    ' 

donc 

r  —  r0  =   -^  .  -  -+- 


Si  nous  considérons  un  autre  point  M"  se  mouvant  sur  une  autre 
courbe  A"M"B"  d'une  manière  analogue,  et  que  r',  rg  W",  p",  P" 
soient  pour  ce  mouvement  les  quantités  correspondantes  à  r,  rc,  W, 
p,  P ,  nous  aurons  de  même 

r'  —  r"  =   W>" 


+ 


d'où  nous  conclurons ,  en  divisant  ces  quantités  l'une  par  l'autre  et 
passant  ensuite  à  la  limite ,  c'est-à-dire  faisant  6  =  o, 


r  —  r0  p 

r"  —  r'o  ~    Wy 
P" 


29- 
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pour  le  rapport  des  enfoncements  instantanés  produits  daus  les  deux 
mouvements  par  les  pressions  respectives  p  et  p"  exercées  contre  les 
cloisons. 

Or,  il  est  évident  que  si,  dans  un  temps  infiniment  petit,  les  pres- 
sions^, p"  qu'exerçaient  les  deux  mobiles  à  l'instant  où  les  cloisons 
ont  été  rendues  perméables,  ont  produit  dans  ces  cloisons  des  enfon- 
cements égaux,  ces  pressions  étaient  égales  entre  elles:  de  plus, 
comme  les  enfoncements  dépendent  de  la  direction  des  tubes ,  c'est- 
à-dire  de  celle  des  développées  en  nombre  infini  dans  chacune  des 
deux  courbes  dont  on  a  fait  choix  d'abord  pour  enrouler  les  tubes, 
on  peut  supposer  qu'elles  ont  été  prises  de  manière  que  r  —  r„  soit 
égal  à  r*  — ■  ro.  En  adoptant  cette  hypothèse,  nous  aurons  d'après  ce 
que  nous  venons  de  dire,  p  =p*,  d'où  résulte  l'égalité 

W 
P 

P" 

puis  la  proportion 

P  :  P"   ::   W  :  W". 

Au  reste ,  il  est  bon  d'observer  qu'on  ne  peut  dire  que  p  =/>"  même 
en  faisant  r —  r0  =  r'  —  t\ ,  que  quand  G  est  infiniment  petit  et  que 
l'on  a  passé  à  la  limite  en  posant  G  =  o;  car  dans  un  temps  fini  G, 
nous  ne  savons  pas  quelles  sont  les  lois  du  mouvement  des  deux 
pqints  devenus  libres  dans  ces  tubes  ;  la  seule  chose  certaine  à  priori , 
c'est  que  plus  le  temps  G  sera  petit ,  plus  (si  les  enfoncements  des  deux 
points  sont  les  mêmes)  les  forces  p,  p"  qui  les  ont  produits  appro- 
cheront d'être  égales,  tellement  que  pour  G  =  o,  l'égalité  —,,  =  i  sera 

tout-à-fait  rigoureuse. 

11  est  donc  bien  prouvé  par  cette  analyse  qu'on  a  la  proportion 

P  :  P"   ::   W  :  W". 

Si  nous  considérons  un  mouvement  où  W"  =  i ,  et  que  nous 
choisissions  pour  unité  la  force  P" correspondante,  la  force  P  sera  égale 
à  W,  et  l'on  aura 
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p  =  v/(!rO* +(£)■+(£)* 


Ce  résultat  se  rapporte  à  l'unité  de  masse;  car,  jusqu'à  présent,  nous 
n'avons  pas  tenu  compte  de  la  masse  de  nos  mobiles  que  nous  avons 
implicitement  supposée  être  la  même  pour  tous  et  égale  à  i  :  nous 
indiquerons  dans  l'article  suivant,  le  moyen  de  tenir  compte  de  cet 
élément  nouveau.  Mais  auparavant,  observons  que,  la  masse  étant  tou- 
jours l'unité ,  la  quantité  W"  sera  égale  à  i  pour  le  mouvement 
uniforme  avec  l'unité  de  vitesse  sur  un  cercle  dont  le  rayon  =  i  ;  car 
en  prenant  l'origine  des  coordonnées  au  centre  de  la  courbe  et  les  axes 
ox,  oy,  dans  son  plan,  et  dénotant  par  ce  l'angle  Mox  du  rayon  vec- 
teur avec  l'axe  des  x,  on  aura  pour  les  coordonnées  du  point  mo- 
bile M  : 

z  =  o  ,     x  =  cos  ce ,     y  =  sin  ce  ; 
donc, 


!F  =  °>      de 


/d*\      d"jr  .         /d»\* 

•Car)'  -5F  =  -slnwU)- 


d'z  d'x  /da\-       d'y  .  /da\* 

—  cos  ce .  (  —  1  - 

d' 


Nous  ne  mettons  pas-rr;  car  cette  différentielle  seconde  est  nulle. 


de 

le  mouvement  étant  uniforme.  Donc  ici 


w'Wc^n- (©+(£)=  (* 


dm 


puisque     -j-  représente  la  vitesse  que  nous  supposons  être  l'unité.  La 

force  produite  par  l'inertie  qu'on  nommeyorce  centrifuge  dans  le  mou- 
vement que  nous  venons  de  considérer  est  donc  notre  unité  de  force . 
et  c'est  en  adoptant  cette  unité  qu'on  a  en  général 


» = v/o* + m  +  go* = w- 

V. 
Mais  cette  formule  se  rapporte    à   l'unité    de   masse  ;    voyons    ce 
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qu'elle  deviendrait  si  la  masse  du  mobile  était  m,  et  pour  cela  faisons 
nous  une  idée  bien  nette  de  ce  qu'on  doit  entendre  par  la  masse  d'un 

corps. 

Si  nous  supposons  qu'on  prenne  deux  corps  différents  renfermés 
daus  des  parallélépipèdes,  comme  nous  l'avons  déjà  vu,  et  qu'on  les 
entraîne  de  la  même  manière  sur  une  même  courbe,  ils  presseront 
les  parallélépipèdes  ;  et  les  pressions  exercées  contre  ces  enveloppes 
pourront  être  égales  ou  différentes.  De  là  l'idée  de  la  masse  des  corps; 
car  si  les  pressions  sont  égales,  les  corps  seront  dits  avoir  des 
masses  égales  ;  ils  auront  des  masses  différentes,  si  les  pressions  sont 
différentes. 

Si  à  présent  on  enferme  dans  une  cavité  deux,  trois,  quatre.  .  .  . 
corps  ayant  des  masses  égales,  les  pressions  produites  deviendront 
doubles .  triples ,  quadruples  ....  En  général,  si  le  nombre  des  points 
matériels  devient  m  fois  plus  grand,  la  pression  et  la  masse  devien- 
dront toutes  deux  m  fois  plus  grandes. 

Si  l'on  applique  à  des  masses  égales  des  forces  égales ,  les  vitesses 
produites  dans  le  même  temps  seront  évidemment  égales,  et  l'on  voit 
en  outre  que  les  forces  qui  imprimeront  le  même  mouvement  à  des 
corps  de  masses  différentes,  seront  entre  elles  comme  ces  masses. 
Observons  en  passant  que  ceci  fournit  un  moyen  très  simple  de  me- 
surer les  masses  des  corps,  car  de  l'égalité  de  vitesse  que  tous  daus 
le  même  temps  acquièrent  dans  le  vide  et  du  principe  que  nous  ve- 
nons d'établir,  il  faut  conclure  que  ces  masses  sont  proportion- 
nelles aux  poids. 

Des  notions  que  nous  venons  de  donner  sur  les  masses  des  corps , 
il  résulte  qu'en  appelant  m  la  masse  du  mobile  qui  décrit  la  courbe 
AMB,  et  conservant  à  la  quantité  W  sa  signification,  la  force  pro- 
duite par  l'inertie  P  est  exprimée  par  la  formule 
P  =  h  AV. 

De  plus,  les  cosinus  des  angles  que  cette  force  fait  avec  les  axes  ayant 
pour  valeurs  d'après  les  démonstrations  précédentes 

i       d'x  i        ày  i       à- 

cos  A  =  —  w  ■  ^  ,  cos  y.  =  —  w  .  -^  ,  cos  v  =  —  w  .  ^, 
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oit  voit  que  les  trois  composantes  de  P  suivant  ox ,  oy,  oz,  sout 


d"x  dy  d'z 

de  '  dt   '  de 


VI. 


11  ne  peut  plus  y  avoir  aucune  difficulté  à  établir  les  équations  du 
mouvement  d'un  point  matériel;  car  en  appelant  X,  Y,  Z  les  trois 
composantes  de  la  force  extérieure  qui  sollicite  ce  point  et  observant 
que  ces  trois  composantes  doivent  être  égales  et  directement  oppo- 
sées à  celles  de  la  force  produite  par  l'inertie,  on  obtient  les  égalités  : 

d'x  v  dy  v  d'z         „ 

de  '        de  '        dt 

admises  par  tous  les  géomètres. 

Mais  pour  dissiper  toute  obscurité  reprenons  la  chose  d'un  peu 
plus  haut.  Considérons  un  point  mobile  M  renfermé  dans  un  pa- 
rallélépipède solide  et  parcourant  la  courbe  AMB  sous  l'influence  de 
ce  parallélépipède.  La  force  P  produite  par  l'inertie  du  mobile  pres- 
sera ce  parallélépipède  dans  une  direction  et  avec  une  intensité  que 
nous  avons  déterminées  tout  à  l'heure.  Appliquons  maintenant  au 
mobile  M  une  force  Q  égale  et  directement  opposée  à  P  :  il  est  évi- 
dent que  la  force  Q  fera  équilibre  à  la  pression  que  supportait  l'enve- 
loppe et  l'anéantira  :  dès-lors  l'enveloppe  n'exerçant  plus  aucune  ac- 
tion sur  le  point  M  deviendra  inutile  et  pourra  être  supprimée  sans 
qu'il  cesse  de  décrire  la  courbe  AMB,  sous  l'influence  de  la  force  P , 
tout  comme  il  la  décrivait  sous  l'influence  de  l'enveloppe.  Ainsi  la 
force  Q  est  celle  qu'il  faut  appliquer  au  mobile  pour  lui  taire  parcou- 
rir la  trajectoire  donnée  ,  et  par  suite  celle  dont  les  composantes  ont 
été  nommées  X,  Y ,  Z  :  donc  ,  ces  dernières  sont  égales  et  directement 
opposées  aux  composantes  de  la  force  d'inertie ,  ce  qui  nous  ramène 
aux  équations  : 

d'x  v  d'y         ^j  d"z  r* 

d?  '        de  '        dt' 
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qui  contiennent  les  lois  du  mouvement  d'un  point  matériel.  Il  est 
aisé  de  voir  que  par  un  raisonnement  identique  à  celui  qui  précède , 
on  démontrerait  l'équation  générale  du  mouvement  telle  qu'elle  est 
dans  la  mécanique  analytique,  où  on  la  présente  comme  une  consé- 
quence de  ce  que  l'on  appelle  le  principe  de  d'Alembert.  Aussi  à  nos 
yeux  ce  principe  et  celui  des  forces  accélératrices  se  confondent  avec 
le  principe  général  de  la  force  produite  par  l'inertie. 
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ÉNUMÉRATION 

DES  COURBES  DU  QUATRIÈME  ORDRE, 

D'après  la  nature  différente  de  leurs  branches  infinies. 

Par  M.  PLUCKER. 


1 .  De  tous  les  géomètres,  Euler  est  celui  qui  s'est  le  plus  systéma- 
tiquement occupé  des  courbes  de  degré  supérieur.  Il  s'est  attaché  sur- 
tout à  la  considération  des  branches  infinies,  et  en  a  tiré,  dans  son 
Introduction  à  V analyse  de  T infini ,  le  moyen  de  classer  les  différentes 
espèces  de  courbes  d'un  même  degré ,  en  poussant  cette  classification 
jusqu'au  quatrième  degré  inclusivement.  Ce  qu'il  a  fait  sur  ce  sujet, 
il  y  a  plus  de  quatre-vingts  ans ,  a  passé  en  d'autres  ouvrages  sous  son 
autorité  et  sans  être  revu.  Mais  la  longueur  des  calculs  qu'exi- 
geait sa  méthode  ne  lui  permettait  pas  de  démontrer  d'une  manière 
certaine  que  toutes  les  espèces  annoncées  par  lui  existent  réellement.  Il 
donne  ainsi  il\6  espèces  de  courbes  du  quatrième  degré  qu'il  distribue 
en  huit  classes  :  il  faut  d'abord  réduire  ce  nombre  à  125,  car,  par  une 
erreur  de  calcul,  il  en  compte  21  de  trop  dans.,  la  sixième  classe  ;  en- 
suite, dans  les  i25  courbes  restantes,  il  y  en  a  12  qui  n'existent  pas 
du  tout  ;  de  l'une  d'elles  Euler  affirme  positivement  le  contraire. 
Il  y  a  22  espèces  qui  lui  sont  échappées,  et  parmi  elles  l'espèce  gé- 
nérale 4e  la  dernière  classe:  l'oubli  des  autres  provient  de  ce  qu'Euler 
n'a  pas  reconnu  i°.  que  l'ordre  du  contact  peut  être  différent  sur  deux 
asymptotes  parallèles,  et  20.  qu'il  peut  y  avoir  (pour  m'expliquer  briè- 
vement) un  point  de  rebroussement  de  seconde  espèce  à  l'infini. 
Enfin,  ses  notions  inexactes  sur  les  asymptotes  paraboliques,  qui  ne 
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sont  jamais  isolées,  mais  toujours  en  nombre  infini,  et  sur  les  asymp- 
totes courbes  en  général ,  ont  dû  inévitablement  le  conduire  à  des 
erreurs  manifestes  que  l'on  trouvera  signalées  plus  loin. 

Dans  ce  mémoire ,  nous  nous  proposons  de  refaire  le  travail  tïEuler 
avec  les  moyens  ordinaires  de  l'Analyse,  maniés  toutefois  d'une  ma- 
nière nouvelle,  eo  sorte  que  nous  pourrons  écrire  immédiatement  les 
équations  qui  répondent  aux  différentes  espèces  de  courbes  du  qua- 
trième degré,  et  cela  par  une  méthode  applicable  aux  courbes  d'un 
degré  quelconque.  Les  axes  des  coordonnées  n'introduisent  dans  nos 
équations  rien  d'arbitraire  qui  nous  embarrasse  et  qu'il  faille  éliminer, 
pour  ainsi  dire,  si  l'on  veut  reconnaître  la  nature  intime  de  la  courbe, 
sans  avoir  égard  à  sa  position.  On  voit  sur-le-champ  la  liaison  de 
chaque  terme  de  nos  équations  avec  les  courbes  qu'elles  représentent, 
ainsi  que  le  changement  produit  dans  la  nature  de  ces  courbes 
par  le  changement  de  forme  de  l'un  quelconque  des  termes  de 
leurs  équations.  Enfin,  pour  servir  de  contrôle  à  notre  classification 
et  en  général  à  tous  nos  calculs,  il  est  un  nombre  abstrait,  qui  s'ob- 
tient immédiatement  pour  chacune  de  nos  équations  ;  je  veux  parler  du 
nombre  des  constantes  ,  dont  dépendent  les  courbes  d'une  espèce  quel- 
conque. 

2.  Fixons  d'abord  la  notation  que  nous  emploierons.  Nous  désigne- 
rons par  P,  Q,  R,  S,....  des  lignes  droites  quelconques  et  par 
p,  q}  r,  s, .  .  .  .  les  distances  respectives  d'un  point  quelconque  à  ces 
droites.  En  passant  d'un  point  à  un  autre  ces  dernières  quantités  va- 
rient et  chacune  d'elles  change  de  signe  si  le  point  passe  d'un  côté  de 
la  droite  correspondante  au  côté  opposé.  Le  côté  positif  de  chaque 
droite  est  absolument  arbitraire.  Pour  représenter  ces  droites,  on  a  les 
équations  suivantes  : 

p  =  o ,     q  =  o ,     r  =  o  ,     s  =  o .  .  .  . 

Nous  nommerons  les  quantités/?,  q,  r,  s ,. .  .  .Jonctions  linéaires.  Elles 
le  sont  des  coordonnées  ordinaires,  comme  chacune  d'elles  l'est  de 
deux  quelconques  prises  arbitrairement  parmi  elles.  Nous  désignerons 
ensuite  par  il.,  il'.,  il".. .  . .  des  fonctions  quelconques  du  «"""  degré 
de  fonctions  linéaires  quelconques,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  des 
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coordonnées  ordinaires.  Enfin  les  lettres  grecques  X  ,  \j.,...  indique- 
ront toujours  des  quantités  constantes. 

3.  Après  avoir  ainsi  fixé  la  notation  ,  je  ne  dirai  que  deux  mots  sur 
le  principe  de  notre  méthode  ;  je  m'abstiendrai  de  tout  ce  qui  ne  se 
rapporte  pas  immédiatement  à  lenumération  des  différentes  espèces  de 
courbes  du  quatrième  degré. 

Soit,  conformément  à  notre  notation  , 

•Q»  =  o,  (a) 

l'équation  générale  des  courbes  du  n'em'  degré,  et 

P  =  o, 

l'équation  d'une  ligne  droite  quelconque.  Regardons,  pour  fixer  les 
idées ,  Q„  et  p  comme  fonctions  de  coordonnées  ordinaires.  On  dé- 
terminera alors  les  intersections  de  la  ligne  droite  avec  la  courbe ,  en 
éliminant  l'une  de  ces  deux  coordonnées.  L'équation  résultante  s  "élè- 
vera en  général  au  n'me  degré  et  indiquera  par  ses  racines  n  points 
d'intersection  ,  réels  ou  imaginaires.  Dans  tous  les  cas,  si ,  par  une  dé- 
termination particulière  des  constantes  ,  le  degré  d'une  équation  algé- 
brique s'abaisse  de  m  unités,  sans  qu'on  ait  négligé  aucun  facteur 
variable ,  il  faut  en  chercher  la  cause  dans  la  circonstance  que  m  des 
racines  primitives  sont  devenues  infinies.  Donc,  si  cela  arrive  dans  le 
cas  présent,  c'est  parce  que,  par  un  changement,  soit  dans  la  position 
réciproque  de  la  ligne  droite  et  de  la  courbe  ,  soit  par  un  changement 
dans  la  nature  de  celle-ci  ,  m  points  d'intersection  ont  passé  à  l'infini. 
L'équation  de  la  droite  contenant  deux  constantes,  on  peut  en  dispo- 
ser de  manière  que  de  ses  points  d'intersection  avec  la  courbe  donnée 
deux  passent  à  l'infini;  nous  dirons  alors  que  la  ligne  droite  est  une 
asymptote  de  la  courbe.  D'après  cette  défi  îition  ,  si  nous  voulons  que 
P  soit  une  asymptote  de  la  courbe  représentée  par  l'équation  (a) ,  il 
faut  que  celle-ci,  quand  on  pose  p  =  o,  se  réduise  à  une  fonction  du 
(n —  ni)'""'  degré,  ou  ce  qui  revient  au  même,  il  faut  qu'elle  puisse 
prendre  la  forme  suivante  : 

pCïm_,  -f-  n._,  =  o. 

Si  iia_,  se  réduisait  à  une  fonction  n,_m  du  (n  —  m)'™"  degré,  m  sur- 

3o.. 
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passant  le  nombre  2  (ce  qui  exigerait  que  la  courbe  fût  d'une  nature 
particulière)  ,  il  y  aurait ,  sur  l'asymptote  P,  m  points  d'intersection 
situés  à  l'infini.  Nous  dirons  que  l'asymptote  a  alors  avec  la  courbe  un 
contact  de  m  points ,  ce  qui  revient  à  dire  avec  Euler  que  la  courbe  a 

une  asymptote  hyperbolique  de  l'espèce  u  =  -^-.  Pour  chaque  point 

d'intersection  nouveau,  passant  à  l'infini,  l'ordre  du  contact  s'élève 
d'une  unité.  Car  de  l'équation 

pCl,->   H-  ^B-m  =   o, 

on  tire,  en  regardant  0»_,  et  Q.n_m  comme  des  fonctions  de  p  et 
d'une  autre  variable  q,  en  donnant  à  celle-ci  une  valeur  infinie  et  en 
négligeant  p  par  rapport  à  q,  l'expression  suivante  : 

n„_m  -hc«— 0 


'--„ 


f? 


qui  fait  voir  que  la  distance  des  points  infiniment  éloignés  de  la  courbe 
à  l'asymptote  P,  si  elle  n'est  pas  infiniment  grande  elle-même,  est  un 
infiniment  petit  de  l'ordre  (m  —  1).  On  voit  encore  que,  suivant  que 
m  est  un  nombre  pair  ou  impair,  p  change  de  signe  ou  n'en  change 
pas,  si  l'on  prend  successivement  q  =  00  et  q  =  —  00;  ce  qui  signifie 
que  deux  branches  de  la  courbe  qui  suivent  l'asymptote  P  en  sens 
divers,  sont  situées,  dans  le  premier  cas,  sur  les  deux  côtés  opposés 
et  dans  le  second  cas,  sur  le  même  côté  de  cette  asymptote. 

On  peut  mettre  en  évidence  dans  l'équation  d'une  courbe  l'en- 
semble de  ses  asymptotes.  Ainsi,  par  exemple,  en  prenant  nz=q,  on 
obtient  l'équation 

pqrs  -{-  fla  =  o, 

qu'on  peut  encore  écrire  de  ia  manière  suivante  : 

pqrs  -f-  htu  -f-  /*  =  o.  (b) 

Chacune  des  fonctions  linéaires  p ,  q,  r ,  s ,  t,  u  dépend  de  deux 
constantes  :  l'équation  (/?)  qui  renferme  en  outre  A  et  w.  contient  ainsi 
1 4  constantes.  Ce  nombre  est  égal  à  celui  des  constantes  de  l'équation 
générale  des  courbes  du  4'""'  degré.  On  peut  donc  regarder  les  deux 
équations  comme  équivalentes  et  transformer  celle-ci,  que  nous  sup- 
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poserons  donnée,  dans  l'équation  (b).  Cette  transformation  doit  exiger 
la  résolution  d'une  équation  du  4'""'  degré,  car,  sans  changer  l'équa- 
tion (b),   on    peut  changer    entre   elles    les    quatre  fonctions   li- 
néaires, p,  q,  r,  s  qui  répondent  aux  quatre  asymptotes  P,  Q,  R,  S. 
4.  Les  raisonnementsdu  numéro  précédent  s'appliquent  également  aux 
asymptotes  courbes.  Les  notions  généralement  admises  sur  ces  asymp- 
totes me  paraissent  peu  nettes.  Ainsi  Euler,  par  exemple,  ne  voit  qu'une 
seule  asymptote  parabolique  là  où  il  y  en  a  une  infinité,  que  l'on  ob- 
tient toutes,  en  déplaçant  l'une  d'elles  parallèlement  à  elle-même  suivant 
la  direction  de  ses  diamètres.  Parmi  ces  asymptotes  il  y  eu  a  cependant 
une  qui  a  avec  la  courbe  un  contact  d'un  ordre  plus  élevé  que  les 
autres  ;  mais  ce  n'est  pas  celle  à!  Euler ,  qui,  au  contraire,  dépend  du 
choix  arbitraire  des  axes  des  coordonnées.  J'ajouterai  peu  de  mots, 
pour  faire  mieux  ressortir  le  caractère  des  asymptotes  paraboliques. 

Si  les  courbes  représentées  par  l'équation  (a)  ont  pour  asymptote 
une  parabole  dont  l'équation  est 

P%  +  *q  =  o, 
il  faut  que  l'équation  (a)  puisse  s'écrire  sous  la  forme  suivante , 

(p*  +  \q)  att_x  +  n',_,  =  0,  (c) 

afin  que  son  premier  membre  se  réduise  à  une  fonction  du  (n  —  2)'"" 
degré,  en  faisant  disparaître  (p*  •+■  Xq).  Quatre  points  d'intersection 
s'étant  éloignés  à  l'infini,  la  parabole  ne  coupe  la  courbe  qu'en 
a(» — 2)  points  seulement.  En  introduisant  une  constante  arbitraire  a. 
et  en  posant,  pour  abréger 

on  pourra  mettre  l'équation  (c)  sous  la  forme  suivante  : 

O'  +  a  {q  +  «)]  n._.  +  a\_%  =  0,       (d) 

dans  laquelle  la  parabole  nouvelle ,  dont  l'équation  est 

P*  +  Hq  +  a)  =  o  ,  (e) 

se  présente  absolument  de  la  même  manière  que  la  première  parabole 
dans  l'équation   (c).  Toutefois  si  l'on   détermine    a  de    sorte    que 
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l'on  ait 

n._.  =  Pii\_s  .+.  n'._3  =  (P  +  tt)  n„_3  +  n._4, 

ce  qui  peut  toujours  se  faire  et  cela  d'une  seule  manière,  l'équation 
(d)  se  changera  dans  la  suivante 

{p  +  ?q.)aa_t  +  (p  +  *)fl_s  +  "-4  =  o,  (s. 

en  posant  (  <jr  -f-  a    =  <?o  >  et  l'on  voit  que  la  parabole 

p"  4-  *<?.  =  o  (A) 

ne  coupe  la  courbe  proposée  qu'en  (2n  —  5)  points,  cinq  points  d'in- 
tersection ayant  passé  à  l'infini. 

Toutes  les  paraboles  représentées  par  l'équation  (é),  si  l'on  attribue 
à  a  successivement  toutes  les  valeurs  possibles,  sont  asymptotes  l'une 
de  l'autre.  L'ordre  du  contact  à  l'infini  est  j.  C'est  un  contact  du  même 
ordre  qui  a  lieu  entre  l'une  quelconque  de  ces  paraboles  et  la  courbe 
proposée.  Toutefois  pour  l'asymptote  parabolique  (h),  que  j'appellerai 
osculatrice ,  l'ordre  du  contact  s'élève  à  l'unité,  et  peut ,  dans  des  cas 
particuliers,  en  croissant  pour  chaque  point  nouveau  passant  à  l'infini 

d'une  demi-unité,  s'élever  jusqu'au   (  J       ordre. 

Dans  les  équations  suivantes  qui  sont  du  quatrième  degré  , 

(P'  +  M)  rs  4-     {p  -f-  -rr)  t  4-  u.  =  o, 

(p.  4.  tyflfc  4.  ?)  +  vt  =  b,  ( 

(P*  4-  ty)(rs  +  cT)  +  fp  +  fi  =  o,  M  ; 

(p*  4-  Af)(w  4-  «T)4-  A*  =  o, 

l'asymptote  parabolique  et  osculatrice  est  mise  en  évidence. 

En  suivant  l'une  des  branches  infinies  de  cette  asymptote ,  ion  ob- 
tient pour  q,  r,  s,  t,  des  valeurs  infiniment  grandes  du  premier  ordre 
et  pour  p  une  valeur  infinie  de  l'ordre  -{■  seulement.  Avec  cette  attention 
l'on  déduit  des  quatre  équations  précédentes  que  l'expression  (p%-h?q), 
rapportée  aux  points  infiniment  éloignés  sur  les  branches  paraboliques 
de  la  courbe  proposée  est  successivement  un  infiniment  petit  de 
l'ordre  {,  1,  |  et  2.  Cette  expression  donne  la  distance  (  prise  suivant 
la  direction  des  diamètres  et  multipliée  par  un  coefficient  constant)  du 
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point  auquel  elle  est  rapportée  à  l'asymptote  parabolique  : 

/>*  +  *-q  =  o. 

La  plus  courte  distance  de  ce  même  point  â  l'asymptote  parabo- 
lique est  infiniment  petite  d'un  ordre  plus  élevé  d'une  demi-unité; 
elle  est  donc  respectivement  de  l'ordre  i,  |,  2  et  |. 

Au  nombre  infini  d'asymptotes  paraboliques  répond  dans  le  cas  de 
deux  asymptotes  rectilignes,  un  nombre  infini  d'asymptotes  hyperbo- 
liques ,  dont  les  deux  asymptotes  rectilignes  sont  celles  de  la  courbe. 
Parmi  ce  nombre,  il  y  en  a  deux,  dont  le  contact  avec  la  courbe  est 
plus  intime  et  s'élève  sur  l'une  des  deux  asymptotes  rectilignes  au 
deuxième  ordre.  Dans  le  cas  de  deux  asymptotes  rectilignes  et  imagi- 
naires, on  obtient  un  nombre  infini  d'ellipses  au  lieu  d'hyperboles, 
qui  ne  coupent  la  courbe  qu'en  (2/2— 4)points  seulement;  mais,  en  géné- 
ral, il  n'y  en  a  aucune  qui  coupe  la  courbe  en  moins  de  (2/2 — 4)p°ints- 

Pour  déterminer  le  nombre  des  constantes  dans  les  équations  (Aj ,  il 
n'en  faut  compter  que  quatre  pour  l'expression  (/js  +  /^).  Des  cinq  cons- 
tantes qu'elle  contient,  l'une  peut  être  prise  à  volonté,  ce  qui  tient  à  ce 
qu'à  une  même  parabole  il  répond  un  nombre  infini  d'expressions 
de  la  même  forme.  Une  remarque  analogue  a  lieu  pour  l'expression 
suivante  (/?*-{- Âç1),'  qui  répond  à  deux  asymptotes  imaginaires,  se 
coupant  en  un  point  réel. 

Je  passerai  immédiatement  à  l'énumération  des  différentes  courbes 
du  quatrième  degré  :  pour  me  rapprocher,  autant  que  possible ,  de  la 
marche  (ÏEuler,  je  rapporterai  ces  courbes  à  huit  cas  principaux  ;  j'ai 
dû  néanmoins  intervertir  l'ordre  des  troisième  et  quatrième  cas. 

Premier  cas. 

5.  Il  n'y  a  aucune  direction  réelle  suivant  laquelle  une  ligne  droite 
coupe  la  courbe  en  moins  de  quatre  points.  Les  quatre  asymptotes  recti- 
lignes sont  imaginaires,  maisellesse  coupentdeux  à  deux  en  deux  points 
réels ,  centres  de  deux  séries  d'ellipses  concentriques ,  semblables  et 
semblablement  situées,  dont  chacune,  ayant  avec  la  courbe  un  double 
contact  imaginaire  à  l'infini,  ne  la  coupe  qu'en  quatre  points.  Espèce 
générale,  dépendant  de  14  constantes  : 

(p>  +  A?')  (r*  +  ys')  +  ttu  -h  >jl  =  o.  (1) 
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Deuxième  cas. 

6.  Il  y  a  deux  directions  suivant  lesquelles  une  ligne  droite  arbi- 
traire rencontre  la  courbe  en  trois  points  seulement.  Ce  sont  les  direc- 
tions de  deux  asymptotes  réelles ,  qui  coupent  la  courbe  en  général  et 
au  plus  en  deux  points.  Il  y  a  un  nombre  infini  d'asymptotes  hyper- 
boliques, ayant  ces  mêmes  asymptotes  rectilignes.  Deux  d'entre  elles 
ont  suivant  l'une  de  leurs  asymptotes  avec  la  courbe  un  contact  du  se- 
cond et  suivant  l'autre ,  un  contact  du  premier  ordre.  Il  y  a  en  outre 
deux  asymptotes  rectilignes  et  imaginaires,  se  coupant  en  un  point 
réel,  centre  commun  d'une  infinité  d'ellipses  semblables  qui  ne  cou- 
pent la  courbe  qu'en  quatre  points.  Espèce  générale ,  dépendant  de 
14  constantes  : 

Pli.1*  +  ys%)  +  vtu  ■+■  (A  ==  o.  (2) 

Il  peut  arriver  que  chacun  des  deux  points  d'intersection  de  cha- 
cune des  deux  asymptotes  réelles  passe  à  l'infini.  De  là  proviennent 
les  espèces  suivantes  : 

pq(r*  -f-  ys")  +v(p-\-7r)t-$-n  =  o,  (3) 

pq  (  1*  4-  ys*  )  +  *pt    +  f*  =  o,  (4) 

pq  (r*  +  7S%)  +  K!p  +  9r)  (q  ■+-  x)  +  f*  =  o,     (5) 

pq ir%  +  y**)  +  »/>(? H-  *)  +  /*  =  o,                    (6) 

pqi^  +  >•*')  +  vpq  4-  p  =  o.  (7) 

On  obtiendrait  d'autres  espèces  (  dont  je  ne  ferai  pas  mention  ici , 
parce  quEuler  ne  s'en  est  point  occupé  )  en  considérant  les  cas  par- 
ticuliers où  les  points  d'intersection  des  asymptotes  imaginaires  pas- 
sent à  l'infini  :  c'est  ce  qui  arriverait,  par  exemple,  si,  dans  l'équa- 
tion (7),  on  posait  v  =  0  :  je  dirai  seulement  que  le  nombre  des  points 
d'intersection  situés  à  l'infini  est  dans  tous  les  cas  le  même  sur  les  deux 
asymptotes  imaginaires;  du  reste  il  peut  être  égal  à  trois  ou  à  quatre. 

Troisième  cas. 

7 .  Il  y  a  quatre  directions  différentes  et  réelles  suivant  lesquelles 
une  ligne  droite  coupe  la  courbe  en  trois  points  seulement,  et  il  y  a 
quatre  asymptotes  rectilignes  et  réelles .  correspondant  a  ces  quatre 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  a57 

directions,  qui  coupent  la  courbe  dans  le  cas  général ,    dépendant  de 
i4  constantes,  en  deux  points.  L'équation  générale  est 

pqrs  -f-  vtu  -f-  /*  =  o.  (8) 

Les  quatre  asymptotes  deviennent  osculatrices  suivant  différents 
ordres  dans  les  espèces  suivantes ,  les  seules  possibles  : 

pqrs  -f-  v  {p  -f-  ic)  t  -f-  fj.  =  o,  (9) 

pqrs  -f-  vpt      -f-  fx.  =  o,  (10) 

Pqrs  +  v  (p  +  7r){q  -f-  x)  -f-  ^  =  o,  (11) 

pqrs  +  f/)(/>+z)+/t  =  o,  (12) 

pqrs  +  W     -f-  /j,  =  o,  (i3) 

P?"  +  »*  =  O,  (14) 

pqrs  ■+•  vp   -f-  /a  =  o,  (i5) 

^rj  +  /x  =  o(*).  (16) 

Quatrième  cas. 

8.  A.  Il  y  a  une  direction  unique  suivant  laquelle  une  ligue  droite 
quelconque  rencontre  la  courbe  en  trois  points  seulement,  mais  il  n'y 
a  pas  d'asymptote  rectiligne.  Il  existe  un  nombre  infini  d'asymptotes  pa- 
raboliques dont  les  diamètres  ont  la  direction  en  question  et  parmi  les- 
quelles il  y  en  a  une  d'osculatrice.  Il  y  a  en  outre  deux  asymptotes 


(*)  On  voit  que  les  ordres  du  contact  sur  les  quatre  asymptotes  ne  sont  pas  en- 
tièrement indépendants  l'un  de  l'autre.  En  de'signant  les  ordres  de  contacts  sur 
P,  Q,  R  et  S  respectivement  par  le  nombre  des  points  passés  à  l'infini,  l'on  aura 
les  symboles  suivants  pour  représenter  les  neuf  espèces  que  nous  venons  d'énumérer  : 

2222,     3222,     4222»     3322,     43a2)     3333,     4422»     4444- 
D'après  Euler  ,  existerait  encore  l'espèce  suivante  : 

4433; 

c'est  sa  23e,  intermédiaire  entre  (t5)  et  (16).  Mais  on  11 'a  qu'à  compter  le  nombre 
de  constantes  des  ces  deux  espèces  ,  pour  voir  que  celle  à' Euler  n'existe  pas.  En 
effet ,  ce  nombre  diminue  en  passant  de  (i5)  à  (16)  d'une  unité  seulement  et  des- 
cend de  10  à  9. 

Juu.et  i836.  3i 


258  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

rectilignes  et  imaginaires.  Espèce  générale  dépendant  de    i3    cons- 
tantes : 

(p'  H-  hq)  (/'  +  ys1)  +  v  (p  +  ir)  t  +  p  =  o.    (17) 

B.  H  y  a  une  direction  unique  suivant  laquelle  une  ligne  droite 
quelconque  coupe  la  courbe  en  deux  points  seulement,  saus  pour  cela 
être  une  asymptote  de  la  courbe.  En  général  il  y  a  deux  asymptotes 
parallèles,  qui,  suivant  cette  même  direction,  coupent  la  courbe  en 
un  point  unique.  La  courbe,  en  d'autres  termes,  a  un  point  double, 
qui  est  infiniment  éloigné  suivant  la  direction  en  question  et  dont  les 
asymptotes  sont  les  deux  tangentes.  11  y  a  en  outre  deux  asymptotes 
rectilignes  et  imaginaires.  Nombre  des  constantes  ,  12.  B  se  subdivise 
en  a,  /3  ,  y. 

a.  Les  deux  asymptotes  parallèles  sont  imaginaires;  le  point  double 
situé  à  l'infini  est  un  point  isolé.  L'équation  est  : 

(P'   +  ?)(T    +    >*")    +    V(p    +7T)t    J.    U.    =    O  (l8) 

/3.  Les  deux  asymptotes  parallèles  sont  réelles;  deux  brauches 
réelles  de  la  courbe  se  coupent  à  l'infini.   L'équation  est 

(P*  —  %%){r*  4-  ys>)  4-  v  (P  4-  <x)t  4-  1*=    o.     (19) 

Le  contact  peut  s'élever  sur  l'une  des  deux  asymptotes  parallèles , 
ou  sur  toutes  les  deux,  au  second  ordre  ;  c'est  ce  qui  fournit  les  deux 
espèces  suivantes  : 

(p3  —  ?*)  (^  +  y**)  +  v  {p  ±  £)  t  +  f  =s  o,    (20) 
O*  —  g$.(f!  +  >**+")  +  A1  =  «(*)•  (21) 

y.  Les  deux  asymptotes  parallèles  coïncident  en  une  seule,  la  courbe 
a  sur  cette  asymptote  double  un  point  de  rebroussement  de  première 
espèce  et  infiniment  éloigné.  Son  contact  avec  l'asymptote  est  de 
l'ordre  {  seulement.  Nombre  des  constantes  :   1  1 .  L'équation  est 


(*)  Eulerna  pas  reconnu  l'existence  de  l'espèce  (20) ,  où  l'ordre  du  contact  est 
différent  sur  les  deux  asymptotes  parallèles.  Cette  espèce  doit  trouver  sa  place 
entre  sa  dixième  et  sa  onzième  espèce. 
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p»(r*  _j_  ,s*}  +  y  (j,  +  n)t  +  i*.  =o.  (22) 

Si  l'on  a  7r=o,  le  contact  s'élève  au  premier  ordre  ;  le  point 
double  est  le  point  de  contact  à  l'infini  de  deux  branches  de  la  courbe 
sur  l'asymptote  double.  L'équation  devient 

P%  (r-  4-  y*')  4-  ypt  4-  "  =  o.        (23)  (24) 

Cette  équation  contient  deux  espèces  différentes:  les  deux  branches 
qui  se  touchent  à  l'infini  peuvent  être  réelles  ou  imaginaires.  La  pre- 
mière de  ces  espèces  a  quatre  branches  infinies ,  qui  s  approchent  de 
l'asymptote  double  comme  les  quatre  branches  de  deux  hyperboles 
quelconques,  ayant  toutes  les  deux  cette  même  asymptote.  Il  peut  y 
avoir  différentes  positions  de  ces  quatre  branches  par  rapport  à  l'a- 
symptote double.  L'autre  espèce  n'a  pas  de  branches  infinies.  Pour 
distinguer  les  deux  espèces  entre  elles  et  surtout  pour  voir  ce  qui 
arrive  dans  le  cas  intermédiaire,  j'ajouterai  les  développements  sui- 
vants. 

Posons 

r»  4-  ys'  =   t*  +  -iy.pt  -f-  fip*  ■+-  iZt  -+■  ifip  4-  6, 

et  négligeons  ensuite  p  par  rapport  aux  constantes  et  celles-ci  par  rap- 
port àt.  Nous  tirons  alors  de  la  dernière  équation,  pour  les  points  in- 
finiment éloignés  de  la  courbe,  l'équation  suivante  : 

pH*  4.   vpt  -f-j»  =  o, 

qu'on  peut  écrire  sous  la  forme 

(pt  +  c)(pt  +  O  =  o. 

Cette  équation  représente  deux  hyperboles  ^m  se  confondent  sen- 
siblement avec  la  courbe  sur  l'asymptote  P.  Elles  sont  réelles  si 

»'  —  4/k  >  o,  (23) 

imaginaires  si 

«•"  —  4^  <  o,  (24) 

et  coïncident  enfin  si 

fs  —  4"  =  °-  (25) 

3i.. 
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Dans  ce  dernier  cas  l'équation  de  la  courbe  devient 

(pt  +  o-)'  -4-  ia.  (p*  -\-tp)pt  +  /3/>*  -+-  2»p3  -f-  V  =  o, 
et  peut  s'écrire  ainsi  (en  posant  pour  abréger  6  —  2a<7  =  £) 
(p*  +  o-Ja+  a(*/»"H-  C/0  (p*  +  0  +  /¥4  +  2»/>3  "+"  H  p%—*Ç<rp=o.  (sS) 
En  négligeant  p%  on  obtient 

0><  +  <r)%  +  aÇ/>  (p«  +  0")  —  2£<7p  =  o , 
et  en  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  [pt  -f-  7),  il  vient 

(/)<    -+-    7)    =    =b    \/2%7p. 

Cette  équation  fait  voir  que  l'espèce  (a5)  n'a  que  deux  branches  in- 
finies situées  sur  le  même  côté  de  l'asymptote  double  P  et  formant  à 
l'infini  un  point  de  rebroussement  de  seconde  espèce.  Ces  deux  bran- 
ches infinies  ont  avec  leur  asymptote  commune  un  contact  du  pre- 
mier ordre,  mais  entre  elles  et  avec  l'hyperbole,  dont  l'équation  est 
la  suivante  : 

pt  -h  7  =  0, 

un  contact  de  l'ordre  f  (*). 

Tout  change  de  forme  si  dans  l'équation  (25)  on  pose£  =  o  ;  on 
obtient  alors  pour  les  points  infiniment  éloignés  de  la  courbe 


(Pt  +  7)  =  dz  Pv  —  ?, 

et  l'on  retombe  sur  les  deux  cas  (25)  et  (24);  deux  branches  infi- 
nies de  la  courbe,  réelles  ou  imaginaires,  se  touchent.  Dans  le 
premier  cas  cependant  *es  quatre  branches  de  la  courbe  ont  nécessai- 
rement, par  rapport  à  leur  asymptote  double,  deux  à  deux  la  même 
position ,  que  les  deux  branches  d'une  hyperbole ,  avec  lesquelles  elles 
ont,  ainsi  qu'entre  elles ,  un  contact  du  secoud  ordre. 

Enfin  si  £  disparaît,  il  y  a  de  nouveau  un  changement  de  forme. 


(  )  L'espèce  {7.5)  n'a  pas  été  aperçue  par  Euler. 
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On  obtient  alors  pour  les  points  de  la  courbe  infiniment  éloignés 

(pt  -f-  ff)  =  =fc    \Z2np3. 

La  courbe  forme  alors  comme  dans  l'espèce  (25)  un  point  de  re- 
broussement  de  seconde  espèce,  situé  à  l'infini  et  dont  les  deux  bran- 
ches ont  entre  elles  un  contact  de  l'ordre  §. 

L'ordre  du  contact  des  branches  infinies  de  la  courbe  avec  leur 
asymptote  commune  restant  toujours  le  même,  nous  n'avons  pas 
d'espèces  nouvelles  à  consigner. 

Cinquième  cas. 

g.  Au  lieu  des  deux  asymptotes  rectilignes  et  imaginaires,  la  courbe 
a  deux  asymptotes  réelles,  auxquelles  répondent  deux  directions  sui- 
vant lesquelles  la  courbe  est  coupée  par  une  ligne  droite  quelconque 
en  trois  points  seulement.  Si  des  différentes  branches  infinies  l'une  n'in- 
fluait pas  sur  la  nature  des  autres,  nous  obtiendrions,  en  combinant 
chacun  des  six  cas  particuliers  relatifs  à  deui  asymptotes  rectilignes  et 
énumérés  dans  le  numéro  (6)  avec  chacun  des  neuf  cas  particuliers  re- 
latifs aux  asymptotes  réelles  et  consignés  dans  le  numéro  précédent, 
cinquante- quatre  espèces  du  cas  présent.  Mais  ce  nombre  se  réduit  à 
trente-neuf ,  les  autres  espèces  étant  impossibles. 

A.  Asymptotes  paraboliques^ 

(p'  +  \q)  rs  -+-  v  {p  ■+■  <)  t  +  fz  -h  o ,  (26) 

(p%  4-  M)rs  4-  v(P  4-  <a){r  4-  />)  4-  A*  =  o,      (27) 
0*  4-  M)  rs  4-  v  (p  4-  w)  r  -j-  /x  =  o,  (28) 

(Pl  +  H)™  +  f**  =  °>  (29) 

(p*  -f-  Xq)rs  +  it  4-  /*  =  o,  (3o) 

(/>*  +  Aq)rs  4-  u  =  o,  (3i) 

B.  Deux  asymptotes  parallèles  et  imaginaires  : 

(p"  4-  ?a)  rs  4-  v  (p  +  w)  t  +  ix  =  o ,  (32) 

(P'  +  ?)rs  +  *(p  4-  77)(r+  c)  4-.«  =  o,  (33) 
(p*  4-  £•)  re  4-  r(p  +  T)r  +  ^  =  o,  (34) 

(f  +  ?)rs  +  nt  =  o,  (35) 

(p*  +  f)  rs  4-  w  4->  =  o,  (36) 

(/>*  +  ?*)"  +  f*  =  °-  (37) 
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C.  Deux  asymptotes  parallèles  réelles  et  non  osculatrices  : 

(p*  —  ¥;)  rs  +  v  (p  -f-  tt)  t  ■+-  n  =  o ,  (38j 

(p*  —  £')  rs  -f-  p(p  -f-  7r)(r  +  g)  -f-  u  =  o,       (39) 
(P*  —  %*)rs  +  »  (p  -f-  7r)r  -f-  ^  +  =  o,  (40) 

(p«  _  %»)rs  -+-  ^  =  o,  (4!) 

(/?*  —  £a)™  +  »r  +  /*  =  o.  (42) 

D.  Deux  asymptotes  parallèles  et  réelles,  dont   l'une  osculatrice  : 

(P*  —  ?°)  '■-•  +  *  (P  H-  ? )  t  +  fi.  =  o,  (43) 

Cp"  —  ?')™  +  v{P  -f  g)(r  +  Ç)  +  ^  =  o,  (44; 

(P*  —  ?*)  "  +  "  (P  +  H)  r  +  P>  =  q,  (45) 

E.  Deux  asymptotes  parallèles,  réelles  et  osculatrices  : 

(P1  —  %%)(rs  +  f)  +  ?  =  o,  (46) 

(/>*  —  ?*)"  +  P  =  o.  (47) 

F.  Un  point  de  rebroussement  de  première  espèce  à  l'infini  : 

p'rs   -f    c(/>  +  tt)<  +  /*  =  o,  (48) 

pVs  H-  v  (p  +  tt)  (r  -f-  «?)  -+-  p  =  o .                (49) 

p'ra  -f-  v  (p  -f-  tt)  r  +  u  =  o ,  (5o) 

/rVs  -f-  ci  =  o,  (5i) 

p%rs  -f-  vr  +  (jt  =  o.  (52) 

G.H.I.  Deux  branches  de  la  courbe  ont  à  l'infini    un  contact  ou 

réel  ou  imaginaire,  ou  elles  forment  un  point  de  rebroussement   de 
seconde  espèce  : 

p»rs  _|_  vpt    +  p  =  o,  (53)(57)(6i) 

p*rs  -+-  vp  (r  -f-  ç)  -f-  p  =  o ,  (54)  (58)  (62) 

p*rs  -+•  tpr     -f-  p   =  o  ,  (55)  (5q)  (63) 

frs  +  ,x  =  o  (*).  (56)  (6q)  (64) 


(*)  Ne  connaissant  que  7  des  9 espèces  du  quatrième  cas  ,  Euler  indique,  au  lieu 
de  54  espèces,  42  seulement ,  et  reconnaît  que  deux  de  celles-ci  sont  impossibles, 
ce  qui  fait  qu'il  en  compte  4o.  Mais  sur  ce  nombre  il  y  en  a  encore  8  qui  n'existent 
pas,  ce  qui  le  réduirait  à  32.  Enfin,  les  7  espèces  suivantes  ont  échappé  à  ses 
recherches:  (43),  (44)  >  (45),  (61),  (62),  (63),  (64),  ce  qui  donne  ,  comme  nous 
l'avons  annoncé  plus  haut,  3g  espèces  du  cinquième  cas. 
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Sixième  cas. 

10.  A.  Il  y  a  deux  systèmes  d'asymptotes  paraboliques.  Nombre 
des  constantes  .12.  L'équation  est 

(p>  +  Xq)  (p?  -J-  ys)  4t  »Çp  4-  *)  (r  +  0  +  r»  =  *     (65) 

B.  11  y  a  un  système  d'asymptotes  paraboliques-et  deux  asymptotes 
parallèles,  ou  imaginaires,  ou  re'elles  ou  coïncidentes.  Nombre  des 
constantes  du  cas  général  ,11.  L'équation  est 

(/»•  +  hq)  (/•'  +  y)  +  v(p  +  77")  (r  +  0  +  P  =  o,  (66) 
(f,»  +  Aî)(r«—  >a)  +  v(/5  +  9r)(r+p)  +  /x  =  o,  (67) 
(/»'  +  Aç)  (r3  —  y»)  +  v  (p-h-r)  (7-  +  >)  +  p.  =  0,  (68) 
(/>a  +  Aç)  (r»  —  y)  +  i7-  +  f*  =  o ,  (69) 

(/>' 4"  <*?)/*  4-"^+^)  (^  +  0+^  =  0,  (70) 

C^  +  A?)!-  +v(/J  +  7T)  r.-f--p=:o.  (70(72)(73) 

C.  H  y  a  deux  systèmes  de  deux  asymptotes  parallèles  ou  imagi- 
naires, ou  réelles  ou  coïncidentes.  JNombre  des  constantes  du  cas  gé- 
néral ,  10.  C  se  subdivise  en  a,    /3,j. ,  «T,  e,  Ç. 

a.  Deux  paires  d'asymptotes  imaginaires. 

(/>'  +  ?*)  (9*  +  >*)  4-  *  (/>  +  *")(?  4-  »)  4-  f«  =  o.    (74) 

/3.  Deux  paires  d'asymptotes  parallèles  dont  l'une  imaginaire  et 
l'autre  réelle. 

(/>*  4-  £â)  (9*  —  y')  +  v  (p  4-  •*)  (q  +  x)  +F  =  o ,  (75) 

'f*4-f)(?1  —  >')  +  »(p4-w)(?4->)4-f»  =  o;  (:6) 

Û*".+  ?")(9fc  —  >*)4-»-5  4-«=o.  (77) 

j..  Deux  paires  d'asymptotes  parallèles  et  réelles. 

(/>'  —  5\'  (f  —  >")  4-  *  (/>  +  w)  (9  4-  *)  4-  F  =  o,  (78) 

(p.  _  ?»)  (q»  _  y)  _|_  „  Q,  +  0)  (ç  4.  »)  4-  F  =  o,  (79) 

(P"  -  S")  (?'  —  >")  4-  «-  (PH-  ?)(9  +>)  4-f*  =  o,  (80) 

6»"— ?•)(?■—>*) H- »P  4- f*  =  o,  (81) 

(f,-|")(9,->,)4-.'*  =  o.  (82) 
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J\  Deux  asymptotes  parallèles  et  imaginaires ,  et  deux  coïncidant  en 
une  seule  : 

(>"  4-  H°)q*  +  f(p  -h  ?r)(q  +  x)  +  f*  =  o,       (83) 
(/>*  +  f)<T  4-  v(p  +  tt)?  +  F  =  o,  (84) (85) 

(/>*  4-  £*)?■  +*K/>  4-  *)?  4-  **'==  o.  (86) 

g.  Deux  asymptotes  parallèles  et  réelles,  et  deux  coïncidant  en  une 
seule  : 

(/>*  -  ?')  f  4-  »  (^  4-  w)  (9  +  *)  +  p  =  o,     (87) 

(p.  _  g.)  r  +  v  (P  +  £)  (7  4-  x)  4-  P  =  o,      (88) 

(p*  —  gs)  9*  H-  ></?    4-  f*  =  o ,  (89Ï 

(p*  —  £a)  7a  4-  v  (p  +  tt)  q  +  F  =  o,  (90)  (91) 

(/>'    —   £')?'    4-    2f*(/H-   7T)7    -f-    ua  =    o,  (92) 

(/>'  -?)?*  +  '(/'+  ?)î  +  C  =  o,         (95)  (94) 

(p'  -  ?)q%  4-  w(p+  ?)?  +  p  =  o.  (95) 

Deux  branches  qui  se  touchent  à  l'infini  sont  incompatibles  avec 
deux  asymptotes  parallèles  et  toutes  les  deux  osculatrices. 
'(,.  Deux  paires  de  deux  asymptotes  coïncidentes  : 

p'f  -h  v  (p  +  tt)  (q  +  x)  +  y.  =  o,  (96) 

/>V  4-  vp(q  +  x)  +  ft  =  o,  (97) (98) 

/>y  4-  w(r/  +  x)  +  #  =  o.  (99) 

11  ne  peut  pas  y  avoir  simultanément  deux  couples  de  branches,  qui 
se  touchent  à  l'infini  sur  deux  asymptotes  doubles  et  différentes  (*). 

(  )  Euler  compte  47  espèces  du  sixième  cas  ;  mais  dans  ce  nombre  ,  il  faut  d'a- 
bord rectifier  une  erreur  de  calcul.  Dans  la  supposition  que  la  nature  d'une 
branche  infinie  est  absolument  indépendante  de  la  nature  des  autres,  Euler 
fixe  ce  nombre  à  7*  =  49  1  c'est-à-dire  qu'il  le  croit  éj<al  au  quarié  du  nombre 
adopté  par  lui  des  différentes  espèces  du  quatrième  cas,  dans  rémunération  des- 
quelles lesasymptotes  imaginaires  ne  sontpourrien,  au  lieu  qu'il  aurait  dû  prendre 

le  nombre  -^— .  Dans  la  même  supposition,  =^ — —  45  espèces  se  présenteraient 

à  nous.  Ensuite  Euler  reconnaît  que  deux  de  ses  espèces  n'existent  pas;  son  vrai 
nombre  serait  donc  26.  Maisd'un  côté  il  y  a  encore  trois  autres  espèces  qui  n'exis- 
tent pas  ,  ce  qui  baisserait  le  nombre  à  23,  tandis  que  d'un  autre  côté  les  12  espèces 
suivantes:  68,  73  ,  76,  79,  80,  86,  88,  92,  93,  94,  g5,  99  sont  omises,  ce  qui 
définitivement  nous  fournit  le  nombre  35.  Sur  les  45  espèces  indiquées  plus  haut , 
il  y  en  a  10  d'impossibles. 
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Septième  cas. 

11.  La  courbe  a  une  asymptote  rectiligne  R  et  n'est  coupée  par  une 
ligne  droite,  menée  parallèlement  à  l'asymptote,  qu'en  trois  points 
seulement. 

A.  En  ge'ne'ral,  il  y  a  en  outre  une  seconde  direction  suivant  laquelle 
la  courbe  est  rencontrée  par  une  ligne  droite  quelconque  en  trois  points 
seulement.  Une  parabole  quelconque  dont  les  diamètres  ont  cette 
même  direction,  ne  coupe  la  courbe  qu'en  six  points.  Malgré  cela  il  n'y 
a  ni  asymptote  rectiligne,  ni  asymptote  parabolique:  mais  il  y  a  une 
infinité  d'asymptotes  semi-cubi-paraboliques,  toutes  indiquées  par  une 
équation  de  la  forme  suivante  : 

p3  +  A  (q  -+-  *)*  =  o, 

si  l'on  y  donne  à  x.  successivement  toutes  les  valeurs  possibles.  Six 
points  d'intersection  ayant  passé  à  l'infini,  chacune  de  ces  asymptotes 
coupe  la  courbe  proposée  en  six  points  seulement  ;  et  même  il  en  est 
toujours  une  qui  en  général  et  au  plus  ne  coupe  la  courbe  qu'en  cinq 
points;  je  l'appellerai  osculatrice.  Par  rapport  à  elle  l'ordre  du  contact 
s'élève  à  |,  tandis  que,  pour  une  autre  parabole  quelconque  de  cette  es- 
pèce, il  ne  s'élève  que  jusqu'à  j.  Pour  chaque  point  nouveau  passant  à 
l'infini,  l'ordre  du  contact  augmente  de  5.  Dans  l'équation  suivante,  con- 
tenant 1  2  constantes,  l'asymptote  osculatrice  est  mise  en  évidence  : 

(p3  -f-  Ajf)r  -f-  v  (p  -f-  ti)  s  +  y.  =  o.  (100) 

Comme  l'ordre  du  contact  de  la  courbe  avec  son  asymptote  R  peut 
monter ,  l'on  obtient  les  deux  espèces  suivantes  : 

(p3  +  *q*)r  +  '(p  +  w)(r  +  0  +  ,"  =  o,     (101) 
(p3  -f-  Xcf)  r  +  v  (p  +  tt)  f  +  u.  =  o.  (102) 

B.  Il  y  a  en  outre  une  direction  suivant  laquelle  une  ligne  droite  quel- 
conque coupe  la  courbe  en  deux  points  seulement,  sans  toutefois 
être  son  asymptote.  De  plus,  toutes  les  paraboles  d'un  paramètre  déter- 
miné et  dont  les  diamètresonl  cette  même  direction  ne  coupent  la  courbe 
qu'en  quatre  points,  sans  toutefois  être  ses  asymptotes.  Mais  au  nombre 

Jiillet  i836.  32 


346  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

des  lignes  droites  en  question,  il  en  est  une  seule  P,  asymptote  de  la 
courbe,  qui  la  coupe  en  général  et  au  plus  en  un  seul  point,  et  au 
nombre  des  paraboles  en  question,  il  en  est  une  série  infinie  dont  les 
axes  coïncident ,  et  qui ,  asymptotes  de  la  courbe,  ne  la  coupent  qu'en 
trois  points  :  parmi  ces  paraboles,  il  y  en  a  toujours  une  seule  , 
asymptote  osculatrice  de  la  courbe,  qui  la  coupe  en  général  et  au  plus 
en  deux  points .  Nombre  des  constantes  :  1 1 .  B  contient  a  et  /3. 

a.  L'asymptote  P  est  une  asymptote  ordinaire   : 

/J(/;1  +  ^7)''  H-  yP*  "+■  A*J  ==  °>  (io^) 

p(p%  +  M)r + P-s  =  °  >  (  io4) 

p(pu+M)r+rr-\-f*  =  o.  (io5) 

jS.  L'asymptote  P  est  une  asymptote  osculatrice  : 

p{p*-Jr'>4/r+Gp,+  \p+iJ.  =  o.  (106) 

p{p%-\-Xq)r-)rvp-\-y.  =  o,  (107) 

/>(/>'  + Af7>  +  ^  =  °-  (108) 

C.  Il  y  a  en  outre  une  direction  suivant  laquelle  une  ligue  droite 
quelconque  rencontre  la  courbe  en  deux  points  seulement,  mais 
cette  droite  n'est  jamais  asymptote  de  la  courbe.  Toute  parabole  dont 
les  diamètres  ont  cette  même  direction,  ne  coupe  la  courbe  qu'en 
cinq  points;  mais  aucune  transformation,  aucun  déplacement  d'une 
telle  parabole  ne  peut  la  rendre  asymptote  de  la  courbe.  Il  y  a  seule- 
ment une  infinité  d'asymptotes  cubi-paraboliques ,  représentées  par 
l'équation  suivante  : 

P3  -h  A(<y  +  *)  =  o, 

en  y  regardant  x,  comme  une  quantité  indéterminée.  Neuf  points  d'in- 
tersection ayant  passé  à  l'infini,  chacune  de  ces  asymptotes  ne  coupe 
la  courbe  qu'en  trois  points.  Parmi  elles  il  y  en  a  une,  que  j'appellerai 
osculatrice,  qui  ne  coupe  la  courbe  qu'en  deux  points.  En  général, 
l'ordre  du  contact  est  \;  pour  chaque  point  nouveau  passant  à  l'infini 
il  s'élève  de  -j.  Nombre  des  constantes:  10.  C'est  l'asymptote  osculatrice 
qui  est  mise  en  évidence  dans  les  équations  suivantes   : 
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(p3  4"  *q)  r  +  <rp*  +  »p  4-  P  —  o,  (109) 

(P%  +  ><?)  ''  +  yp    +  ,"  =  o,  (no) 

(p3  +  Xq)  r  -f-  u  =  o  (1  n) 

Dans  les  deux  cas  B  et  C,  la  courbe  a  un  point  double  situe  à 
l'infini.  Dans  le  premier  cas,  des  deux  tangentes  de  ce  point  l'une  est 
l'asymptote  P,  et  l'autre  est  située  tout  entière  à  l'infini.  Dans  le  second 
cas  les  deux  tangentes  sont  situées  à  l'infini. 

D.  Il  y  a  en  outre  une  direction  suivant  laquelle  une  ligne  droite 
quelconque  ne  coupe  la  courbe  qu'en  un  point  unique.  En  général  une 
telle  ligne  droite  est  asymptote  de  la  courbe  dans  trois  positions  diffé- 
rentes,  et  alors  elle  ne  la  coupe  pas  du  tout.  La  courbe  a  un  point 
triple  situé  à  l'infini,  dont  les  trois  tangentes  ne  sont  autre  chose  que 
les  trois  asymptotes  parallèles  de  la  courbe.  Nombre  des  constan- 
tes :  9.   D  se  subdivise  en  a,  /3,  y,  cf. 

a.  Deux  des  trois  asymptotes  parallèles  sont  imaginaires  : 

(p  4-  tt)  (p%  4-  £*)  q  4-  cp1  4-  yp  4-  h-  =  o  >     ( l  ' 2) 
(p  4-  «■)(/>•  4-  k)(l  +  *P  +  f*  =  °>  (II3) 

(p    +    7ï)(p'    -h    %)q    +fl  =   0.  fn4) 

/3.  Les  asymptotes  parallèles  sont  réelles  toutes  les  trois  : 

(P  4"  w)(p*  —  %'h  +  «P*  +  fp  +  A*  =  o,      (n  5) 

(/»  +  tt^/j1  —  ^17  +  yp  +  p,  =  o,  (116) 

(P  4-  *■)(/>'  —  £')</  -f-  u  =  o.  (i'7) 

y.  Deux  des  trois  asymptotes  parallèles  coïncident  en  une  seule. 
Par  rapport  à  elles,  l'ordre  du  contact  se  réduit  à  î- 

(P  4-  ir)p*q  4-  o-p3  4-  vp  4-  ,"■  =  o,  (118) 

(^  4-  it)p'q  4-  >/'  4-  «  =  o  ,  (119) 

(p  -f-  7r)p"<7  4-  F*  =  o.  (I2<>) 

«T.  Les  asymptotes  parallèles  se  confondent  en  une  seule,  toutes  les 
trois;  l'ordre  du  contact  s'abaisse  à  |. 

p3q  +  <*■/>•  +  rp  +  fi  =  o,  (121) 

P37  4-    'P  4-  ,"  =  o,  (122) 

p3<7  +  u  =  o.  (I2^) 
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Huitième  cas. 

12.  A.  Il  y  a  uue  direction  unique  suivant  laquelle  une  ligne  droite 
quelconque  rencontre  la  courbe  en  trois  points  seulement.  Si  l'on  déter- 
mine laconstante  arbitraire  d'une  telle  ligne  droite  de  manière  qu'elle  ne 
coupe  la  courbe  qu'en  deux  points,  on  verrait  qu'alors  cette  ligne  droite 
passe  à  l'infini.  11  n'y  a  pas  d'asymptote  rectiligne.  Toute  parabole  dont 
les  diamètres  ont  cette  même  direction,  coupe  la  courbe  en  six  points 
seulement,  mais  elle  passe  à  l'infini  si,  afin  qu'elle  devienne  asymp- 
tote ,  l'on  dispose  de  ses  deux  constantes  arbitraires,  de  manière  qu'elle 
ne  coupe  la  courbe  qu'en  quatre  points.  11  n'y  a  pas  d'asymptote  para- 
bolique. Il  n'y  a  pas  non  plus  une  asymptote  courbe  du  troisième  de- 
gré. Enfin,  il  n'y  a  pas  même  une  asymptote  parabolique  du  qua- 
trième degré.  Nombre  des  constantes:  n. 

P*  +  q  (*/>*  +  ^y1)  +  v{p-\-  7T  r  -L-  u  =  o  (*),  (  ;  ->\ 

B.  Il  y  a  uue  infinité  de  paraboles  du  degré  §  ,  asymptotes  de  la 
courbe  ,  et  représentées  par  l'équation 

P*  +  *  (y3  +  *)3  =  o, 

en  y  regardant  x.  comme  une  quantité  indéterminée.  En  général, 
une  telle  parabole  coupe  la  courbe  en  huit  points,  mais  il  y  en  a  une 
qui  la  coupe  en  sept  points  seulement.  En  général,  l'ordre  du  contact 
est  \,  pour  celle-ci  ^,  et  si,  dans  des  cas  particuliers,  des  points  d'in- 
tersection nouveaux  passent  à  l'infini,  il  s'élève  pour  chacun  d'eux 
de  ~.  Nombre  constantes:  to. 

4 

f4  +  ^f  +  ''  (p  -f-  7r)r  +  f  =  °-  (125) 

C.  Il  y  a  uue  direct  on  unique   suivant  laquelle  une  ligne  droite 

(*)  L'espèce  générale  du  huitième  cas  est  échappée  à  Euler,  qui  paiait  supposer 
qu'une  courbe  d'un  degré  quelconque  a  nécessairement  pour  asymptote  urie 
tourbe  donnée  par  une  équation  à  deux  termes  : 

P"   +   A?"   =    O; 

ce  qui.  passé  le  troisième  degré  ,  n'est  plus  vrai. 
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quelconque  rencontre  la  courbe  en  deux  points  seulement  ;  c  est  parce 
que  celle-ci  a  un  point  double  situe  à  l'infini.  En  déterminant  les 
deux  tangentes  de  ce  point,  on  n'en  trouve  qu'une  setde;  asymptote  de 
la  courbe,  l'autre  ayant  passé  tout  entière  à  l'infini.  Il  y  a  avec  cette- 
asymptote  rectiligue  une  série  infinie  d'asymptotes semi-cubi-parabo- 
liques.  Nombre  des  constantes:  10.  Suivant  que  l'asymptote  recti- 
ligne  est  une  asymptote  ordinaire  ou  osculatrice,  ou  obtient  les  deux 
espèces  suivantes  : 

(p  -f-  2*")  (  P3  +  *</*)  4-  JP2  +  !Jr  —  °>  (l2^) 

(p  -f-  tt)  (p3  +  X(j')  -f-  trp*  -f-  vp  -f-  a  =  o.     (127) 

D.  Il  y  a  une  direction  unique  suivant  laquelle  la  courbe  est  coupée 
par  une  ligne  droite  quelconque  en  deux  points  seulement.  Il  y  a 
un  point  double  situé  à  l'infini,  suivant  cette  direction.  Les  deux  tan- 
gentes de  ce  point  ayant  passé  à  l'infini  toutes  les  deux,  il  n'y  a  pas 
d'asvmptote  rectiligue.  Toute  parabole  quelconque  dont  les  diamètres 
se  confondent  avec  cette  direction  coupe  la  courbe  en  quatre  points 
seulement.  Une  telle  parabole  dépend  encore  de  trois  constantes  ar- 
bitraires. En  disposant  convenablement  de  deux  de  ces  constantes,  on 
obtient  deux  séries  infinies  de  paraboles,  dont  le  paramètre  et  la  po- 
sition de  l'axe  sont  déterminés,  et  qui  sont  les  asymptotes  de  la  courbe 
qu'elles  coupent  en  deux  points  seulement.  Enfin,  dans  chacune  des  deux 
séries,  il  y  a  une  asymptote  osculatrice  qui  coupe  la  courbe  en  général 
et  au  plus  en  un  point  unique.  Ces  deux  asymptotes  sont  mises  en  évi- 
dence dans  l'équation  suivante.  Nombre  des  constantes  :  g. 

(p'  •+■  ?uo  (/>a  -+-  y)  H"  lP  +  "  =  °- 

Mais  comme  les  deux  séries  d'asymptotes  paraboliques  sont  ou  réelles 
ou  imaginaires,  il  faut  distinguer  deux  espèces  indiquées  dans  l'équa- 
tion suivante  (qui  est  équivalente  à  la  précédente)  par  le  double 
signe  : 

i(P*    +    *4Y    3F    >*'•*]    +    'P    4"    ."    =    <>•  (I2S,  12Ç>) 

Pour  déterminer  lespèce  limite  entre  ces  deux-là,  examinons  ce  qui 
arrive  dans  le  cas  de  paramètres  égaux:  /•  se  réduit  alors  à  (p  -+-  71), 
ce  qui  fait  disparaître  deux  constantes  à  la  fois  de  l'équation  précédente. 
Cette  circonstance  indique  une  espèce  intermédiaire.  Dans  celle-ci,  en 
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etVet,  les  deux  séries  d'asymptotes  paraboliques  s  éloignent  à  l'infini  :  il 
n'y  a  pas  d'asymptote  parabolique  proprement  dite.  De  même  que 
deux  asymptotes  rectilignes  et  infiniment  éloignées  sont  remplacées 
par  une  parabole  ,  deux  asymptotes  paraboliques  infiniment  éloignées 
sont  remplacées  par  une  asymptote  unique  du  quatrième  degré.  L'é- 
quation de  cette  espèce  est  la  suivante  : 

(p*  +  '<?<*  +  »(P  +  »)(?  +  »)•+  f  =  °-  Cl5o) 

Dans  le  cas  de  paramètres  égaux,  les  équations  (12S)  et  (129)  de- 
viennent 

(p2  +  >qY  =f  7*  ip  +  *■)'  +  f*  =  ° > 

et  peuvent  s'écrire  sous  la  forme  suivante,  pour  faire  ressortir  les  deux 

;>\  mptotes  osculatrices  dans  le  cas  où  celles-ci  sont  réelles  : 

oa  +  m)  kp  h-  *y  +  a  (1  +  ")]  +  ^  =  ». 

Dans  ce  cas,  il  faut  que  les  huit  points  d'intersection  passent  tous 
à  l'infini,  pour  que  le  contact  de  la  courbe  et  d'une  parabole  soit  du 
premier  ordre,  tandis  que  dans  le  cas  général  il  suffit  que  cinq  points , 
et,  dans  le  cas  de  l'équation  (128),  que  sept  points  d'intersection  pas- 
sent h  l'infini.  Pour  les  courbes  du  quatrième  degré,  les  axes  des  deux 
asymptotes  paraboliques  à  paramètres  égaux  ne  peuvent  pas  coïncider. 
Cela  exigerait  qu'on  pût  faire  disparaître  tt  dans  l'équation  précé- 
dente, sans  la  rendre  décomposable  en  deux  facteurs  du  second  degré. 
A  plus  forte  raison,  il  est  impossible  que  deux  asymptotes  paraboliques 
de  la  courbe  coïncident  en  une  seule  (*). 

(*)  Euler  compte  également  trois  espèces  du  cas  D,  désignées  par  lui  comme  la 
1  3yc,  140'  et  i4>e-  Mais  toutes  ses  conclusions  sont  erronées.  En  partant  de  l'é- 
quation 

y    +  ayx  +  ex  *]  +  cy*  +  djx  +  fr  +  gx  +~h  =  o  , 

il  décompose  son  premier  terme  en  deux  facteurs  du  second  degré  de  la  ma- 
nière suivante  : 

(r   +P-T)  Lr'+p'x)  ; 

ce  produit  égalé  à  zéro  représente  deux  paraboles  ayant  même  axe  et  même  som- 
met. Ces  deux  paraboles  sont  d'après  lui  les  deux  asymptotes  de  la  courbe.  Comme 
partout  il  ne  voit  que  deux  asymptotes  paraboliques  là  où  il  y  en  a  une  infinité. 
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E.  Il  y  a  une  direction  unique  suivant  laquelle  une  ligue  droite 
rencontre  la  courbe  en  un  point  unique.  Il  y  a  à  l'infini  suivant  cette 
direction  un  point  triple.  Des  trois  tangentes  de  ce  point,  l'une  est  in- 
finiment éloignée;  les  deux  autres  sont  les  deux  asymptotes  rectilignes 
de  la  courbe. et  peuvent  être  ou  imaginaires,  ou  réelles,  ou  con- 
fondues en  une  seule.  A  l'autre  tangente  répond  une  série  infinie  d'a- 
symptotes paraboliques  qui  coupent  la  courbe  en  général  en  deux 
points.  Dans  le  nombre  se  trouve  une  parabole  osculatrice  qui  rencon- 
tre la  courbe  en  général  et  au  plus ,  en  un  point  unique.  Nombre  des 
constantes  :  8. 

ip'  +  ^iP*  +  A7>  H"  >P  +  f*  =  °.  (l30 
P*—  ?*J(f*  +  *?)  +  VP  +  f*  =  °»  (l52' 
p'  (p>  -j-  Aq)  -f-  \p    +  a*  =  o.  (i53) 

Mais  ces  deux  asymptotes  dépendent  en  partie  du  choix  arbitraire  des  axes  des 
coordonnées,  et  d'autres  asymptotes  eu  effet  vont  se  présenter,  si,  par  exemple, 
la  courbe  proposée  est  rapportée  à  un  autre  axe  des  y,  parallèle  au  premier.  Je  dis 
plus,  aucune  des  deux  paraboles  d'£Wer  n'est  une  asymptote  de  la  courbe.  Pour  le 
faire  voir,  désignons,  en  donnant  à  l'abscisse  x  une  valeur  infinie  ,  la  valeur  de 
l'ordonnée  répondant  aux  points  de  l'une  des  deux  paraboles  par  jr,  de  manière 
qu'on  ait 

y  +  p*  =  ° , 

et  la  valeur  correspondant  à  un  point  de  la  courbe  par  (j-  +/S) ,  il  viendra 
,       .-»_!_  c(jr  +  W+d(jr  +  fi)x+f(jr+6)x  +  gx+k 

&+#+£*  = cr  +  ft'+y* • 

et  de  là  on  tire  ,  en  ayant  égard  à  l'équation  précédente  et  en  négligeant  convena- 
blement , 

d  d 

$  —  = 

2(P—P')  }/a%  —  \e 

Donc ,  pour  que  la  parabole  en  question  devienne  une  asymptote  de  la  courbe  ,  il 
faut  ia  déplacer  parallèlement  à  ses  diamètres  d'une  distance  égale  à  la  valeur  de 
,3.  Si  l'on  a 

a1  —  4e  =   o, 

Euler  en  conclut  que  les  deux  asymptotes  paraboliques  coïncident ,  ce  qui  ne  peut 
jamais  arriver.  Dans  ce  cas  le  déplacement  de  la  parabole  déterminée  par  lui  doit 
être  infiniment  grand,  pour  qu'elle  devienne  asymptote;  c'est-à-dire  qu'il  n'y  a 
pas  d'asymptote  parabolique  dans  ce  cas. 
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F.  La  courbe  a  un  point  triple  comme  dans  le  cas  précèdent;  deux 
de  ses  trois  tangentes  ont  passé  à  l'infini.  Il  y  a  une  seule  asymptote 
recliligne,  ne  coupant  point  la  courbe.  En  outre,  il  y  a  une  série  infinie 
d'asymptotes  cubi-paraboliques  rencontrant  la  courbe  en  général  en  un 
seul  point,  tandis  que  l'une  d'elles  ne  la  coupe  pas  du  tout.  L'ordre 
du  contact  qui  en  général  est  3  s'élève  pour  celle-ci  à  l'unité.  Nombre 
des  constantes  :  7 . 

(p  +  *)Q>3  -f-  *q)  +  u  =  o.  (i54) 

G.  Les  tangentes  du  point  triple  à  l'infini  sont  situées  elles-mêmes, 
toutes  les  trois,  tout  entières  à  l'infini.  U  y  a  une  infinité  d'a- 
symptotes paraboliques  du  quatrième  ordre,  qui  coupent  toutes  la 
courbe  proposée  en  deux  points.  L'ordre  de  ces  asymptotes,  toutes 
comprises  dans  l'équation  suivante,  en  y  regardant  q  comme  une  fonc- 
tion linéaire  absolument  arbitraire , 

p*  -f  Xq  =  o, 

s'élève  à  ±  ;  mais  en  général  il  n'y  a  pas  une  de  ces  asymptotes 
pour  laquelle  cet  ordre  monte  plus  haut.  Nombre  des  constan- 
tes :  6. 

pi  +  >.q  -f-  vp*  =  O.  ('35) 

Paris,  25  février  i836. 
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MÉMOIRE 

Sur  le  développement  des  fonctions  ou  parties  de  fonctions 
en  séries  dont  les  divers  termes  sont  assujettis  h  satisfaire  a 
une  même  équation  différentielle  du  second  ordre  conte- 
nant un  paramètre  variable  ; 

Par  JOSEPH  LIOU VILLE. 

(Présenté  à  l'Académie  des  Sciences,  le  3o  novembre  1 835. ) 


I. 

Lorsqu'on  veut  déterminer  les  lois  du  mouvement  de  la  chaleur 
dans  une  barre  hétérogène,  placée  dans  un  milieu  entretenu  à  o°,  on 
tombe  sur  l'équation  aux  différences  partielles 

,    ■.  du  \    dx)  j 

(i)  s  -r  =  j —  tu. 

v   J  °    di  dx 

Dans  cette  équation  qui  doit  servir  à  déterminer  la  température  u  de 
chaque  point  en  fonction  du  temps  t  et  de  l'abscisse  x  de  ce  point , 
les  trois  lettres  g ,  k ,  l  représentent  respectivement  la  chaleur  spéci- 
fique, la  conductibilité  intérieure  et  le  pouvoir  émissif  ;  et,  puisque  la 
barre  est  hétérogène  ,  on  doit  les  regarder ,  non  comme  des  constantes, 
mais  comme  des  quantités  variables  données  pour  chaque  valeur  de  x. 
Si  les  abscisses  des  deux  extrémités  de  la  barre  sont  x  et  X,  on  a  de 
plus  deux  conditions  définies  de  la  forme 

!du  , 

-r-  —  nu  =  o  pour  x  =  x, 
/ 
du       I     XI  V 

-r-  -f-  tiu  =  o  pour  x  =  A., 

Jullet  i836.  33 
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h  et  H  étant  des  constantes  qui  peuvent  avoir  des  valeurs  quelconques 
depuis  o  jusqu'à  -f-  x  .  Enfin,  on  doit  avoir 

(3)  n  =  f{x)  pour  t  —  o, 

f(x)  étant  une  fonction  arbitraire  qui  représente  l'état  initial  des 
températures  et  qui  satisfait  aux  deux  conditions 

dT  —  hfW  ~  °  Pour  x  ~  x> 
iÇf  +  Uf(X)  =  o  pour  x  =  X, 

lesquelles  se  déduisent,  en  posant  t  =  o,  des  équations  (2)  que  nous 
avons  regardées  comme  ayant  lieu  pour  la  valeur  générale  de  u  dont 
f{x)  n'est  qu'un  cas  particulier. 

Pour  former  la  valeur  de  u  qui  satisfait  à  l'équation  (1)  et  aux  con- 
ditions définies  (2)  et  (5),  on  est  conduit  à  développer  la  fonction 
f(x)  (pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  x  et  X)  en  une 
série  dont  les  termes  successifs  diffèrent  l'un  de  l'autre  par  un  para- 
mètre /'  et  ont  la  propriété  de  satisfaire  à  la  fois  à  l'équation  différen- 
tielle générale 


et  aux  conditions  particulières, 

t™         tir 

-t-  —  «V    =0  pour  x  =  x, 

-7-  +  HV  =  o  pour  x  -s±-  X. 

On  peut  voir,  dans  l'ouvrage  de  M.  Poisson  sur  la  chaleur,  comment 
on  est  porté,  par  la  marche  même  du  calcul ,  à  admettre  la  possibilité 
de  ce  développement  pour  une  fonction  quelconque  f(x);  mais  jus- 
qu'à ce  jour  il  a  paru  difficile  d  établir  cette  possibilité  directement  et 
d'une  manière  rigoureuse.  Je  me  propose  de  donner  ici  une  méthode 
très  simple  pour  y  parvenir.  Je  considère  en  elle-même  la  série  par 
laquelle  les  géomètres  ont  représenté  le  développement  de  f(x)  dont 
il  est  question  :  sans  rien  supposer  h  priori  sur  l'origine  de  cette  série 
ni  sur  sa  nature,  j'en  cherche  la  valeur,  et  je  trouve  que  cette  valeur 
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est  précisément  f(x),  du  moins  lorsque  la  variable  x  est  comprime 
entre  les  limites  x  et  X. 


II. 


Soient  g.  k,  l  trois  fonctions  positives  données  en  nombres  finis 
pour  chaque  valeur  de  oc  comprise  entre  x  et  X  :  nous  supposerons  que 
les  deux  premières  restent  constamment  >  o;  mais  la  dernière  pourra 
être  nulle,  soit  pour  quelques  valeurs  particulières  de  x ,  soit  même 
dans  toute  l'étendue  des  valeurs  de  cette  variable.  Soient  encore  h  et  H 
deux  constantes  qui  peuvent  avoir  toutes  les  valeurs  possibles  depuis 
o  jusqu'à  +00  . 

En  adoptant  pour  le  nombre  /'  une  valeur  convenable ,  on  peut  tou- 
jours trouver  une  fonction  V  qui  ne  devienne  identiquement  nulle 
pouraucune  valeur  déterminée  de  r,  x  restant  indéterminée (*), et  qui 

*  On  peut  exprimer  A  en  série  convergente.  Pour  cela  soit  k'  ce  que  devient 
/;  quand   x  =  x   :     représentons    par    pa ,    p, ,    pt,...    une  suite    de   quantités 

liées  entre  elles  par  la   relation  générale  pm+,  =  /      -j- I      (l — gr)pmdx  :  pre- 

/*  dx 
—r- ,  et  faisons  p0  -f-  p,  4-/>i  -f-  . . .  =  U{x,  r).  La 

valeur  de  Y  qui  satisfait  à  la  fois  à  l'équation  indéfinie  (A)  et  aux  conditions  défi- 
nies (B)  sera  Y  =  n(x,  r),  r  désignant  une  quelconque  des  racines  de  l'équation 

(C)  ^)  +  Hn(X!r,  =  o. 

Pour  i  =  ï,    on  a   V  =  i  ,    —  =  h  ,  quel  que  soit  r  :  la  fonction  \   n'est  donc 

identiquement  nulle  pour  aucune  valeur  de  r,  x  restant  indéterminée.  Cela  posé, 
les  racines  de  l'équation  (C)  seront  toutes  inégales,  comme  M.  Sturni  l'a  démontré 
à  la  paje  142  de  ce  volume  :  il  pourrait  n'en  être  pbas  de  même  si  l'on  employait 
(et  cela  est  arrivé  quelquefois)  une  valeur  de  V  susceptible  de  devenir  identique- 
ment nulle  pour  certaines  valeurs  déterminées  de  r. 

Quand  on  a  H  =  -f-  oc  ,  la  seconde  des  équations  (B)  étant  divisée  par  H  se  ré- 
duit à  Y=o  pour  x  =  X,  et  semblablement  l'équation  (C)  se  réduit  à 
IJ(X,  r)  =  o.  Du  reste,  la  valeur  de  V  demeure  la  même  que  ci-dessus.  Mais  cette 
valeur  change  de  forme  quand  on  a  h  =  -f-  00  :  dans  cette  nouvelle  hypothèse, 
la  première  des  équations  (B)  devient  V==  opour.r  ==x;  et,  si  l'on  veut  continuer 

/x  dx 
—r- ,  sans 

33.. 
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satisfasse  à  la  fois  à  l'équation  différentielle  indéfinie 

(A)  -^^  +  (gr-/)\  =  o, 

et  aux  conditions  particulières  , 

l      -j-  —  n\   =  o  pour  x  =  x, 

I     -7-  -f-  HV  =  o  pour  x  =  X. 

Cette  fonction  V,  comme  ou  vient  de  le  voir,  se  présente  utilement 
dans  la  théorie  de  la  chaleur;  mais  nous  la  considérons  ici  en  elle- 
même  ,  abstraction  faite  de  son  usage  dans  les  problèmes  de  physique 
mathématique. 

Pour  que  les  conditions  (B)  soient  satisfaites,  il  faut  que  le  para- 
mètre r  soit  choisi  parmi  les  racines  d'une  certaine  équation  transcen- 
dante. Nous  représenterons  cette  équation  par 

(C)  <sr(r)  ==  °- 

Cela  posé,  notre  but  dans  ce  mémoire,  est  de  trouver  directement  et 
par  un  procédé  rigoureux  la  valeur  de  la  série 

YJ  yyfWda 
f*gV*dx 

dans  laquelle  le  signe  2  s'étend  à  toutes  les  valeurs  de  /•  qui  satisfont  à 
l'équation  (C).  Quelle  que  soit  la  fonction  f(x)(*) ,  nous  montrerons 

altérer  d'ailleurs  la  relation  e'tablie  entre pm  et  £»m+1.    Cela  étant,  on  a,  pour 

d\ 
x  =  x ,  -y—  =  i ,   valeur  différente  de  zéro  :  par  conséquent  il  n'existe  aucune 

valeur  de  r  qui  rende  V  identiquement  nulle,  et  dès  lors,  d'après  la  démonstra- 
tion déjà  citée  de  M.  Sturm ,  l'équation  (C)  n'a  que  des  racines  inégales. 

(*)  Les  fonctions  que  nous  considérons  dans  ce  mémoire  [et  la  fonction  f{x)  en 
particulier]  peuvent  changer  de  forme  ou  d'expression  analytique  dans  l'étendue 
des  valeurs  de  la  variable  ;  mais  ,  aux  points  où  elles  changent  de  forme ,  nous  ad- 
mettrons toujours  qu'elles  ne  possèdent  qu'une  seule  valeur.  D'après  cette  restric- 
tion qui  nous  est  commune  avec  M.  Poisson  {voyez  la  page  173  de  son  grand 
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que  la  série  en  question  a  précisément  f[x)  pour  valeur,  du  moins 
lorsque  la  variable  x  est  comprise  entre  les  limites  x,  X. 

III. 

Mais  avant  d'entrer  en  matière,  il  faut  rappeler  quelques  propriétés 
remarquables  dont  jouissent  et  la  fonction  \'  et  les  racines  de  l'équa- 
tion (C). 

i°.  Les  racines  de  l'équation  (C)  sont,  en  nombre  infini,  toutes  réelles 
et  inégales  :  la  plus  petite  de  ces  racines  peut  être  nulle  ou  >■  o  :  les 
autres  sont>o.  Nous  les  désignerons  désormais  r„  r„,  r3,...rm,...rn... 
et  nous  les  supposerons  rangées  par  ordre  de  grandeur,  en  sorte  que 
l'on  ait  r,  <  rt  <  r3.  .  .  <  rm.  . .  <  r„.  . .  Nous  représenterons  aussi  par 
V/x) ,  \%[x),  V3(.r) , .  .  . \m(x), . .  .Yn(x)  , .  . .  les  diverses  valeurs  que 
prend  la  fonction  Y  lorsqu'on  y  pose  successivement  r=r,,  r=ra, 
r=rs,..  .r=rm).  ,.r=ra,.  .  . 

2°.  Si  l'on  considère  les  valeurs  de  V  relatives  à  deux  racines  diffé- 
rentes rm,  r„,  l'intégrale  définie  prise  de  x=\  a  x=~K  du  produit  de 
ces  deux  valeurs  par  gdx  est  toujours  égale  à  zéro,  de  manière  que 
l'on  a 

,xg\m(x)Va(x)dx  —  o, 


/: 


toutes  les  fois  que  la  différence  r„,  —  ra  est  autre  que  zéro. 

5°.  La  fonction  V  ne  devient  jamais  infinie,  et  elle  ne  peut  changer 
de  signe  qu'en  passant  par  la  valeur  zéro.  L'étude  des  propriétés 
des  racines  de  l'équation  V  =  o,  dans  laquelle  on  regarde  x  comme 
l'inconnue,  est  très  intéressante.  Si  l'on  considère  celles  des  ra- 
cines des  équations  V,(.r)=o,  \Jx)  =  o,  \3(x)=o,.  .  .  VB(a:)=o, .  .  . 
qui  sont  comprises  entre  x  et  X  (abstraction  faite  des  racines  x  =  x, 
x  =  \,  qui  dans  certains  cas  existent)  on  démontre  que  la  première 
de  ces  équations  est  impossible ,  que  la  seconde  possède  une  seule  ra- 
cine ,  que  la  troisième  en  possède  deux,  et  ainsi  de  suite,  en  sorte 


ouvrage  sur  la  Chaleur),  si  l'on  construit  la  ligne  représentée  par  l'équation 
j-  =  f{x),  cette  ligne  aura  une  seule  ordonnée  en  chacun  des  points  de  jonction  de 
deux  parties  conjuguées  ;  elle  pourra  avoir  deux  tangentes  ou  deux  rayons  de  cour- 
bure différents  appartenant  à  ces  deux  parties. 
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que  la  fonction  V,  (x)  ne  s'évanouit  jamais,  et  que  la  fonction 
Ym(x)  s  évanouit  Qn — 1)  fois  pour  des  valeurs  de  x>x  et  <  X. 

4°.  Les  (m  —  i)  racines  >  x  et  <  X  de  l'équation  Ym(x)  =  o  sont 
inégales  entre  elles,  et  de  plus  comprises  entre  les  m  racines  de  l'équa- 
tion suivante  :  Vm+I(x)=o,  Ainsi  la  fonction  Y,(x)  est  la  seule  qui  ne 
change  jamais  de  signe  lorsque  x  croît  d'une  manière  continue  de  x 
à  X  :  la  fonction  Vm(x)  change  (m —  i)  fois  de  signe  dans  le  même 
intervalle. 

5°.  Si  l'on  désigne  par  Am,  Am+, , .  .  .  A„,  des  constantes  qui  ne  soient 
pas  toutes  nulles ,  et  si  l'on  pose 

AaVJx)  +  Am^Vm+I(*)  +. . .+  AnXn(x)  =  *(x), 

la  fonction  ¥(x)  ne  sera  jamais  identiquement  nulle  ,  et  l'équation 
'i^.r)=o  aura  (m  —  i)  racines  au  moins  et  (n — i)  racines  au  plus 
entre  x  et  X.  Dans  l'énoncé  de  ce  théorème,  chaque  racine  multiple 
de  l'équation  ^'(x)s=o  (lorsque  cette  équation  a  des  racines  mul- 
tiples) doit  être  comptée  autant  de  fois  qu'elle  entre  dans  l'équation  : 
ainsi  les  racines  doubles  doivent  être  comptées  deux  fois,  les  racines 
triples  trois  fois,  etc. 

Ou  sait  comment  M.  Poisson  s'est  servi  de  l'équation 

f^g\m(x)\B(x)dx  =  o, 

pour  prouver  la  réalité  de  toutes  les  racines  de  l'équation  (C).  Les  autres 
propriétés  des  racines  /,,  r„  r3f . . .  ont  été  découvertes  et  démontrées  en 
rigueur  par  M.  Sturm  (*).  Considérées  en  elles-mêmes  et  indépendam- 
ment de  leurs  applications,  ces  propriétés  sont  déjà  très  élégantes  : 
l'usage  que  nous  allons  en  faire  leur  donnera  peut-être  plus  de  prix 
encore  aux  yeux  des  géomètres. 


(*)  On  prendra  une  ide'e  des  méthodes  employées  par  M.  Sturm  en  lisant  son 
Mémoire  sur  l'intégration  des  équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre 
voyez  page  106  de  ce  volume).  Mais  la  démonstration  complète  du  5e  théorème 
(dont  nous  allons  surtout  faire  usage)  n'a  été  donnée  par  l'auteur  que  dans  un 
Mémoire  sur  l'intégration  des  équations  aux  différences  partielles  encore  inédit 
et  dont  il  nous  a  promis  d'enrichir  ce  journal. 
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IV. 

>ious  nous  servirons  d'abord  des  théorèmes  contenus  dans  le  numéro 
précédent,  pour  établir  quelques  lemmes  préliminaires  dont  nous  au- 
rons besoin  plus  tard. 

Lemme  1".  Soient  a,  b,  c,...  des  grandeurs  inégales  comprises 
entre  x  et  X.  Posons 

V.OW-r)  -  V.(«)V,(x)  =  Ps(x), 
V,(«)V3(x)  —  Y3[a)Y,(x)  =  P3(x), 


puis 


V,(«)Vm(x)  -  V„(fl)V,(*}  =  P„,(*), 


P.(Ô)PS(*)  -  P,(*)P.(*)  =  Q3(.r), 

Pa(^)P4(x)  -  P4(£)Pa(.r)  =  Q4(x), 

P,(i)Pm(o:)  -  Pm(£)Pa(*)  =  QB(*), 


/jmj.î  encore 


QsMQ/*)  -  Q^QaC*)  =  R4(*)> 

Q3(c)Q5(x)  -  Q5(c)Qs(*)  =  R5(x), 

QsCOQ,,^)  -  Qn(OQ.W  =  M*), 

et  ainsi  de  suite.  Je  dis  que,  si  l'on  se  borne  à  considérer  les  valeurs  de 
x  >  x  et  <X,  la  jonction  Ps(.r)  s'évanouira  pour  x=a  et  seule- 
ment pour  x  =  a:  la  fonction  Q3(x)  s'évanouira  pour  x=a>  x=b  et 
seulement  pour  x=a,  x  =  b;  la  fonction  R4(x)  s'évanouira  pour 
x  —  a,  x  =  b ,  x=Cj  et  seulement  pour  x=a ,  x=b ,  x=.c ,  et 
ainsi  des  autres.  De  plus  ,  toutes  ces  fonctions  Pa  (x)  ,  Q3  (x)  , 
R4  (  x  ) , .  .  .  changeront  de  signe  chaque  fois  qu'elles  s'évanouiront. 

D'abord  on  se  rappelle  que  la  fonction  V,(x)  ne  peut  jamais  devenir 
nulle  quand  x  est  >x  et  <X. 

La  fonction  P,(ar)  se  ramène  à  la  forme  A,V,(.r)  -r-AaVJ(:r)  en  po- 
sant A,  =  —  V,(a),  Aa  =  V,(rt),  et  le  coefficient  Aa  n'est  pas  nul. 
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Donc  par  le  5e  théorème  du  n*  III,  cette  fonction  ne  peut  s'annuller 
plus  d'une  fois  quand  x  est  >•  x  et  <  X,  et  il  est  d'ailleurs  évident 
qu'elle  devient  nulle  quand  x=a.  En  vertu  du  même  théorème,  la 
raciue  a  ne  peut  être  qu'une  racine  simple  :  par  conséquent ,  la  fonc- 
tion P/x)  doit  changer  de  signe  en  même  temps  qu'elle  s'évanouit.  Les 
fonctions  P3(.r)  ,  Y^x),  ■  •  •  ne  jouissent  pas  nécessairement  des  mêmes 
propriétés  que  Pa(.r)  :  elles  s'annullent,  il  est  vrai  pour  x  =  a,  mais 
la  racine  a  peut  être  multiple,  et  des  racines  autres  que  a,  quoique 
comprises  entre  x  et  X ,  peuvent  satisfaire  aux  équations  Ps(x)  =  o, 
Yl(x)  =  o,.... 

La  fonction  Q3(a)  s'annulle  évidemment  pour  x=b,  elle  s'annulle 
aussi  pour  x  =  a  puisque  l'on  a  P/«)  =o,  P3(a)  =  o.  Or,  en  rempla- 
çant P.(^)  et  P3(x)par  leurs  valeurs,  la  fonction  Q3(x)  prend  la  forme 
A1V,(x)  + AaV/jr)  +  A3V3(a;)  et  le  coefficient  A3  n'est  pas  nul  puis- 
qu'on le  trouve  égal  à  Pa(è)  V,(«)  :  donc  pour  des  valeurs  de  x  >  x  et 
<  X ,  Q3[x)  ne  peut  s'évanouir  plus  de  deux  fois  :  donc  on  a  bien 
Q3(:r)  =  o  pour  x  =  a,  x  =  b,  et  seulement  pour  jr— a,  x=b:  de 
plus  les  racines  a  et  b  ne  peuvent  être  que  des  racines  simples,  ce  qui 
oblige  la  fonction  Q/j?)  à  changer  de  signe  chaque  fois  qu'elle  s'éva- 
nouit. Les  fonctions  Q4(>a?),  Qs(^)  >  •  •  •  deviennent  nulles  pour  x=.a 
et  x  =  b  ;  mais  elles  ne  jouissent  pas  nécessairement  des  autres 
propriétés  démontrées  pour  Q3(.r). 

La  fonction  R4(x)  s'annulle  évidemment  pour  x=  c  :  elle  s'annulle 
aussi  pour  xz=.a  et  xz=.b ,  car  il  est  aisé  de  voir  que  l'on  a  Q3(<7)=o, 
Q3(6)  =  o ,  Q4(«)  =  o,  Q4(&)  =  o.  Or,  en  remplaçant  Q3(x)  et  Q^x), 
puis  Ps(x),  P3(>r),  f4(x)  par  leurs  valeurs,  celle  de  R4(x)  prend  la 
forme  A,V,(.r)  -f-  A^Y^x)  -f-  A3Ar3(^:)  +  A4V4(;r),  A4  ayant  la  valeur 
suivante  Q3(c)Y%(b)Y,(a)  qui  ne  peut  pas  être  nulle.  Donc  l'équation 
R4'x)=  o  ne  peut  avoir  entre  les  limites  x,  X  aucune  racine  diffé- 
rente de  a,  b ,  c ,  et  de  plus  ces  trois  racines  doivent  être  simples,  en 
sorte  que  R4(^")  changera  de  signe  en  s'évanouissant. 

Il  est  clair  que  l'on  pourra  continuer  indéfiniment  cette  démons- 
tration. 

Corollaire.  Les  (m —  i)  lettres  a,  b ,  c , .  .  .  représentant  toujours 
des  quantités  inégales  <  x  et  >  X,  on  peut  déterminer  les  constantes 
A, ,  A, ,  A3, .  . .  Am  ,  de  telle  manière  que  la  fonction 
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V(x)  —  A,V,(*)  +  A,V,(.r)  +  ASVS(*)  +  ...+  AmV„(*), 

sans  être  identiquement  nulle,  devienne  égale  à  zéro  pour  x  —  a, 
x=b,  x=c,...  En  effet,  si  l'on  a  m  =  2,  il  suffira  de  prendre 
V(x)=:  P,(r)  :  si  l'on  am=3,  il  suffira  de  prendre  V(x)  =  Q_3(x); 
si  l'on  a  m  =  ^,  il  suffira  de  prendre  *P (,r)  =  R4  (#)  ;  et  ainsi  de 
suite. 

La  fonction  f(x)  étant  ainsi  déierminée,  l'équation  x¥(x)  =  o  ne 
peut  avoir  que  (m —  1)  racines  au  plus  (5e  théorème  du  n°  III)  :  or,  les 
quantités  a,b,c,.  .  .  sont  par  hypothèse  au  nombre  de  (m — 1)  :  on  voit 
donc,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  observer,  i,°.  que  les  racines  de 
l'équation  ¥(a?)=o  sont  toutes  inégales  et  comprises  dans  la  série 
a,  b,  c,...  20.  que  par  suite  la  fonction  ¥(x)  change  de  signe 
chaque  fois  qu'elle  s'évanouit.  Il  est  bien  entendu  que  la  variable  x 
ne  sort  pas  des  limites  x,  X. 

Lemme  2e.  Soit  <p(x)  une  jonction  de  x  :  si  l'équation 

(a)  r  <p(x)\dx  =  o 

a  lieu  en  remplaçant  r  par  une  quelconque  des  racines  de  l'équation  (C), 
je  dis  que  Ion  a  nécessairement  <ç(x)  =  o,dex=^xàx=zX. 

D'abord,  si  la  fonction  <p(x),  sans  être  identiquement  nulle,  con- 
servait toujours  le  même  signe  depuis  x  =  x  jusqu'à  x  =  X,  l'équa- 
tion (a)  serait  absurde ,  car  en  posant  r=  r,  on  aurait 

\[  <p(x)\  ,(x)dx  =  o, 

et  cela  ne  se  peut,  puisque  la  fonction  Yx(x)  ne  change  pas  non  plus 
de  signe  entre  les  limites  x=x  ,  x  =  X. 

Supposons  maintenant  que  lorsqu'on  fait  croître  x  de  x  à  X,  <p(x) 
change  de  signe  (m —  1)  fois,  et  soient  a,  b,c,. . .  les  (m  —  1)  valeurs 
de  x  pour  lesquelles  ce  changement  s'effectue.  En  faisant  successive- 
ment r=r, ,  r=rif.  .  .r=  rm,  dans  l'équation  (et),  on  en  déduira  m 
équations  nouvelles  que  l'on  pourra  ajouter  membre  à  membre  après 
les  avoir  multipliées  respectivement  par  les  constantes  A,,  A„ .  .Am. 
En  posant 

A,V,(*)  +  A,V,(ar)  +.  .  .+  AmVm(.r)  =  «(a), 
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on  trouvera  ainsi 

f*  (p{x)  V(x)dx  —  o. 

Mais,  d'après  le  corollaire  du  lemme  icr,  on  peut  déterminer  les 
constantes  A,,  A„  .  .  .  Am,  de  telle  manière  que  la  fonction  ¥(x)  change 
de  signe  toutes  les  fois  que  x  atteint  et  dépasse  infiniment  peu  une 
des  (m —  i)  valeurs  a,  b,  c, et  ne  change  de  signe  pour  au- 
cune autre  valeur  de  x.  En  adoptant  les  valeurs  de  A„  A„ .  .  .A„„  qui 
produisent  cet  effet,  l'élément  <p(x)  ^{x)dx  conservera  toujours  le 
même  signe  dans  toute  l'étendue  de  l'intégration,  et  par  conséquent, 

on  ne  pourra  pas  avoir  /  %  <p(x)  ¥(x)dx  =  o ,  à  moins  qu'on  n'ait 
aussi  <p(x)  =  o,  du  moins  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  x 
etX. 

V. 

Maintenant  nous  pouvons  résoudre  le  problème  qui  fait  l'objet  spé- 
cial de  ce  mémoire. 

Problème.   Trouver  la  valeur  de  la  série 


,\Tf\v/{x)dx\ 
1     /> 


dx      \ 

dans  laquelle  le  signe  2  s'étend  à  toutes  les  valeurs  de  r  qui  sont 
racines  de  l'équation  (C).  La  variable  x  est  comprise  entre  xe<  X, 
et  la  fonction  f(x)  est  donnée  arbitrairement  entre  ces  limites. 

En  représentant  par  ¥(x)  la  valeur  cherchée  et  remplaçant  le  signe 
2  par  la  série  qu'il  représente ,  on  a 

'  YtwfXgYl(x)fÇx)dx         \^x)fXg\^x)f{x)dx 

F(*)  = % H-  —7^ + 

j     gV,(xydx  J  ^  gV,{*Ydx 


V»l*)f*gV~{x)f{*)d* 


I     g\m  (x)'dx 
Je  multiplie  les  deux  membres  par  g\m(jc)dx  et  j'intègre  ensuite  par 
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rapport  à  x  en  prenant  x  et  X  pour  les  limites  de  l'intégrale.  Puis- 
que pour  deux  indices  m  et   n  différents ,  on  a 

f*  g\  m(x)V  a(x)dx  =  o, 

cette  intégration  fera  disparaître  tous  les  termes  du  second  membre  à 
l'exception  d'un  seul,  et   l'on  aura 

P  g\m{x)  Y{x)dx  s=  P  g\m(x)f(x)dx , 
d'où   l'on   tire 

JTsC*»  -f{xy\ym{x)dx  =  o. 

Cette  égalité  devant  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  l'in- 
dice m  et  la  fonction  g  étant  constamment  >o,  il  résulte  du  lemme  2e 
que,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  xetX,  on  doit 
avoir  F(x) — f(x)=o,  d'où  F(x)=/(x).  La  valeur  cherchée  de  la  sé- 
rie est  donc  f(x),  entre  ces  limites  de  la  variable,  ce  qui  s'accorde  avec 
le  résultat  que  les  géomètres  ont  obtenu  par  d'autres  méthodes  moins 
directes  et  moins  rigoureuses  que  la  nôtre. 

D'après  les  équations  de  condition  (B),  qui  sont  remplies  pour  la 
fonction  V,  la  valeur  F(x)  de  la  série 

(V  fXgVf[x)dx) 


satisfait  aux  égalités 

d¥(x) 
dx 

dF(T) 

dx 


/: 


gV'dx 


—  h¥(x)  =  o  pour  x  =  x , 
-|-  HF(x)  =  o  pour  x  =  X; 


si  donc  on  veut  que  l'égalité  T(x)  =  f(x)  soit  exacte  aux  limites 
mêmes  x  =  x,  x  =  X,  il  faudra  regarder  la  fonction  f(x)  comme 
assujettie  aux   deux  conditions 

—fc hf(x)  =  «  pour  x  =±  x, 

dJM  +  H/  {x)=  o  pour  x:='% 

que  nous  avons  admises  en  effet  au  n°  I. 

34.. 
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VI. 

Nous  croyons  devoir  ajouter  à  la  démonstration  précédente  quel- 
ques remarques  qui  ne  seront  pas  sans  intérêt. 

Par  un  raisonnement  semblable  à  celui  dont  nous  nous  sommes 
servis  pour  démontrer  le  2e  lemme  du  n°  IV  ,  on  peut  encore  établir 
la  proposition  suivante  :  Si  l'équation 

(/3)  f*[<p(x)Ydx  =  o 

a  lieu  en  remplaçant  rpar  une  quelconque  des  racines  r„  r%} .  .  .  jusqu  à 
i\,  je  dis  que  la  fonction  <p[x)  change  de  signe  au  moins  {n — i)fois, 
lorsqu'on  jait  croître  x  depuis  x  jusqu'à  X.  En  effet,  supposons,  s'il 
est  possible,  que  la  fonction  <p(x),  dans  cet  intervalle,  change  de  signe 
(m — i)  fois  seulement,  m  étant  <n,  et  soit  (comme  au  n°  IV)  ¥{x) 
une  fonction  de  la  forme  A,V,(.r)  +  A,V,(.r)  +  . .  .  +  AmVm(.r),  qui 
change  de  signe  aussi  [m — i)  fois  et  pour  les  mêmes  valeurs  que  <p(x), 
le  produit  (p{x)V(x)dx  ne  changera  jamais  de  signe,  et  par  suite  on 
ne  pourra  pas  avoir 

f\<p{x)V(x)dx=o, 

ce  qui  résulte  pourtant  de  l'équation  \(f&)  eu  y  posant  successive- 
ment /==/•,,  r=r„ .  .  .r=rm,  puis  ajoutant  membre  à  membre  les 
équations  ainsi  obtenues,  après  les  avoir  multipliées  par  les  facteurs 
respectifs  A,,  Aa. .  .Am.  Il  est  donc  absurde  d'admettre  que  la  fonc- 
tion <p(x)  s'annulle  {m —  i)  fois  seulement,  m  étant  <  n  :  ce  qui  dé- 
montre la  proposition  énoncée. 

Désignons  par  <r„  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 


"  (      PgVdx       j 

dont  on  n'a  pas  besoin  de  supposer  que  la  somme  soit  connue.  Pour 
un  indice  m  égal  ou  inférieur  à  n  ,  nous  obtiendrons  immédiatement 

f*ga.Vm(x)dx=f*gYm(x)J(x)dx , 
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ou ,  ce  qui  est  la  même  chose , 

(y)         jl gr.Vm(x)dx=°> 

fm  représentant  la  différence  f(x) — 3"„.  En  comparant  cette  équation 
à  l'équation  (/3),  on  conclut  de  la  proposition  qui  vient  d'être  dé- 
montrée,  que  la  quantité  pn  s'annulle  au  moins  (n — i)  fois  lorsque  x 
croit  depuis  x  jusqu'à  X. 

Soit  Q  une  fonction  quelconque  de  la  forme  AlYi(x)-{-Ayt(x) 
+  . .  . . -f-A.V,,^)  (ce  qui  comprend  comme  cas  particulier  la  fonc- 
tion <7n).  En  posant  dans  l'équation  [y)  successivement  r=r,,  r=ra, . . . 
r=i\,  puis  ajoutant  les  équations  ainsi  obtenues,  après  les  avoir  mul- 
tipliées par  A„  A,,.  . .  .A„,  on  a  : 

Çl gf>*Q.dx  =  o; 

ce  qui ,  en  posant  Q  =  <7„,  devient  : 

/,  gfn<Tndx=:o. 

Maintenant  multiplions  par  gvndx  et  intégrons  entre  les  limites  x,  X 
les  deux  membres  de  l'équation  f(x)  =  <ra-{-pH  ,    puis  effaçons  le 

terme    l    gfa?adx,  qui  est  égal  à  zéro;  nous  obtiendrons  ainsi 

f*g<rnf(x)dx=  f?  gtrSdx  -. 
nous  obtiendrons  une  autre  formule  plus  remarquable  encore,  savoir, 

f*gf(xydx=pg(^+rs)dx , 

en  multipliant  par  gdx  et  intégrant  le  carré /(^,)il=o"sa+23'„p,+f •"• 
Cette  dernière  formule  nous  prouve  que  l'intégrale  /  ga^dx,  quelque 
grand  qu'on  prenne  l'indice  n,  ne  peut  jamais  avoir  une  valeur  numé- 
rique supérieure  à  la  limite  f  gf(x)%dx  avec  laquelle  elle  coïncide 
lorsque  «=  ce. 
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THÉORÈME 

Sur  les  quantités  incommensurables; 
Par  M.  LEBESGUE. 


Dans  uu  mémoire  qui  fait  partie  du  3e  cahier  de  ce  journal ,  M.  Léger 
s'occupe  du  problème  suivant  :  Trouver  la  somme  des  restes  donnés 
par  l'opération  de  la  commune  mesure  entre  {/met  1.  La  méthode 

>•!•!•  11  >     i»«-    m  >  !•  •      '       1  .<     A+Bi/m 

quil  indique,  d  après  M.  lerquem,  s  appliquerait  egalementa «■* — 

et  i  ,  ou  à  la  racine  de  ax*  +  bx  -f-  c  =  o  et  à  l'unité.  Elle  montre 

bien  que  la  somme  toujours  finie  est  de  forme p-^- —  ;    mais   c'est 

là,  ce  nous  semble,  tout  ce  qu'elle  peut  donner;  car  elle  devient  im- 
praticable quand  la  période  de  la  fraction  continue  valeur  de  x ,  n'a 
pas  un  assez  petit  nombre  de  termes.  Pour  résoudre  plus  complète- 
ment le  problème ,  nous  avons  cherché  la  loi  des  restes  :  il  y  en  a  deux 
que  voici  : 

i°.  Ces  restes,  pris  convenablement  à  intervalles  égaux,  forment 
des  progressions  géométriques,  ayant  la  même  raison. 

Cette  première  loi,  que  nous  démontrerons  ici,  donne  très  facile- 
ment la  somme. 

2°.  Ces  mêmes  progressions  géométriques  sont  aussi  des  séries  récur- 
rentes. 

Pour  la  démonstration  complète  de  ce  théorème,  nous  renverrons 
à  la  Théorie  des  Nombres  ou  à  un  mémoire  dans  lequel  nous  dirons 
quelques  mots  de  la  présente  question. 

Dans  ce  qui  suit  nous  représenterons  la  fraction  continue  périodique 
valeur  de  xt,  racine  de  ax,a-\-bx,  -f-c  =  o  ,  par  xt=.qlt  q%,  qs, . .  . 

7»(<7n-,»  7»+. 9W«)>  'es  quotients  renfermés   entre  parenthèses 

formant  une  période  de  n  termes. 
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Nous  représenterons  les  quotients  complets  par  x%,  xi}  x4. . .  . ,  de 
sorte  qu'on  aura 

x,  =  «7, ,  x2, 

x,  =  q,,  qit  x3, 

•*■.  =  q,,  q»  q3,  *4, 


Nous  représenterons  par  r,,  /„  r3, . . .  les  restes  donnés  par  l'opéra- 
tion de  la  commune  mesure  sur  x,  et  i  de  sorte  qu'on  aura 

a?,  =  i.$r,  +  r„     i=r,q%  +  r!l,     r,  =  r,q,  +  r3.  .  ., 

d'où  résulte  immédiatement , 


i  r,  r, 

X  »   ■        Xi  i  .        3L  i  *^—  — . 

r,  '         J       r»  '         4       ra 


et  par  suite , 


z,x3. . .  ,xm 

Si  l'on  remarque  maintenant  que  la  série  x^x^ .  .  .  xm  est  nécessaire- 
ment périodique  en  prenant  xx+l ,..  .  xk+„ ,  pour  la  période ,  on  aura 

"^»  +  |— "2-A-+-IJ-+-1 "-^*4-»n-(- 1  —etC. f  Xk+l^^^X;l+n+t^—..,)  Xk^_g'=Xi_ç.n^.g—.  .  ., 

xh+n  =  xk+in=...,  ce  qui  réduit  la  valeur  de  rm_,  à  la  forme  suivante  : 
i f1+"^i\f 

si  l'on  fait  m  s=  k  +  n/-4-  g,  g  étant  <  rc. 

Ainsi  les  valeurs  de  r,+B/+g_,  correspondantes  à  y*=  o  ,  i  ,  a . .  . 

forment  une  progression  géométrique  décroissante  dont  la  raison  est 

*      _  r»* 


=  '-*&«■<,. 


2:*+, .  .  .  xk+n  rk_ 

La  somme  des  restes  r,,  /•,,  etc.  est  donc 

r.  +  r„+. .  .+r^_,  +  ^  +  ^  +  -+^  , 

' '-.-t-i — t 

expression    qui  se  réduit  à  ;-! a~1"'  '  '  —  ,  quand  la  période  commence 

dès  le  terme  xa  ;  par  exemple ,  pour  ax*  =  6. 

Quoique  le  calcul  des  x%,  x%. .  .  soit  assez  court  et  puisse  encore  être 

abrégé,  il  serait  long  d'employer  la  formule  rm_,  = ,  pour 
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calculer  les  restes.  On  démontrera  très  facilement  la  formule  suivante 
qui  est  générale  ,  c'est-à-dire  qui  suppose  à  xx  une  valeur  quelconque. 

En  représentant  par^  ,  —,  —  ....  les  convergentes  successives  vers  la 

valeur  de  x,,  on  aura      rm  =  ( —  \)m-l(xx(Zm  — am). 

Pour  le  cas  où  x,  est  la  racine  d'une  équation  du  second  degré ,  ou 
sait,  par  la  théorie  des  nombres,  que  les  valeurs  de  am,  /3„,  prises  de 
n  en  ri,  à  partir  d'un  quotient  appartenant  à  la  période  de  xx  forment 
des  séries  récurrentes  d'échelle  2<p,  — ( — 1)",  en  posant 

i<P  =  y'+£,  j  =  qt+lf  qk+,.  ■  .qk+ï-„     j,  —  qk+t,    qk+i.  .  .qk+„- 

De  là  résulte  par  conséquent  que  les  restes  r, ,  ra  .  .  pris  de  la  même 
manière,  forment  des  séries  récurrentes  d'échelle  2^( — 1)",  — ( — 1)". 
Nos  deux  lois  ne  sont  pas  incompatibles.  En  effet,  soit  Sm  = 
( — Sm_a)( — j)",  posons  Sm=x.Sm_l}  Sm_,  =.r.Sm_,,  il  en  résultera 
x*=(2(px — 1)  (— 1)\  Si  donc  la  valeur  de  x  tirée  de  cette  équation 

s'accorde  avec  =-—  ,  la  série  récurrente  sera  aussi  une  progression  géo- 
métrique. 

Un  seul  exemple  suffira.  Prenons  la  commune  mesure  de  1/7  et  1. 

Quotients....     2;    1,   1,    1,     4>      '»      '       l>      4>etc-> 

r,  2     3     5      8      37     45      82     i2T     5qo 

Convergentes..     -,   -,  -,    5,    -j,   —,    r-,  -j^,  -^,  etc. 

°  II        2'3  l4        17  3l         48        223' 

Restes,  1.1/7 — 2>  — 1  •  v/7— f— 5,  2^/7 — 5,  — 3 1/7— f-S,   14 V^7 — $7>. 

—  •  7^7+45,  31^7—82,  — 48^7+127,  223V/7 — 5go,  etc. 

La  somme  des  4  premiers  restes  divisée  par  1  moins  le  4'  reste  ou  par 

5 1/7 — 7,  donne  -     ;,    7  (comme  on  le  voit  au  mémoire  cité  plus  haut.) 

Si  l'on  veut  mettre  en  évidence  la  coïncidence  de  la  progression  géo- 
métrique et  de  la  série  récurrente  dont  l'échelle  est  pour  le  cas  présent 

16,  —  1 ,  il  suffira  d'observer  que  —  =  -       ^~  ?  =  —  31/7+8,  ce 

qui  est  précisément  la  racine  de  l'équation  x'—  i6x —  1  ;  d'ailleurs, 
225  [/' — 5go=  16(141/7  —  57) — (1/7 — 2). 
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DÉMONSTRATION 

Dun    Théoreine  dit  à  M.  Sturm  et  relatif  à  une  classe  de 
fonctions  transcendantes  ; 

Par  Joseph  LIOUVILLE. 

(Présentée  à  l'Académie  des  Sciences  le  27  juin  i836.) 


1.  Soient  x  une  variable  indépendante;  x,  X,  deux  limites  de  cette 
variable  rangées  par  ordre  de  grandeur;  et  g,  k,  l,  trois  fonctions  de  x 
dont  les  deux  premières  sont  constamment  >o,  tandis  que  la  troi- 
sième est  à  volonté  positive  ou  nulle.  En  attribuant  au  paramètre  r 
une  valeur  convenable,  on  peut  toujours  trouver  une  fonction  V  qui 
ne  devienne  identiquement  nulle  pour  aucune  valeur  déterminée 
de  r,  x  restant  indéterminée,  et  qui,  en  outre,  satisfasse  à  l'équation 
différentielle  indéfinie 

et  aux  conditions  définies 

i-r  —    h\  =  o  pour  x  =  x, 
^  -f  HV  =  o  pour  x  =  X; 

h  et  H  désignent  deux  nombres  compris  entre  o  et  -f-  00 ,  ou  même 
égaux  soit  à  0 ,  soit  à  +  00  . 

Aon  i836.  35 
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On  se  sert  de  la  fonction  V  pour  la  solution  de  la  plupart  des  pro- 
blèmes physico-mathématiques.  M.  Sturm  en  a  étudié  avec  soin  les 
diverses  propriétés  ;  et  je  crois  avoir  ajouté  à  ses  recherches  quelques 
résultats  nouveaux  dans  mon  mémoire  sur  le  développement  des  fonc- 
tions ou  parties  de  fonctions  en  série  dont  les  divers  tenues  sont  as- 
sujettis à  satisfaire  à  une  même  équation  différentielle  du  second 
ordre,  contenant  un  paramètre  variable.  (*).  Dans  le  mémoire  cité 
j'ai  pris  pour  point  de  départ  un  théorème  général  dont  l'auteur  a 
bien  voulu  me  communiquer  la  démonstration  encore  inédite.  Établir 
rigoureusement  ce  théorème  par  uue  voie  simple  et  très  différente  de 
celle  qu'a  suivie  M.  Sturm,  tel  est  le  but  que  je  me  propose  aujour- 
d'hui. 

2.  Pour  que  la  fonction  V  satisfasse  à  l'équation  (A)  et  aux  condi- 
tions définies  (B),  il  faut  que  le  paramètre  /soit  choisi  parmi  les  ra- 
cines d'une  certaine  équation 

(C)  <ar(r)  =  o. 

Les  racines  de  l'équation  (C)  sont  en  nombre  infini,  toutes  réelles  et 
inégales.  Nous  les  nommerons  r, ,  /•„,....  /•„,...  /'„...,  et  nous  les 
supposerons  rangées  par  ordre  de   grandeur,    en  sorte  que  l'on   ait 

r,  <C  i\ <  rm. .  .  .  <  /•„.  La  racine  r,  peut  être  nulle  ou  positive; 

les  autres  sont  >»  o.  Nous  désignerons  par  V,(jt)  ou  par  V,  ce  que  de- 
vient la  fonction  V  quand  on  y  pose  r=r,,  et  en  général  par  V„(.r)  ou 
par  V»  ce  que  devient  \  quand  on  y  pose  r=r„.  Dans  son  mé- 
moire sur  les  équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre  (**), 
M.  Sturm  a  prouvé  qu'entre  les  limites  x,  X  de  la  variable  oc,  la 
fonction  V,  ne  s'évanouit  jamais  ;  au  contraire,  la  fonction  V„  s'éva- 
nouit (n — 1)  fois  pour  (n — i)  valeurs  de  x  inégales  entre  elles.  Ces 
diverses  propriétés  de  la  fonction  V  résultent  d'une  analyse  aussi  di- 
recte qu'élégante,  et  désormais  nous  les  supposerons  bien  connues. 
On  sait  aussi  qu'en  désignant  par/?,  q  deux  indices  différents,  on  a 


(D)        /xXgV,VA  =  o, 


(*)  Voyez  le  cahier  de  juillet,  page  252  de  ce  volume. 
(**)  Voyez  le  cahier  de  mars  ,  page  106  de  ce  volume . 
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résultat  remarquable  dont  M.  Poisson  s'est  servi  pour  prouver  la  réa- 
lite' de  toutes  les  racines  de  l'équation  (C). 

Désignons  par  Am,  Am+1, A„  des  constantes  quelconques,  et 

posons 

U  =  AmVm  -+-  Am+1  Vm+I  -f- -!-  A„V»; 

toutes  les  fois  que  l'indice  p  sera  choisi  hors  de  la  série  des  nombres 
m,  m-\-i  , n,  on  aura,  d'après  la  formule  (D), 

•vX 


/ 


Ï\]\JX    = 


et  c'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple  si  l'on  pose  p  =  1 ,  ou  p  =  2, .  .  • 
ou  p  =  m  —  1.  Au  contraire,  si  l'indice/)  est  compris  dans  la  série  des 
nombres  m  ,  m-\- 1 , n,  on  aura 


f*g\]Vp(lx  =  A,  f*gVP'dx, 


quantité  différente  de  zéro  quand  le  coefficient  Ap  est  lui-même  diffé- 
rent de  zéro. 

On  voit  par  là  qu'en  excluant  le  cas  particulier  où  les  coefficients 

Am,  Am+I, A„  sont  tous  égaux  à  zéro,  la  fonction  U  de  a:  ne 

peut  jamais  être  identiquement  nulle  entre  les  limites  xzzsx ,  ar=X; 
supposons  en  effet  que  le  coefficient  A,,  compris  dans  la  série  Am, 
Ara+1, A„,  soit  différent  de  zéro,  et  nous  trouverons  l'intégrale 

/    g\]Vpdx  égale  non  pas  à  zéro,  mais  à  A,  /    gS *dx ,  ce  qui  ne 

pourrait  être  si  l'on  avait  identiquement  U=:o. 

5.  Cela  posé,  quels  que  soient  les  coefficients  constants  Am,  Am+1,... 
A„,  pourvu  qu'ils  ne  soient  pas  tous  nuls,  je  dis  que  l'équation 

U  =  A„Vm  -J-  A^,Vm4.,  + +  A„Yn  =  o 

aura  au  plus  (n — 1)  racines  tant  égales  qu'inégales,  et  qu'elle  aura  au 
moins  (in — r)  racines  inégales  entre  elles.  Dans  cet  énoncé  on  ne  con- 
sidère que  des  valeurs  de  x  réelles  et  comprises  entre  x  et  X;  on  fait 
abstraction  des  valeurs  de  x  qui  sont  égales  ou  inférieures  à  x ,  égales 
ou  inférieures  à  X. 

Ce  beau  théorème ,  dû  à  M.  Sturm ,  et  dont  nous  avons  tiré  ail- 
leurs des  corollaires  utiles,  est  évident  i°  lorsque  le  coefficient  A„ 

35.. 
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ayant  une  valeur  finie,  les  coefficients  Ara4., , A„  deviennent  in- 
finiment petits.  Alors  en  effet  l'équation  U  =  o  se  réduit  à  V„=o, 
et  possède  en  conséquence  m  —  i  racines  inégales  >x  et  <  X; 
20  lorsque  le  coefficient  A„  ayant  une  valeur  finie,  les  autres  coeffi- 
cients A„_,, Am+I,  Am  deviennent  infiniment  petits;  alors  en 

effet  l'équation  U=o  se  réduisant  àV,=  o,  possède  (« — i)  racines 
>x  et  <X,  et  inégales  entre  elles.  Mais  la  difficulté  est  d'en  trouver 
une  démonstration  applicable  à  tous  les  cas. 

4-  Le  théorème  de  M.  Sturm  se  compose  évidemment  de  deux  par- 
ties; il  est  assez  facile  de  voir,  et  nous  montrerons  plus  bas  que  la 
seconde  est  une  conséquence  immédiate  de  la  première.  Attachons- 
nous  donc  à  établir  d'abord  cette  première  partie ,  savoir  que  l'équa- 
tion U=o,  dans  laquelle  l'inconnue  x  est  comprise  entre  x  et  X, 
possède  au  plus  (n — 1)  racines  tant  égales  qu'inégales. 

Pour  cela  nous  ferons  usage  du  principe  suivant  qui  n'est  autre 
chose  au  fond  que  le  théorème  de  Rolle  :  si  une  fonction  f{x),  qui 
ne  devient  infinie  pour  aucune  valeur  de  x  comprise  entre  x'  et  x", 
s'annulle  à  ces  deux  limites  x' ,  x" ,  et  si  en  outre  elle  possède 
pi —  1  racines  égales  ou  inégales  comprises  entre  x'  et  x" ,  l'équation 
dérivée  f'{pc)  =  o  aura  au  moins  u.  racines  égales  ou  inégales  dans  le 
même  intervalle.  En  supposant  toujours  x  >  x  et  <  x',  on  peut 
ajouter  que  si  l'équation  f(x)  =  o  a  (/»' —  1)  racines  inégales  entre 
elles,  l'équation  f'{x)  =  o  en  aura  au  moins  ju/. 

Soit  p  un  nombre  entier  positif  quelconque  auquel  nous  pourrons 
successivement  attribuer  les  valeurs  m}  m  -f-  1 , n  :  on  a 


d( 


-^  +  fer,-Q  V,  =  o, 


+  (gr.-l)  V,  =  o: 


dx 


je  retranche  ces  équations  membre  à  membre ,  après  avoir  multi- 
plié la  première  par  V,,  la  seconde  par  V,:  j'obtiens  ainsi  un  ré- 
sultat que  je  peux  mettre  sous  la  forme 


(r,  -  r,)  gV.  V,  dx  =  V. 
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v 

</x  p  dx 


le  second  membre  est  la  différentielle  exacte  de  la  quantité 

li  (y,  -1  —  \p  -r1)  ,  laquelle  se  réduit  à  zéro,  lorsque  a:=xet 

lorsque  x  =  X,  en  vertu  des  conditions  définies  (B)  :  intégrant  à 
partir  de  x  =  x  ,  il  vient  donc 

'(r,  -  r,)  jT  gV,  V,  dr  =  *(V.g  -  V,  £), 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 


(r.  -  r,)fx6V*  V,  ./x  = 


AV' 


dx 


Si,  dans  cette  équation,  on  pose  successivement  p=m,  p=.m-\-  i, .... 

pz=.n,  qu'on  ajoute  tous  les  résultats  ainsi  obtenus  après  les  avoir 

multipliés  respectivement  par  les  coefficients  Am,  Am+ ,....,  A„,  et 

que  de  plus  on  fasse 

\    A                       u    —   ^ 
(''/    —   rp)    Ap   —    ap  t  y"    * '  > 

ce  qui  donne  a,  =  o,  on  obtiendra 


/; 


?v,  K  V»+  «B  +  ,  V.+.H- H«-  V.)  ^=x-V; 


<ir' 


Puisque  la  fonction  V,  ne  s'évanouit  jamais  entre  les  limites  x  =  x, 
x  =  X,  les  racines  de  l'équation  "$?  =  o  sont,  entre  ces  limites, 
les  mêmes  que  les  racines  de  l'équation  U  =  o  :  nous  appellerons 
H  le  nombre  de  ces  racines,  et  il  s'agira  de  prouver  que  l'on  a 
/*  <  n  —  i   ou  tout  au  plus  [/,  =  n  —  i.    Or,  si  l'équation  "i"  =  o 

possède  p  racines  >  x  et  <  X ,  l'équation  j-  =  o ,  ou 

fx  gV«  (a,  V.  +  «.  +  ,  V«+1-  -H -|-  rt.V.)  ^r  =  o , 

en  aura  aussi  (^,  —  i  )  au  moins  >  x  et  <  X  :  il  est  d'ailleurs 
évident  que  cette  équation  est  satisfaite  lorsque  l'on  pose  dans  son 
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premier   membre  x  =  x  :    elle   l'est   également   lorsque   l'on    pose 
x  =  X;  car,   en  vertu  de  la  formule  (D) ,  son  premier  membre  se 

réduit  alors  a       fl,  g\  ,  dx ,   quantité   nulle  puisque  a,  =a  o.  Donc 

la  dérivée  de  ce  premier  membre  doit  s'évanouir  au  moins  ft  fois 
entre  les  limites  x,  X  de  l'inconnue  x:  en  d'autres  termes  l'équation 

am  V.  ■+■  am+  ,  Ym  + ,  -f- -f.  rt.  V,  =  o, 

doit  posséder  au  moins  /ut.  racines  >  x  et  <  X. 

Ainsi  en  admettant  que  l'équation  U  =  o  possède  \i  racines  dans 
l'intervalle  compris  depuis  x  =  \  jusqu'à  ,r  =  X,  on  est  contraint 
d'admettre  que  l'équation 

Am  (r.  -  r,)  V„4- -H  A.  (r„—  r.)  Vn  =  o, 

possède  p  racines  au  moins  dans  le  même  intervalle.  Répétons 
notre  raisonnement,  et  nous  verrons  qu'il  en  est  de  même  àjortiori 
des  équations  suivantes  : 

Am  (rB  —  r,y  Ym -f- -{-A. (r.  —  r,)a V.  =o, 

Am  (r.  —  r,)'.  VM  + -{-  AB  (r,  —  r,)'.  V.  ==  o , 

quelque  grand  que  soit  le  nombre  i.  Dans  cet  énoncé,  nous  consi- 
dérons toutes  les  racines  tant  égales  qu'inégales  ;  mais  en  se  bornant  aux 
racines  inégales  entre  elles ,  on  aurait  encore  le  même  théorème  :  c'est 
ce  qui  résulte  évidemment  de  la  deuxième  partie  du  principe  fonda- 
mental posé  plus  haut. 

En  divisant  les  deux  membres  de  la  dernière  de  nos  équations 
par  (r.  —  r,)' ,  on  la  met  sous  la  forme 

(E)   Am(;^y+ -f-A.v.(*)==o. 

L'équation  (E)  doit  avoir  jâ.  racines  au  moins,  quelque  grand  qu'on 
prenne  le  nombre  entier  i.  Mais  puisque  les  quantités  positives  r, , . . . 
rm>  •  •  •  r»  sont  rangées  par  ordre  de  grandeur,  cette  équation  se  réduit 
à  V»=  o  lorsqu'on  attribue  à  i  une  valeur  infiniment  grande;  et  alors 
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elle  possède  (n —  i)  racines  :  donc  onaf/,<«  —  i  ou  tout  au  plus 
ix  =:n —  i ,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

5.  On  rendra  la  fin  de  cette  démonstration  plus  rigoureuse  encore 

en  la  présentant  d'une  autre  manière.  Faisons  (-^r-^-^J  =  & ,  l'e- 
quation  (E)  dont  on  divisera  les  deux  membres  par  A„,  peut  être 
mise  sous  la  forme 

V.  (x)  -f-  a>U(x)  =  o, 

n  (x)  désignant  une  fonction  qui  ne  dépasse  jamais  un  certain 
maximum  M  et  dont  la  dérivée  Tl' (x)  ne  surpasse  jamais  un  autre 
maximum  N:  le  coefficient  a>  devient  infiniment  petit  lorsqu'on 
prend  i  infiniment  grand.  Les  (n —  i)  racines  de  l'équation  Y/x)  =o, 
comprises  entre  x  et  X,  sont  toutes  inégales.  Cela  étant,  on  peut 
diviser  X  —  x  en  intervalles  assez  petits  pour  que  dans  les  uns 
V„  (x)  conserve  toujours  une  valeur  >&)M,  tandis  que  dans  les 
autres  V,  (x)  s'évanouira  et  changera  de  signe,  la  dérivée  Y'a(x) 
restant  constamment  >û>i\T:  dans  les  premiers,  il  est  évident  que 
l'on  a  \n(x)*  >  û)*n(<r)*,  et  que  par  suite  l'équation  V„  (x)  -f- 
o)U(x)  =  o  n'est  jamais  satisfaite;  pour  étudier  ce  qui  arrive  dans 
les  seconds _,  nommons  a,  une  quelconque  des  racines  de  YH{x)  =  o, 
et  désignons  par  h  une  quantité  finie  très  petite;  le  coefficient  «étant 
infiniment  petit,  les  deux  fonctions 

V,  (a— h)  H-  aU\et  —  h)  ,     V„  [a.  +  h)  +  a>U  (a  -f-  h) 

auront  les  mêmes  signes  que  leurs  premiers  termes  ,  c'est-à-dire 
des  signes  opposés  :  donc  entre  les  limites  a — h,  a.-\-h  de  x,  l'équation 

VB  (x)  -f-  aU  (x)  =  o 

a  au  moins  une  racine  :  d'ailleurs  elle  n'en  a  qu'une ,  puisque  la 
dérivée  V'„(.r)  -+■  a>U'(x) ,  dont  le  premier  terme  V'B  (x)  reste  >  co N, 
ne  s'évanouit  pour  aucune  valeur  de  x  comprise  entre  a,  —  h  et 
a  +  h. 

Outre  les  (n —  i)  racines  >  x  et  <  X_,  l'équation  V„  =  o  peut 
avoir  encore  dans  certains  cas  la  racine  x  et  la  racine  X.  Le  cas 
où.  la  racine  a  serait  ainsi  égale  à  une  des  limites  x,  X  mérite  un 
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examen  spécial.  Supposons  par  exemple  a  =  x  :  on  traiterait  de  la 
même  manière  le  cas  où  a  =  X.  Or,    VB(x)   étant  =  o,   la  dérivée 

V'„  (x)  ou  —p—  ne  peut  pas  être  nulle:  la  première  des  équations  (B), 

lorsqu'on  y  pose  r  =  rn  nous  donne  donc  h  =00  ,  et  par  suite  V  =  o 
pour  x  =  n,  quelle  que  soit  la  valeur  de  r:  l'équation  (E)  et  l'équa- 
tion V  =0  sont  donc  satisfaites  eu  posant  x  =  x;  mais  nous  devons 
faire  abstraction  de  cette  racine  .r=x_,  puisque,  dans  l'énoncé 
du  théorème  de  M.  Sturm,  on  ne  considère  que  les  racines  >  x  et 
<  X.  Maintenant  de  x=x  à  x  =  x  -f-  h ,  h  étant  une  quanlité 
très  petite,  je  dis  que  l'on  n'a  jamais 

AnV„  (x)  +  a>n  (x)  =  o: 

en  effet  il  faudrait  pour  cela  (d'après  le  théorème  de  Rolle)  que, 
dans  le  même  intervalle  h,  la  dérivée  V.  (x)  +  on'(x)  pût  s'évanouir, 
ce  qui  n'a  pas  lieu. 

En  résumé  l'équation  (E),  où  l'on  suppose  i  infini ,  a  (n  —  1)  ra- 
cines >  x  et<X,  comme  l'équation  V„  (x)  =  o;  et  l'on  a  /J.<Cn  — 1 
ou  tout  au  plus^e=w — i,  comme  nous  l'avons  dit  ci-dessus. 

(3.  La  seconde  partie  du  théorème  de  M.  Sturm  pourrait  se  démontrer 
par  une  méthode  semblable  à  celle  dont  nous  venons  de  faire  usage, 
ou  plutôt  par  une  méthode  inverse.  En  effet  puisque  le  nombre  des 
racines  inégales  entre  elles  d'une  équation 

AnV„  -f- -f-  A„V„  =  o 

est  tout  au  plus  égal  au  nombre  des  racines  de  l'autre  équation 

Am  (r.  —  r,)'  V.  +  . .  •  +  A„  (r.  -  r,)'.  V„  =  o , 

en  remplaçant     Am  par  Am  (r„ — r,)-'^ A,  par  Aa  (r„  —  r,)-1, 

on  en  conclut  réciproquement  que  l'équation 

AmV„  + 4-  A.V„  =  o 

a  au  moins  autant  de  racines  inégales  entre  elles  que  l'équation 

Ara  (r.  —  r,)"'.  V„  -f- +  A„  (r.  —  r,)"'.  V.  =  o , 

laquelle  en  possède  m  —  1  lorsqu'on  fait  i=  ce. 
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Mais  la  première  partie  du  théorème  de  M.  Sturm  étant  admise, 
la  seconde  s'en  déduit  sans  peine;  et  même  les  raisonnements  qu'il 
faut  employer  pour  cela  sont  écrits  tout  au  long  dans  le  mémoire 
sur  le  développement  des  fonctions  en  série  que  j'ai  cité  plus  haut. 
Nous  renverrons  donc  le  lecteur  au  lemme  premier  et  à  la  pro- 
position démontrée  n°  VI  de  ce  mémoire. 

Pour  établir  ce  lemme  et  cette  proposition,  il  suffit  évidemment 
de  connaître  la  première  partie  du  théorème  de  M.  Sturm  que  nous 
venons  de  démontrer.  Or,  en  vertu  de  la  proposition  établie  n°  VI 
du  mémoire  en  question  (dans  l'énoncé  de  laquelle  il  nous  est  permis 
de  remplacer n  par  m —  i,et$  (x)  par  g  <p[x) ,  puisque  g  ne  s'évanouit 
jamais),  quand  l'équation 

J      g\T<p(x)  dx  =  o, 

est  satisfaite  en  remplaçant  r  par  une  quelconque  des  racines 
r,,t\,  ....  rm_, ,  la  fonction  <p  (x)  change  de  signe  (m  —  1  )  fois  au 
moins  entre  les  limites  x  =  x  ,  x  =  X  (*).  Ce  cas  est  précisément 
celui  où  se  trouve  la  fonction 

p  (x)  ''==  Û'  •=  JC V»  +  •  •  •  -,  +  A.  V.  : 

donc  le  premier  membre  de  l'équation  U  =  o  change  au  moins 
(m —  1)  fois  de  signe  lorsqu'on  fait  croître  x,  d'une  manière  con- 
tinue, depuis  x  jusqu'à  X:  donc  enfin  à  fortiori  Y  équation  U  =  0  a 
au  moins  (m  —  1)  racines  inégales  comprises  entre  x  et  X,  ce  qu'il 
fallait  prouver. 


(*)  Le  n°  VI  du  mémoire  dont  nous  parlons,  répond  aux  pages  264  et  265  de 
ce  volume  :  il  s'y  est  glissé  une  faute  grave  ,  que  l'on  pourra  corriger  à  la  main 
sur  chaque  exemplaire,  à  l'aide  de  Yerrata  suivant:  Page  264,  ligne  8 ,  et 
Page  2Ô5,  ligne  5,   au  lieu  de  au  moins  (n —  1)  fois  ,  lisez:  au  moins  n   fois. 

Page  a64  ,  ligne  1 1  et  ligne  21 ,  au  lieu  de  m  étant  <n  ,  lisez  ;  m  étant         n. 
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DÉMONSTRATION 

D'un   Théorème  de  M.    Cauchy^   relatif  aux  racines 
imaginaires  des  Equations; 

Par  C.  STURM  et  J.  LIOUVILLE. 


i.  Soit     f(z)  =  zm  +  A,zm-'  +  \>zm—-t- -f-  Am_1z+Am  une 

fonction  entière  de  z  dans  laquelle  les  coefficients  A, ,  A» , .  .  . ,  A„_„  Am 
sont  des  constantes  quelconques  réelles  ou  imaginaires.  Si  l'on  remplace 
l'indéterminée  z  par  x  +  jy — i,  f{?)  prendra  aussi  la  forme 
P  _j_  Q  \/ —  i  }  P  et  Q  étant  des  fonctions  réelles  de  x,  y ,  et  si  l'on 
peut  trouver  des  valeurs  réelles  de  x  et  y  qui  annullent  à  la  fois  P  et 

Q ,  eu  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  x  -\-y  \J —  i  ,  on  aura 
une  racine  de  l'équation  J"(z)=o.  On  dit  que  la  racine  z=x-\-y\/ —  i 
est  simple  quand  on  a  j~(z)  =  o,  sans  avoir  en  même  temps  j~'(z)=o  : 
on  dit  que  cette  racine  est  double  quand  on  a  à  la  fois  f(z)  =  o , 
f(z)  =  o,  sans  avoir  eu  même  temps  f"(z)  =  o;  et  en  général  elle  est 
multiple  de  l'ordre  n  quaud  on  a  à  la  fois  f(z)  =  o ,  f'(z)  =  o  , . .  • . , 
y(°~,3(z)  =  o ,  sans  avoir  en  en  même  temps  fw(z)  =  o.  Nous  regar- 
derons toujours  une  racine  double  comme  équivalente  à  deux  racines 
égales  entre  elles;  et  ainsi  de  suite.  Cette  convention  que  les  géomètres 
font  ordinairement  simplifiera  beaucoup  les  énoncés  de  nos  théorèmes. 
On  peut  regarder  les  deux  quantités  x  et  y  qui  entrent  dans  une 
expression  quelconque  de  la  forme  x-{-J\/ — i  ,  comme  étant  l'abs- 
cisse et  l'ordonnée  d'un  certain  point  M  rapporté  à  des  axes  rectangu- 
laires Ox,  0/  et  situé  dans  le  plan  de  ces  axes  :  x  -{-y\/ —  i  devient 
réelle  et  le  point  M  est  placé  sur  l'axe  des  x ,  quand  on  a  y=^o.  A 
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chaque  valeur  de  x-\-y\/ — 1  répondra  ainsi  un  point  M  ayant  x 
pour  abscisse,  y  pour  ordonnée,  et  réciproquement  à  chaque  point  M 
dont  les  coordonnées  sont  x  et  y  répondra  une  expression  de  la  forme 
x  -j-y  \/ —  1 .  Parmi  les  points  que  l'on  obtient  en  construisant  ainsi 
la  formule  x  -\-y  V  —  1 ,  on  doit  distinguer  ceux  pour  lesquels  on  a 
à  la  fois  P  =  o ,  Q  =  o  :  ces  points  représentent  en  quelque  sorte  géo- 
métriquement les  racines  de  l'équation  f{z)-=.o. 

2.  Cela  posé;  si  l'on  trace  dans  le  plan  des  xy  un  contour  ferme 
quelconque  ABC, 


on  peut  se   demander  si,    dans  l'intérieur  de  ce  contour,  il  y  a  des 
points  pour  lesquels  P  et  Q  soient  nuls  en  même  temps,  et  combien  il 
y  en  a;  ou  plus  brièvement,  on  peut  se  demander  combien,  dans  l'in- 
térieur du  contour  ABC,   il  y  a    de  racines  de  l'équation    /Y."-)  —  o 
Or,  pour  résoudre  cette  question  ,  M.  Caucby  a  donné  dans  un  de  ses 

mémoires  la  règle  que  voici, 
p 
Considérons  le  rapport  ^  qui  est  une  fonction  réelle  et  rationnelle 

des  coordonnées  x,  y:  ce  rapport  pour  chaque  point  du  con- 
tour ABC  a  une  valeur  déterminée,  si  toutefois  on  suppose  qu'il 
n'y  ait  sur  le  contour  même  aucun  point  pour  lequel  P  et  O 
soient  nuls  en  même  temps.  Si  l'on  marche  le  long  du  contour 
ABC  toujours  dans  le  même  sens  ABC  ,  en  partant  du  point 
quelconque  A  jusqu'à  ce  qu'on  revienne  à  ce  point ,  la  quantité 
^  prendra  successivement  diverses  valeurs,  et  pourra  changer  de  signe 

en  passant  par  zéro  si  P  s'annulle  et  par  l'infini  si  Q  s'annulle.  Soit 

36.. 
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P 
i  le  nombre  de  fois  où  -=.    en  s'evanouissant  et  changeant  de  signe  passe 

du  positif  au  négatif ,  k  le  nombre  de  fois  où  x   en  s'evanouissant  et 

changeant  de  signe  passe  du  négatif  au  positif,  et  A  l'excès  de  i  sur  i  : 
cet  excès  A  ou  i — k  sera  toujours  double  du  nombre  fx,  des  racines 
égales  ou  inégales  contenues  dans  le  contour  ABC. 

Le  théorème  de  M.  Cauchy  consiste,  comme  on  voit,  dans  l'équa- 
tion |«  =  ;i,fj  et  A  ayant  la  signification  que  nous  venons  de  leur 
attribuer. 

Il  est  bien  essentiel  d'observer  que  ,  dans  cet  énoncé ,  on  ne  tient 

nullement  compte  des  changements  de  signe  que    -r  peut  éprouver  en 

passant  par  l'infini  :  on  ne  fait  non  plus  aucune  attention   aux  cas  où 

p     , 

^  sannulle  sans  changer  de  signe. 

La  démonstration  que  M.  Cauchy  a  donnée  de  son  théorème  est  fon- 
dée sur  l'emploi  des  intégrales  définies  et  du  calcul  des  résidus.  Celle  que 
nous  allons  exposer  ici  repose  uniquement  sur  les  premiers  prin- 
cipes de  l'Algèbre.  Nous  ne  supposerons  pas  même  connue  cette  pro- 
position fondamentale  de  l'analyse  des  équations  ,  que  toute  équation 

algébrique.  f(z)  =  o    a  au   moins  une    racine  de  la   jorme 

a  -f-  b  y —  i  ,  nous  proposant  au  contraire  de  déduire  ce  dernier 
principe  du  théorème  de  M.  Cauchy  dont  il  est,  comme  on  le  verra 
et  comme  l'auteur  lui-même  l'a  observé,  un  simple  corollaire. 

5.  Ce  théorème  est  évident  pour  un  contour  quelconque  ABC,  lors- 
que dans  l'intérieur  de  ce  contour  et  sur  le  contour  même  on  n'a  ja- 
mais P  r=  o  :  alors  en  effet  les  deux  nombres  fx.  et  A  sont  tous  les  deux 
nuls  et  par  suite  l'équatiou  jx  =.  \  A  est  satisfaite. 

Elle  est  satisfaite  encore  lorsque  dans  l'intérieur  du  coutour  ABC  et 
sur  ce  contour  même  on  n'a  jamais  Q  =  o:  le  nombre  p  est  alors 
encore  égal  à  zéro  et  je  vais  prouver  que  l'on  a  aussi  A  =  o.  En  effet 
la  fraction  =:,  quand  on  aura  fait  un  tour  entier  pour  revenir  au  point  de 

départ  A,  devra  se  retrouver  en  ce  point  affectée  du  même  signe  que 
d'abord  elle  possédait,  quand  le  mouvement  a  commencé  :  donc  cette 
fraction  doit  changer  de  signe  un  nombre  pair  de  fois,   toujours  en 
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s  évanouissant,  puisque  son  numérateur  seul  peut  devenir  nul,  et  en 
passant  alternativement  du  positif  au  négatif  et  du  négatif  au  positif: 
donc  enfin  l'excès  A  du  nombre  de  fois  où  elle  va  du  +  au  —  sur  le 
nombre  de  fois  où  elle  va  du  —  au  +  en  s'évanouissant .  est  égal  à 
zéro,  ce  qu'il  fallait  prouver. 

4.  Considérons  maintenant  un  point  M  pour  lequel  on  ait  à  la  fois 
P  =  o,  Q=o  et  qui  réponde  par  conséquent  à  une  racine  simple  ou 
multiple  de  l'équation  f(z)=o.  Traçons  autour  du  point  M  un  contour 
convexe  A.A^AsA,,.  Si  pour  un  point  quelconque  IN  de  la  courbe 
ainsi  tracée  ,  le  rayon  vecteur  MN  ou  r  est  suffisamment  petit,  le  théo- 
rème de  M.  Cauchy  aura  lieu  pour  ce  contour  A.A^A,,.  C'est  ce  que 
nous  allons  prouver. 

Soient  a  et  b  les  coordonnées  du  point  M.  En  nommant  <p  l'angle 
que  le  rayon  vecteur  MN  ou  r  fait  avec  l'axe  des  jc  ,  les  coordonnées 
du  point  N  seront  x==  a-\-  rcos  <p,  _?'=  6-f-rsin<p  ;  et  par  suite  ,  en 
développant  f[x-\-y  \f — 1)  et  observant  que  f{p--\-  b  \/ —  1)  =  o, 
on  aura 

(0    /fc.+JT;  VS),^  /'(q+fV/—  •  '-(cos  ?  +  V^M  sin  <P) 

.    /"(a+bl/^l)       ,  , . 

+  — — ! — • .  r*\cos  ç  +V —  1  sin  <p)*-i-  . . . 

+    i.Z... m ^.r"(cos<p+V—  1  sm^)B. 

Le  terme  général  de  ce  développement  est 

f  (■)  (a+b  »/^T)        ,  , . 

J      \7.    n     -  ^Cœs  <p+  V—  1  sin  <p)'; 

représentons  par  H„  le  module  de  ^  °  ^a+    V  ~l>    et  par  a,  un  angle 

1 .2. . .n  r  ° 

convenable,  en  sorte  que  l'on  ait 

TaTTT^ =  "•  ^cos  &"  +  V—  1  sin  et,) , 

puis  rappelons-nous  la  formule  de  Moivre  (cos  <f>  +  V— "ï  siu  <p)' 
=  cos  ntp-+-  \/ —  1  sin  n<p;  ce  terme  général  deviendra 
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H.r,[cos  (n<p  -f-  «„)  +    V^Tsin  (n<p  -f-  «„)]. 
On  a  donc 

Z^+jV-i)  =  H,/{cos(<?>-fa,)  H-  vZ—isinfo  +  a,)] 

+  H1r,[cos(2<p4-a.)  +  V/—  i  sin(2<p-f-a,)j-f- 

+Hmrmcos(m(p4-am)-H\/ —  i  sin  (mip+a,,)]  j 

d'où  résulte 

P  =  H,ra>s(<p-f  «,)  -f-  Htr*cos(3<p  +  a1)  +. .  .-f-  Hm/jncos(mip4-=<m), 
Q  =  H,rsin((p  +  a,)  +  Har'siri(2!p-+-a!1) -j-..  .+  HmfJBsin(m<p  +  am). 

Si  la  racine  a  -f-  b  \/ —  i  est  une  racine  simple ,  le  coefficient  H,  sera 
essentiellement  différent  de  zéro;  ce  cas  est  celui  qu'il  convient  d'exa- 
miner en  premier  lieu. 

5.  Pour  mieux  fixer  alors  le  degré  de  petitesse  du  rayon  vec- 
teur  r,    désignons    par  K   la  somme  des  modules   Ha,    H3,  ...Hm, 

et   posons   à   la   fois   r  <    i,     r<   -*~  ,  c'est-à-dire   rendons  r 

plus  petit  que  le  plus  petit  des  deux  nombres  i  et  '  -  2.  En  adop- 
tant pour  r  une  yaleur  assujettie  à  la  condition  qui  vient  d'être 
énoncée,  P  aura  le  même  signe  que  son  premier  terme  H,/'cos(p+a,) 
toutes  les  fois  que  la  valeur  absolue  de  cos(<p-f-a,)  sera  supérieure  à 

V/â"  .         '. 

—  ,  ce  qui  arrivera  si  l'angle  <p-J-ai   est  compris   entre  les  limites 

3_     5 

—  ,  —, -,  ou  entre  les  limites  -Ç ,  *y-,  de  même  le  signe  de  Q  sera  celui 

de  son  premier  terme  H,rsin(<p -{-«,)  toutes  les  fois  que  la  valeur 
absolue  de  sin(<p-f-a,)  sera  supérieure  à  ^—  ,  ce  qui  arrivera  si  l'angle 

?+a,  est  compris  entre  les  limites  -, ,  -5j  ou  entre  les  limites  ~,  ^. 

4     4  4     4 

Ce  que  nous  venons  de  dire  sur  la  manière  dont  les  signes  de  P  et  Q 
dépendent  des  signes  de  leurs  premiers  termes,  est  vrai  non  seulement 
le  long  du   contour    A,AaA3A4,    mais  encore  dans   son   intérieuroù 
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l'on  art  fortiori  r<i,  r<^^;  or,  quand  la  valeur  absolue  de 
sin(<p+«,)  est  plus  petite  que  —?,  cellede  cos(<P+«.)  est  plus  grande 

que  — ,  et  vice  versa;  donc,  quel  que  soit  <p  et  sauf  le  cas  où  /=o, 
une  au  moins  des  deux  quantités  P,  Q  est  différente  de  zéro,  et  pos- 
sède le  même  signe  que  son  premier  terme.  Sur  le  contour  A,A,A3A4 , 
et  dans  son  intérieur,  il  n'y  a  donc  que  le  point  M  pour  lequel  on 
ait  à  la  fois  P  =  o,  Q=o,  et  qui  réponde  à  une  racine  de  l'équation 
/(*>==  o. 

Cela  posé,  pour  parcourir  le  contour  A,A,A3A4,  uous  désigne- 
rons par  A,,  A,,  A3,  A4,  les  quatre  points  pour  lesquels  on  a.  .  . 
<H-a,=|,  <p-\-x,z=j,  <?+*,= j,  <p+a,=  £;  et  prenant  le  point  A, 
pour  point  de  départ,  nous  irons  successivement  de  A,  en  Aa,  de  A, 
en  A3,  de  A,  en  A4,  et  de  A4  en  A,.  D'après  ce  que  l'on  vient  de 
dire,  le  polynôme  Q  ne  changera  jamais  de  signe  dans  l'intervalle  A,A, 
ni  dans  l'intervalle  A3A4,  et  la  même  chose  aura  lieu  pour  le  poly- 
nôme P  dans  les  deux  intervalles  AaA3,  A4A,. 

Au  point  A,  les  deux  polynômes  P  et  Q  ont  les  mêmes  signes  que 

leurs  premiers  termes,  tous  deux  égaux  à  H,r.—  ,   c'est-à-dire   le 

P  •  • 

signe   +;    la  fraction   -   est  donc  positive.  Au  point  Aa  ces   deux 

polynômes  ont  encore  les  mêmes  signes  que  leurs  premiers  termes  qui 

sont  — H.r.  — ,  H.r.  —  :   et  la  fraction  -   est  négative.  Quand  on 
a    7  a    '  Q  D 

p 
va  du  point  A,  au  point  A, ,  la  fraction  g  change  donc  de  signe  une 

ou  plusieurs  rois;  et  comme  dans  cet  intervalle  on  n'a  jamais  Q  =  o, 

il  en  résulte  qu'elle  s'évanouit  toujours  au  moment  où  elle  change  de 

p 
signe.  En  vertu  de  ces  changements  de  signe ,  la  fraction  g  d'abord 

positive  devient  négative ,  puis  redevient  positive,  et  ainsi  de  suite. 
Mais  comme  finalement  le  signe  -f-  se  trouve  remplacé  par  le  signe  — , 

il  faut  que  le  nombre  de  fois  où  la  fraction  g  passe  du  positif  au  négatif 
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l'emporte  d'iiue  unité  sur  le  nombre  de  fois  où  elle  passe  du  négatif  au 
positif. 

P 
Du  point  A,  au  point  A3  la  fraction  -  change  encore  désigne;  mais 

sans    s'évanouir  ,    puisque    dans    cet    intervalle    on    a   constamment 
P<o. 

P  .  .       .         , 

Du  point  Aj  où  la  fraction  ~  est  positive  jusqu'au  point  A4  où  elle 

est  négative ,  les  changements  de  signe  n'ont  lieu  que  lorsque  P  s'éva- 
nouit. On  arrive  donc  pour  l'intervalle  A3A4  au  résultat  fourni  par 

P 

l'intervalle  A,A,,  savoir  que  ^  en  s'évanouissant  passe  du  positif  au 

négatif  une  fois  de  plus  que  du  négatif  au  positif. 

Enfin,  dans  l'intervalle  A4A,  ,  P  est  toujours  >  o,  et  la  fraction 

P  .         .      ,,  . 

-.  ne  peut  jamais  s  évanouir. 

En  résumé,  nous  trouvons  donc  pour  le  contour  entier  A,ABA3A4 
l'excès  A  égal  à  2  ;  d'un  autre  côté  ce  contour  ne  renferme  dans  son 
intérieur  qu'une  seule  racine.  Le  théorème  de  M.  Cauchy  est  donc 
vrai  pour  le  contour  en  question. 

6.  Supposons  en  second  lieu  que  la  racine  a  +  b  \/  —  1  soit 
multiple  de  l'ordre  n:  on  devra  regarder  alors  le  contour  A,  A,  A3  A4, 
dont  les  dimensions  sont  très  petites  ,  comme  renfermant  n  racines 
égales  entre  elles,  et  l'on  aura  par  suite  f/,  =  ?i  :  pour  que  le  théorème 
de  M.  Cauchy  soit  exact,  il  faut  donc  que  l'excès  A  soit  alors  égal 
à  2n.  Or,  quand  la  racine  a  +  b  y  —  1  est  multiple  de  l'ordre  n, 
on  a  H,  =  o,  H,  =  o,  ....  Hn_,  =  o  ;  les  valeurs  de  P  et  de  Q  sont 
par  conséquent 

P  =  H.  r*  cos  (wp  +  a„)  -f-  H„  +  ,  r"  +  '  cos  [(n  -f-  1)  <p  -7-  a,  +  ,] 

-f-  .  .  .  -J-  Hm  7jn  cos  (m<p  -+-  am) 
Q  =  H.  r"  sin  (n<p  -f-  a.)  +  H^.r'-'-'sin  [(«+  1)  <p +*»  +  .]  +  ••  • 
-f-  Hmrm  sin  (mcp  +  am). 

Pour  fixer  le  degré  de  petitesse  du  rayon  r,  nous  désignerons  par 
K  la  somme  H„  ^  ,  -f-  H,  +  ,  -f- . . . .  +  Hmet  nous  prendrons  r  plus  petit 

que    le  plus  petit    des  deux   nombres   1   et      °  ^   2.     En   adoptant 

2  K 
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pour  r  une  valeur  assujettie  à  cette  condition,  le  signe  de  P  sera 
le  même  que  celui  de  son  premier  terme  H„  r"cos  (  n<p  -f-  a„  ) 
toutes  les  fois  que  la  valeur  absolue  de  cos  (n<D  +  a.)  se  trouvera 

supérieure  à   .*__? ,    comme    cela   arrive    quand   1  arc    n<p  -4-  «a  est 

2 

compris  entre   les   limites  ~  ,  -r  ,  ou  entre  les  limites  Ç- ,  ~  , .  .  .  . 
r  4       4  4       4 

et  ainsi   de  suite   jusqu  a   1 j — --  ,    -, — —  :  de  même  le  signe 

de  Q  sera  celui  de  son  premier  terme  H„r"  sin  [n  <p  -f-  an)  toutes  les 
fois  que  la  valeur  absolue  de  sin  <r2<p-f-a„)  se  trouvera  supérieure  a  —  , 

ce  qui  arrivera  si  l'arc  n<p-\-a.n  est  compris  entre  les  limites  -  ,   —,  ou 

.      .,     .       Sr     w  /»  ii-     •.      (8n  —  3>       (8/i —  i)t 

entre  les  limites -7-  ,  '-j-,  ou  enfin  entre  les  limites -. ,    i ; . 

4       4  4  4 

On  conclut  aisément  de  là  que,  sur  le  contour  A,A,A3A4  et  dans  son 

intérieur  il  n'existe  aucun  point  (  le  point  M  excepté),  pour  lequel  en 
ait  à  la  fois  P  =  o,  Q  =  o  :  c'est  pourquoi  l'on  a  /.t  =  ??,  comme  nous 
l'avons  dit  tout  à  l'heure. 

Cela  posé,  pour  parcourir  le  contour  A,AsA3Ai,  nous  désignerons 
par  A,,  A„  A3, .  .  .  A4„  les  points  pour  lesquels  on  a 

sr     ■    _    ,  3tt  .  5t  (8/i  —  3W 

/<tp-f-a„  =  7,   ^4-tf„  =  T,   nç  +  a„  =  — , nt$-\-a± — '-; 

4  4  4  4 

et,  prenant  le  point  A,  pour  point  de  départ  nous  irons  successivement 
de  A,  en  Aa,  de  Aa  en  A3,.  ...  de  A4„  en  A,  D'après  ce  que  l'on  vient 
de  dire,  le  polynôme  Q  ne  changera  jamais  de  signe,  ni  dans  l'inter- 
valle A,Aa,  ni  dans  l'intervalle  A3A4>.  . .  ni  dans  l'intervalle  A4._,A4lI  ; 
et  la  même  chose  aura  lieu  pour  le  polynôme  P  dans  les  intervalles 

AaA3,  A4A3, . .  .  .A4r,A,.    Il  est  inutile  de  considérer  ces  derniers  inter- 

P 
valles  dans  lesquels  -  ne  peut  pas  s'évanouir  :  dans  tous  les  autres  au 

contraire,  cette  fraction  s'évanouit  et  passe  du  positif  au  négatif.  Ainsi, 
par  exemple,  au  point  A, ,  P  et  Q  ont  les-mêmes  signes  que  leurs  pre- 

miers  termes,  tous  deux  égaux  à  U^.  —  :  la  fraction  -  est  donc  po- 
sitive :   on  peut  s'assurer  au  contraire  qu'en  Aa  elle  est  négative  :  donc 

Aobt  i836.  3"] 
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dans  l'intervalle  A,A„  elle  change  de  signe  une  fois  ou  un  nombre  im- 
pair de  fois  en  s'évanouissant  et  allant  de  +  à  — ,  puis  de  —  à  +,... 
puis  finalement  de  -f-  à  — ;  le  nombre  des  passages  de  +  à  —  sur- 
passe d'une  unité  le  nombre  des  passages  de  —  à  -{-.  Ce  que  nous  di- 
sons pour  l'intervalle  A,Aa  a  lieu  pour  les  zn — i  autres  intervalles 
ASA4,  A5A6, . .  .  A4„_,A4„.  L'excès  A  est.  donc  égal|à  in,  de  sorte  que  le 
théorème  de  M.  Cauchy  est  rigoureusement  démontré  pour  le  contour 
que  nous  considérons  (*). 

(*)  On  simplifiera  beaucoup  cette  démonstration  en  admettant ,  comme  on  a  au 
fond  droit  de  le  faire ,  que  l'équation  f{z)  =  o  n'a  pas  de  racines  égales.  Si 
l'on  adopte  cette  hypothèse  ,  on  pourra  aussi  se  dispenser  de  recourir  à  la  for- 
mule de  Moivre ,  en  présentant  le  raisonnement  de  la  manière  suivante.  Après 
avoir  développé  f(x,-\-J"V' — ')  et  obtenu  la  formule  (i)  du  n°  4  ■,  on  séparera 
dans  cette  formule  le  premier  terme  fia.  -\-  b\/ — i)r(cosip-f-  \/ — 1  sin  <p)  de 
tous  les  autres  dont  on  représentera  l'ensemble  par  P,-f-  Q,  j/ — i ,  et  après  avoir 

mis  f'(a  -+-  b  {/ — i)rfcosp  -f-  \/ — »  sinip)     sous  la  forme 

H,r[cos(p  +  «,)  +  y/ — i  sin(<p  -f-  <*,)]  ,  on  aura 

f(x  -hr  y/^)  —  H,r[cos(f  +  *,)  +  l/^Tsin(p  +  «,)]  +  P.  +Q,  V^T , 
qui     donne  P=H,rcos(p  +  *,)  4-P,,    Q=H,rsin(p -f-*,)-|-Q,.  Pour    fixer    le 
degré  de  petitesse  du  rayon  r  que  nous  prendrons  d'abord  <  i  ,  représentons  par 

H -r"  le  module  du  terme  général /-"(cos <p  4-  l/ — isinffl)"   :   le 

i ,2. . . . n  .  ' 

module  de  la  somme  P,  +  Q,  ^'  —  i  sera  moindre  que  la  somme  des  modules 
U^r*  + 113^+ . .  .  -f-  H,,»""  et  à  fortiori  moindre  que  r'(H,  -f-  Hj  -f- .  . .  -f- Hm) . 
en  posant  H,  +Ha+.  .  . -fHm  =  K,  on  aura  donc  l/P;+Q*  <C  Kr2 ,  ce  qui  exige 
que  la  valeur  absolue  de  chacune  des  quantités  P, ,  Q,  soit  aussi  <[  Kr*.  Cela  posé, 

si  l'on  prend  r<[     '  y     ,  il~est  clair  que  le  signe  de  P  sera  semblable   au  signe 

de   son   premier    terme,    et    constamment   négatif  depuis   le  point   Aa,    où.. 

cos(<f>  -f-  «,)  =  —  jusqu'au  point  A3  où  l'on  a  encore  cos(<p-f-œ,)  = .  Au 

contraire,   le   signe   de  P  est   constamment  -f-   depuis  le   point  A4   où  l'on   a 

cos(<p  _[.  aT)  — jusqu'au   point   A,  ,   où   1  on  a  aussi  cos(<p+  a.)  —  —  •  De 

même  la  fonction  Q  est  toujours  positive  dans  l'intervalle  A,A3 ,  et  toujours  né- 
gative dans  l'intervalle  A3A4.  On  achèvera  ensuite  la  démonstration  comme  au 
n°  5  ,  où  les  points  A. ,  A, ,  A3 ,  A4  ont  la  même  signification  qu'ici. 


r 
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7.  Quand  le  théorème  de  M.  Cauchy  a  lieu  pour  deux  contours 
ABCA,  ACDA  qui  ont  une 
partie  commune  AC,  il  a  lieu 
également  pour  le  contour 
total  ABCDA  formé  par  leur 
réunion.  En  effet,  l'excès  A 
du  nombre  de  fois  où  ^  en 
s'évanouissant  passe  du  -f- 
au — sur  le  nombre  de  fois 
où  cette  fraction  en  s'évanouissant  passe  du  —  au  -f-  est  le  même . 
soit  qu'on  parcoure  le  contour  total  ABCDA,  soit  qu'on  parcoure 
successivement  les  deux  contours  ABCA,  ACDA,  puîsqua  chaque 
passage  du  -f-  au  —  ou  du  —  au  +  qui  a  lieu  quand  on  va  sur  le  côté 
AC  de  C  en  A  répond  un  passage  inverse  du  —  au  -+-  ou  du  -f-  au  — 
quand  on  va  sur  le  même  côté  de  A  en  C.  Or  en  supposant  que  le 
nombre  des  racines  soit  égal  k/u.'  dans  le  contour  AKCA  et  h/u."  dans  le 
contour  ACDA,  on  a  A  =2^.  pour  le  premier  de  ces  contours  et 
A  =  2/a"  pour  le  second,  puisque  le  théorème  de  M.  Cauchy  est  sup- 
posé applicable  à  l'un  et  à  l'autre  :  d'après  ce  que  l'on  vient  de  voir,  il 
résulte  de  là  que,  pour  le  contour  total  ABCDA,  on  a  A=a(;w'+fc"), 
équation  qui  ne  diffère  pas  de  l'équation  A  =  2ft  du  n°  2  appliquée  au 
contour  ABCDA  dans  lequel  il  y  a  /*'  -f-/*."  racines.  Le  théorème  de 
M.  Cauchy  est  donc  vrai  pour  le  contour  ABCDA  ,  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

Si  l'on  considère  un  nombre  quelconque  de  contours  juxtaposés, 
pour  chacun  desquels  ce  théorème  ait  lieu,  il  aura  lieu  également  pour 
le  contour  total  formé  par  la  réunion  de  ce\ix-là  :  c'est  ce  qu'on  verra 
en  réunissant  ces  contours  successivement  deux  à  deux,  comme  on 
peut  le  faire  d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré. 

8.  Étant  donné  un  contour  quelconque  ABC,  on  peut  toujours  le 
concevoir  divisé  iV  en  contours  convexes  tracés  autour  de  chaque  ra- 
cine contenue  dans  l'intérieur  de  ABC  et  assujettis  aux  conditions 
énoncées  n°6  :  2°.  en  contours  semblables  à  ceux  dont  on  a  parlé  n"  3, 
c'est-à-dire  pour  lesquels  on  n'ait  jamais  à  la  fois  P  =  o,  Q=  o.  Le 
théorème  de  M.  Cauchy  ayant  lieu  pour  les  diverses  parties  dans  les- 

37- 
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quelles  on  divise  ainsi  le  contour  ABC  aura  lieu  pour  ce  contour 
même  ABC,  dont  la  forme  est  arbitraire. 

Ce  théorème  est  donc  entièrement  démontré. 

Toutefois  nous  excluons  formellement  le  cas  particulier  où  ,  pour 
quelque  point  de  la  courbe  ABC,  on  aurait  à  la  fois  P  =  o,  Q=o  : 
ce  cas  particulier  ne  jouit  d'aucune  propriété  régulière  et  ne  peut 
donner  lieu  à  aucun  théorème;  car  dès  qu'on  l'admet,  l'excès  A  peut 
varier  avec  la  forme  du  contour  sans  que  le  nombre  jâ.  varie  :  de  sorte 
qu'il  n'existe  alors  entre  fJt.  et  A  aucune  relation  constante. 

g.  De  l'origine  0  des  coordonnées  comme  centre  et  d'un  rayon  r 
très  grand,  traçons  un  cercle,  et  cherchons  combien  l'équation  f(z)=o 
a  de  racines  comprises  dans  l'intérieur  de  ce  cercle.  Soit  <p  l'angle  qu'un 
rayon  quelconque  ON  fait  avec  l'axe  des  oc  :  les  coordonnées  du  point 
N  seront  .r=rcos(p,    j-=rsin<p,  et  l'on  aura 

f\x  -\-jsJ—  i)  =  rm(cos  m<p  -+-  \/ —  1  sin  mtp) 

+  A,/""-1  [cos(to — i)<p_f-  y/ — i  sin(w — i)<p] 

-f-Am_,  r(cos<p  +  v/ — isin<p)H-Am. 

Soit  H,  le  module  de  A,, . .  .Hra_,  celui  de  Am_, ,  Hm  celui  de  Am  et 
supposons  que  l'on  ait 

A,  =  Ht  (cos  a,  -f-V^ —  i  sin  a,) ,  AjSsH^cos  a.-f-  V* —  i  sina„),  etc. 
On  aura 

f{x-\-js/ —  i)  =/,m[cos  mç+y/ — i  sin  m<p] 

-j-H,/"— cos[(?? — i)<p+a,],-j-  V7— i  sin[(m — i)<P+a0] 


+  Hm(cos a„,-r-  \/ — i  sinam)  ; 
ce  qui  donne 

P=rmcosm<p-j-H(rm-,cos[(>ra — i)<p-f-a,]+.  .  .-f-H,,,  cos*m  , 
Q=r  sin/«<p-|-H1r,n~ 'sin[(7« — i  <p-f-a,]-f-.  .  .  +H„  sina„,. 

Prenons  le  rayon /à  la  fois  >  i  et  >  K  S/z,  K  désignant  la  somme 
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des  modules  H, ,.  .  .  .  Hm_,,  Hm.  Alors  le  signe  de  P  sera  semblable  à 

celui  de  son  premier  terme  toutes  les  fois  que  la  valeur  absolue  de 

-    1/2 
cos  rmp  sera  supérieure  a  2_:  :    de  même   le  signe   du    polynôme  Q 

sera  celui  de  son  premier  terme  r"1  siu  m<p  toutes  les  fois  que  la  valeur 

,    ,     ,  . .       i  Y* 

absolue  de  sinmç  sera  supérieure  a  —  . 

Nommons  A,,  A,,  A3,  A4m  les  points  de  la  circonférence  du  cercle 
pour  lesquels  on  a  successivement 

%  3x  5jr  (8m  —  1  )  ■x 

m$  =  -. ,    m$  =  — ,    mx>  =  -y , .  .  . .  m<ù  =.  -. — — . 

4  4  4  4 

11  est  aisé  de  voir  par  une  discussiou  toute  semblable  à  celle  du  n*  6 
que  dans  les  intervalles  A,A3,  A+A5, .  . .  A^A,  la  fraction  -  ne  s'éva- 
nouira jamais,  et  que  dans  chacun  des  intervalles  A.A,,  A3A4, .  .  A4m_1, 
où  elle  s'évanouira  au  contraire  et  ne  deviendra  jamais  infinie,  l'excès 
du  nombre  de  fois  où  elle  passera  du  -f-  au  —  sur  le  nombre  de  fois 
où  elle  passera  du  —  au  -f-  sera  égal  à  l'unité.  L'excès  total  A  pour  le 
contour  entier  ABC  sera  ainsi  égal  à  2m  ;  la  moitié  m  de  cet  excès 
donne  le  nombre  des  racines  de  l'équation  f(z)=.  o  contenues  dans  le 
cercle  A,Aa>.  . .  .A4„  dont  le  rayon  est  exprimé  par  un  nombre  quel- 
conque plus  grand  que  1  et  que  K  \'  2.  Ou  voit  par  là  que  toute  équa- 
tion algébrique  f{z)  =  0  de  degré  m  a  m  racines  de  la  forme 
x  -\-y  \/ — 1  et  rien  a  que  m.  Le  plus  grand  des  deux  nombres  1  et 
K  s/z  est  une  limite  supérieure  du  module  de  toutes  les  racines  :  il  se- 
rait facile  de  trouver  une  limite  plus  simple  [*). 

(*J  11  nous  resteraità  expliquer  les'moyens  de  trouver  l'excès  A  pour  un  contour 
donné.  Mais  afin  d'éviter  un  double  emploi,  nous  renverrons  cette  recherche  à  la 
fin  de  l'article  suivant. 
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Autres    démonstrations   du   même    Théorème  ; 

Par  C.  STURM. 


Les  nouvelles  démonstrations  que  je  vais  donner  du  théorème  de 
M.  Caucby,  s'éloignent  moins  que  la  précédente  de  la  méthode  que  cet 
illustre  géomètre  a  suivie  dans  son  mémoire  ;  elles  sont  fondées  sur  la 
décomposition  en  facteurs  de  la  fonction  qu'on  égale  à  zéro.  Je  vais 
d'abord  démontrer  ce  théorème  pour  une  équation  algébrique  de  degré 
quelconque  en  admettant  comme  déjà  connu  ce  principe  que  toute 
équation  algébrique  a  toujours  une  racine  soit  réelle  soit  imaginaire 
de  la  forme  a  -f-  b  V —  •  >  d'où  l'on  conclut  immédiatement  qu'une 
équation  du  m'""'  degré  a  m  racines. 

Soit  F(s)  =  o  l'équation  proposée,  F(z)  étant  une  fonction  entière 
de  z  dont  le  degré  est  m,  et  dans  laquelle  les  coefficients  des  puissances 

de   z  sont  des   quantités  réelles  ou   imaginaires  de   la   forme 

a  +  g  \/— «"•  Soient  a  -f-  b  V—i,  a'+  b'y/^î ,  a"+  b"  V^—i , 

les  m  racines  de  cette  équation  parmi  lesquelles  il  peut  s'en  trouver 
d'égales.  On  a  d'abord 

F(z)=(z— a— b  s/ZT^z—a'—b'  V— i)(z— a!'— b"  ^—i),  etc. .  .  (0 
Si  l'on  remplace  z  par  x  +  y  \' — i,  x  et  y  étant  des  quantités 
réelles  indéterminées,  F(z)  prendra  la  forme  P+QV/ — i  ,  P  et  Q 
étant  des  fonctions  entières  et  réelles  de  x  et  y  ,  et  l'équation  précé- 
dente deviendra 

P-f-Q  \/~t  =  [x— a-\-(y— b)y/=7]  [x-d+iy—b')  V^TJ  » 

[x^a'+{y—b")\/^T\  etc.  I       K  ' 

On  peut  regarder  les  indéterminées  x  et  y  comme  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  M  rapporté  à  un  système  d'axes  rectangulaires 
tracés  sur  un  plan,  et  alors  la  recherche  des  racines  de  l'équation 
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F(z)  =  o  qui  est  devenue  P  +  Q\/ — 1  =  0,  revient  à  déterminer 
sur  ce  plan  tous  les  points  dont  les  coordonnées  satisfont  à  la  fois  aux 
deux  équations  réelles  P=o,   Q=o. 

Désignons  ces  points  par  K,  K',  K",  etc.  Leurs  coordonnées  sont 
a  et  b  pour  le  point  K,  a'  et  b'  pour  le  point  K',  a"  et  b'  pour  K",  etc. 

Posons 

a:_a+(7-4)  \/~i   =  >'(cos  '  +  V—  '  sin  t)  , 
x  —  a'  ■+■  (j  —    b1)  s/^i  =  r^cos*'  -f-  \A—  1  sin  t'), 
x  _  a'+  (jr  —  £")V^7  =  r»(co&t!'sh\/^-lsmt!'), 
etc. 

Le  produit  de  tous  ces  facteurs  sera ,  d'après  la  formule  connue  , 
rr'r1'..  .[cos(<  +  t'  -f-  t"  +  .  . .)  +  V^"7»  siuC  +  *  +  <"  +•  •   )]• 

En  vertu  de  l'équation  (2),  ce  produit  doit  être  égal  à  P-f-  Q  \/ —  1, 

on  a  donc 

P  =  rr'r".  . .  cos(*  +  t'  +  *"  -f-.  . .), 
Q  =  rr'r"...  sin  (t  +  *'  +  t"  +  ...), 

et  ^  =  cot(*  +  f  +  t"  +...), 

La  cotangente  signifie  ici  le  quotient  du  cosinus  divisé  par  le  sinus. 

Puisqu'on  a  fait  x — a-$-(y — b)  y —  i=r(cos2-j-  V —  *  sinf), 
on  a  x  —  a  =  r  cos  £  ,    _/  —  b  =s  r  sin  t. 

On  voit  que  x  —  a  e\  y  —  b  sont  les  projections  sur  les  deux  axes 
rectangulaires  de  la  droite  qui  joint  le  point  fixe  K  au  point  quelcon- 
que M  dont  les  coordonnées  sont  x  et  y.  Par  conséquent ,  r  repré- 
sente la  longueur  de  cette  droite,  et  t  l'angle  ou  plutôt  l'arc  de  cercle 
compris  entre  sa  direction  et  celle  d'une  parallèle  KX  menée  par  le 
point  K  à  l'axe  Or  dans  le  sens  des  x  positives,  cet  arc  étant  mesuré 
sur  un  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  K.  L'arc  t  est  nul  lorsque  la 
droite  KM  coïncide  avec  la  parallèle  KX  à  l'axe  des  x,  et  il  peut  pren- 
dre des  valeurs  quelconques  soit  positives,  soit  négatives,  même  au-delà 
d'une  circonférence,  si  l'on  fait  tourner  autour  du  point  K  cette  droite 
KM  supposée  indéfinie.  De  même  t',  t".  . .  seront  les  angles  ou  arcs  de 
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cercle  compris  entre  les  droites  K'M,  K"M,  et  des  parallèles  à  l'axe 
des  x  menées  par  les  points  K',  K". 

Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  combien  parmi  ces  points  K,  K', 
K", .  . .  pour  lesquels  on  a  P  =  o  ,  Q  =  o,  il  s'en  trouve  dans  l'in- 
térieur d'un  contour  fermé  ABC  tracé  à  volonté  sur  le  plan  jcOj. 

Concevons  que  le  point  M  soit  un  point  mobile  qui  parcoure  le  con- 
tour ABC  en  partant  d'un  point  A  de  ce  contour  et  allant  toujours 
dans  le  même  sens  sans  rétrograder,  jusqu'à  ce  qu'il  revienne  au  point 
de  départ  A.  Lorsque  le  point  M  est  en  A ,  l'angle  ou  l'arc  /  a  une  va- 
leur déterminée  que  nous  désignerons  para;  c'est  la  valeur  de  l'angle 
AKX.  Supposons  que  le  point  fixe  K  soit  dans  l'intérieur  du  contour 
ABC.  Lorsque  le  point  M  parcourra  ce  contour,  l'arc  t  variera  par  de- 
grés insensibles  et  pourra  tantôt  croître,  tantôt  décroître,  même  au- 
delà  d'une  circonférence,  selon  la  forme  du  contour  ABC.  Mais  quand 
le  point  M  sera  revenu  en  A,  l'arc  tsc  trouvera  égal  à  sa  valeur  primi- 
tive a  augmentée  d'une  circonférence.  Ainsi  l'on  a  t  =  a.  au  moment 
où  le  point  M  part  de  A,  et  t  =  cL-{-27T  quand  il  revient  en  A  après 
avoir  parcouru  le  contour  entier. 

Mais  si  le  point  K  est  hors  du  contour  ABC ,  l'arc  t  après  avoir  alter- 
nativement augmenté  et  diminué  par  degrés  insensibles ,  finira  par  re- 
prendre sa  valeur  primitive  a.,  au  moment  où  le  point  M  reviendra 
en  A. 

On  dira  la  même  chose  des  autres  arcs  f,  t", . .  .  qui  ont  pour  centres 
les  points  K',  K". .  . . 

Supposons  que  parmi  les  points  K,  K',  K", . .  .  les  uns  soient  situés 
hors  du  contour  ABC,  et  les  autres  au  dedans.  Soit  a  le  nombre 
des  points  intérieurs.  Désignons  par  £la somme  des  valeurs  a,  a',  a",... 
des  arcs  t,  t',  t",....  au  moment  où  le  point  M  part  du  point  A. 
Pendant  que  le  point  M  parcourra  le  contour  ABC,  cette  somme.  .  . 
t  -\-£  -\-  t"-\- .  .  .  variera  par  degrés  insensibles,  et  lorsque  le  point  M 
reviendra  en  A,  on  aura  t -\- t'  -\- 1"  -{- .  .  .=£  +  2^,  puisque  cha- 
cun des  arcs  t,  t',  t"  ,  qui  a  pour  centre  un  point  intérieur  doit  être 
augmenté  de  27T,  quand  le  point.  M  revient  en  A,  tandis  que  les  arcs 
qui  ont  pour  centres  des  points  extérieurs  reprennent  leurs  valeurs 
primitives.  Pour  une  position  quelconque  du  point  mobile,  on  a 

?  =  cot(<  +  «'  +  t"  +•••)• 
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Je  dis  maintenant  que  cot(t-\-t'  -\-t"-\-...)  doit  s'évanouir  pour  diffé- 
rents points  du  contour  ABC  en  passaut  du  positif  au  négatif  2//.  fois 
de  plus  que  du  négatif  au  positif. 

La  cotangente  d'un  arc  variable  s'évanouit  en    même  temps   que 
son  cosinus  ,  quand  cet  arc  devient  égal  à  un  multiple  impair  de  -.  En 

s  évanouissant ,  la  cotangente  passe  du  positif  au  négatif  ou  du  négatif 
au  positif,  selon  que  l'arc  croît  ou  décroît  en  devenant  égal  à  ce  mul- 
tiple ;  mais  elle  ne  change  pas  de  signe  si  l'arc  atteint  ce  multiple  sans 
l'outrepasser.  L'arc  t-\-t' -\-f -\~.  . .  .  variant  par  degrés  insensibles 
pendant  le  mouvement  du  point  M,  deviendra  égal  une  ou  plusieurs 

fois  à  chacun  des  2ft  multiples  impairs  de  -   compris  entre   £  et.  .  . 

€  -f-  2/j.tt.  Si  l'on  considère  l'un  quelconque  de  ces  multiples  ,  l'arc 
t -\-  t1  -\- t"  -\- . .  .  doit  lui  devenir  égal  en  croissant  une  fois  de  plus 
qu'en  décroissant ,  puisque  t  -\-  t'  -\-  t"  -\- .  .  .  commence  par  avoir  au 
point  de  départ  Aune  valeur  €  plus  petite  que  ce  multiple,  et  finit 
par  avoir  une  valeur  plus  grande  £  +  2f/.7r ,  quand  on  revient  au  point 
A  :  alors  cot  (t  -f-  t'  -f- 1"-\-. .  .)  en  s'évanouissant  pour  ce  multiple-là, 
passe  du  positif  au  négatif  une  fois  de  plus  que  du  négatif  au  positif. 
S'il  arrive  que  la  somme  variable  t-\-t'  -\~t" .    .   devienne  égale  à  un 

multiple  impair  de  -  qui  ne  soit  pas  compris  entre  C  et  Q, -\- 2^.-a ,  elle 

l'atteindra  autant  de  fois  en  augmentant  qu'en  diminuant;  et  par  con- 
séquent cot  (t  -f-  t'-\-  t"-{- .  .  .),  en  s'évanouissant  pour  ce  multiple-là 
passera  du  positif  au  négatif  autant  de  fois  que  du  négatif  au  positif. 

Puisque  les  multiples  impairs  de  -  compris  entre  €  et  €-\-2/jl7T  sont 

au  nombre  de  2ju ,  que  cot  (t -±- 1' -}- 1"  -\- .  .  .)  en  s'évanouissant  pour 
chacun  de  ces  multiples,  passe  du  positif  au  négatif  une  fois  de  plus  que 
du  négatif  au  positif,  et  qu'en  s'évanouissant  pour  un  multiple  impair 

de  -  non  compris  entre  Q  et  €-{-2f/.7r ,  elle  passe  autant  de  fois  du  po- 
sitif  au   négatif  que    du    négatif  au   positif  ;    on   en   conclut    que 

P 
cot  (  t  -\- 1'  -\-  t'  +  ....)  ou  la  quantité  ^   qui  lui  est  égale,  en  s'éva- 
nouissant pour  différents  points  du  contour  ABC,  passera  du  positif  au 
AorT  i83fï.  38 
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négatif  2^  fois  de  plus  que  du  négatif  au  positif.  Ce  qui  est  le  théo- 
rème de  M.  Cauchy. 

On  peut  en  donner  encore  une  démonstration  analogue  à  la  précé- 
dente, mais  dans  laquelle  on  ne  suppose  pas  déjà  connu  le  principe 
de  l'existence  des  racines  ,  qui  deviendra  au  contraire  une  conséquence 
du  théorème  en  question.  On  verra  même  par  cette  nouvelle  démons- 
tration qu'il  s'étend  à  des  équations  non  algébriques.  Elle  est  fondée 
sur  les  propositions  suivantes  : 

ire  Proposition.  Soient/»  et  q  des  fonctions  réelles  de  deux  variables 
réelles  x  et  y.  Considérons  x  et  y  comme  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  M  rapporté  à  un  système  d'axes  rectangulaires  Ox  ,  Oy; 
et  supposons  que  chacune  des  fonctions  p,  q,  ait  une  valeur  finie 
unique  et  déterminée  pour  tout  point  situé  sur  un  contour  ABC  tracé 
dans  le  plan  xOy  (elles  peuvent  devenir  infinies  pour  des  points  situés 
au  dehors  ou  au  dedans  de  ce  contour).  Admettons  aussi  que  p  et  q 
ne  soient  nulles  en  même  temps  pour  aucun  point  situé  sur  ce  con- 
tour même.  Si  l'on  conçoit  que  le  point  M  dont  les  coordonnées  sont 
x,  y,  parcoure  le  contour  ABC  (dans  le   sens  ABC),   la    quantité 

-    pourra  s'évanouir  en  changeant  de  signe  pour  différents  points  de  ce 

coutour.  Soit  «T l'excès  du  nombre  de  fois  où  -  en  s'évanouissant  passe 

du  positif  au  négatif  sur  le  nombre  de  fois  où  -en  s'évanouissant  passe 
du  négatif  au  positif  (cet  excès  S'  peut  être  un  nombre  positif,  ou  né- 
gatif ,  ou  zéro).  Si  l'on  fait  p  -f-  q  \/ —  i  =  /(cosf+  V —  1  sin  t), 
je  dis  que  lorsque  le  point  M  partant  du  point  A  aura  parcouru  le  con- 
tour entier  ABC  et  sera  revenu  en  A  ,  l'arc  t  après  avoir  varié  par  de- 
grés insensibles  sera  égal  à  la  valeur  primitive  a  qu'il  avait  au  point  de 
départ  A  plus  JW. 

En  effet,  au  moment  où  le  point  mobile  M  part  du  point  A,  p  et  q 
ont  des  valeurs  déterminées ,  et  quand  le  point  M  revient  en  A  ,  p  et 
q  reprennent  ces  mêmes  valeurs;  donc  cos  t  et  sin  t  reprennent 
aussi  leurs  valeurs  primitives;  donc  a.  étant  la  valeur  de  l'arc  t, 
au  moment  où  le  point  M  part  de  la  position  A  ;  quand  il  y  reviendra 
t  sera  égal  à  cette  valeur  primitive  *  ou  bien  à  cette  même  valeur  a 
plus  ou  moins  un  multiple  de  la  circonférence,  de  sorte  qu'en  revenant 
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au  point  A,  on  aura  t=adz2k7r,  k  étant  un  nombre  entier  ou  zéro. 

Si  l'on  a  t  =1  a,  -f-  ikir ,   t  en  variant  par  degrés  insensibles  pendant 

le  mouvement  du  point  M  sur  le  contour  ABC,  deviendra  égal  une  ou 

plusieurs  fois   à  chacun  des  2k  multiples  impairs  de  -  compris  entre 

a.  et  a-\-2k7r,  et  il  atteindra  chacun  de  ces  multiples  une  fois  de  plus 
en  croissant  qu'en  décroissant,  puisque  cet  arc  t  a  d'abord  au  point  de 

départ  A  une  valeur  a.  plus  petite  que  le  multiple  de  -  que  l'on  con- 
sidère et  finit  par  avoir  une  valeur  plus  grande  quand  le  point  M  revient 
en  A.  Donccot  t  en  s'évanouissaut  pour  ce  multiple-là  passera  du  posi- 
tif au  négatif  une  fois  de  plus  que  du  négatif  au  positif.  Si  l'arc  t  devient 

égal  à  un  multiple  impair  de  -   non  compris  entre  et  et  ct-\~2kyr,  il 

l'atteindra  autant  de  fois  en  augmentant  qu'eu  diminuant  ;  et  alors 
cot?,  en  s'évanouissant  pour  ce  multiple  passera  du  +  au  —  autant 

de  fois  que  du  —  au  -f-.  On  conclut  de  là  que  coi.t  ou  -  en  s'éva- 
nouissant pour  différents  points  du  contour  ABC  passera  du  positif  au 
négatif  2k  fois  de  plus  que  du  négatif  au  positif.  Ainsi  le  nombre 
que  nous  avons  appelé  cT  est  égal  à  2k ,  et  l'on  a  t  =  ct-\-  Jrt  , 
quand  le  point  M  revient  en  A. 

Si  après  avoir  parcouru  le  contour  entier,  on  a  2  =  a —  2ktf,  on 
prouvera  de  la  même  manière  que  cot .  t  ou  -  devra  s'évanouir  en  pas- 
sant du  positif  au  négatif  2k  fois  de  moins  que  du  négatif  au  positif, 
on  aura  donc  £  = — 2k;  et  en  revenant  au  point  A,  t-=a.-\-i'7i  , 
puisqu'on  a  t  =  ct  —  2k7r). 

Si  le  point  M  revenant  en  A  ,  t  reprenait  sa  valeur  primitive  a, ,  cot .  t 
en  s'évanouissant  passerait  du  -f-  au  —  autant  de  fois  que  du  —  au  -f- 
de  sorte  qu'on  aurait  cT  =  o,  et  en  revenant  au  point  A  ,  la  formule 
t  =  a  -j-  S  X  serait  encore  vérifiée. 

2e  Proposition.  Soient  p,  q,  p',  q',  p",  q" ',  etc.  des  fonctions  des  deux 
variables  x  et  y  ayant  chacune  une  valeur  finie  et  unique  pour  tout 
point  situé  sur  le  contour  ABC.  Le  point  M  dont  les  coordonnées  sont 
x  et  y  parcourant  le  contour  ABC  (dans  le  sens  ABC;,  soient  S ,  «T', 
J", .  .  .   respectivement  les  nombres  qui  expriment  combien  de  fois 

38.. 
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chacune  des  quantités  -  ,  —,,  ^, ....  en  s'évanouissant  pour  différents 
^  q     q"  q  *  » 

points  de  ce  contour  passe  du  positif  au  négatif  de  plus  que  du  négatif 
au  positif.  Ou  suppose  qu'aucune  de  ces  fractions  -,—,....  ne  de- 
vient -  sur  le  contour  même.  Si  l'on  pose 

P  +  Qv/ZT7  =  {P  +  q\/- \){p'+q's/- D^'+./V^O-.- 

et  A  =^4-^'+  Éf'  +  etc. 

P         , , 
le  nombre  A  exprimera  combien  de  fois  la  quantité  ~  en  s'évanouis- 
sant passera  du  positif  au  négatif  de  plus  que  du  négatif  au  positif.  (Cha- 
cun des  nombres  J\  eT',  S'" ,• .  .  et  A  peut  être  positif,  négatif,  ou  zéro.) 

En  effet  posons  p  -f-  q  \^ —  i   =  r  (cos  t  -j-  \ —  i  sin  t) , 
p'  •+-  q  \/ —  i  =  >''(cos  t'  -+-  v/— ^  sin  t'), 
etc. 
P 

Nous  aurons  j  =  cot.  (t  +  *    +  t"  + ). 

Au  moment  où  le  point  M  part  du  point  A ,  les  arcs  / ,  t',  t' .  . .  ont 
des  valeurs  déterminées  et,  a',  a.*,...  désignons  par  £  la  somme 
a-(-a'  +  a"  +  ...  Quand  le  point  M  aura  parcouru  le  contour  eutier 
ABC  et  sera  revenu  en  A,  on  aura  d'après  la  première  proposition 

t  =  a-J-  c)V ,   £'=a'-j-«TV,   t" =  a"  -\-  ^"nr ,  etc.  et  conséquemment 
t-j-t'-\-t"  +  .  .  .=s(«+*'+a".  .  .)+(€r+<r'+eT"+.  •  .)w=6+A7r. 

On  en   conclut    par    le   raisonnement   employé  précédemment  que 

P 
col  (t-\-t'  +  *'+.  .   ),  qui  n'est  autre  chose  que  ^,  en  s'évanouissant 

pour  différents  points  du  contour  ABC,  passera  du  positif  au  négatif  A 
fois  de  plus  que  du  négatif  au  positif. 

Corollaire.  Si  l'on  pose  P-|-Qv/ — i  =  (p-\-q\/ — 1)(/>'+?V' — 0 
et  si  l'excès  «T  qui  se  rapporte  à  —,  est  zéro,  on  aura  A  =  cT,  c'est-à- 
dire  que  l'excès  du  nombre  des  passages  par  zéro  du  -f-  au  — .  sur  le 
nombre  des  passages  par  zéro  du  —  au  +  sera  le  même  pour-  et 

P  .    •  •  pp'—qq' 

pour  ,-=    qui  est   ici  "V  ■-,       ,. 
r  Q    T  pq    -\-qp 
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Ce  cas  a  lieu  en  particulier  quand  la  quantité p'  ne  s'evauouit  pas  sur 

le  contour  ABC  ;  car  alors —,  ou  cot  V  ne  s'évanouit  pas  sur  ce  con- 

1  v 

tour  ,  de  sorte  qu'on  a  «T'  =  o. 

On  aura  encore  cT'  =  o,  si  l'on  suppose  //=o ,  car  alors  —,  ou  cot  t' 
étant  identiquement  nulle,  ne  change  pas  de  signe  sur  le  contour  ABC. 

Mais  eu  faisant  //  =  o ,   n  ou  —, -—,  se  réduit  à  —  -.  Donc  1  ex- 

'  Q        Pi  +1P  p 

ces  «T  est  le  même  pour  les  deux  quantités  -  et  — -  ;  ce  qu'il  est  fa- 
cile au  surplus  de  reconnaître  à  priori.  {Voyez page  3o6.) 

3e  Proposition.  Soient  K,  K',  K".  .  .  des  points  dont  le  nombre  est 
fx.  situés  dans  l'intérieur  du  contour  ABC,  et  parmi  lesquels  il  peut 
s'en  trouver  qui  coïncident.  Soient  a  et  b  les  coordonnées  du  point 
K,  a'  et  b'  celles  de  K',  a"  et  b'1  celles  de  K",  etc.  Si  l'on  pose 

P-fQ  V7— T=  [oc— a+{y— b)\/^ 7j  [x—  a'+(y— b')  V^TJ  etc.  la 

P  , .  .  . 

quantité  ^  en  s'évanouissant  pour  différents  points  du  contour  ABC 

passera  du  positif  au  négatif  2,14  fois  de  plus    que  du   négatif  au  po- 

P 
sitif,    de  sorte  que  pour  -  on  aura  A  =  t.u. 

En  effet  si  l'on  pose 

x  —  a-\-  {y  —  b)  \/  —  1  =  p  +  q  \/  —  1  =  ''  (cos  t  +  \/ — 1  sin  t) 
x  —  a'+^y—b')^  —  !  z=p'-\-q'  \A— i  =  /  (cos  t'  +  V^-T  sin  t') 
t,  t' ,  t",..  seront  les  angles  ou  arcs  de  cercles  compris  entre  les 
rayons  vecteurs  KM,  K'M,  K"M  ..  et  les  parallèles  à  l'axe  des  x 
menées  par  les  points  K,  K',  K".  .  Quand  le  point  M  a  parcouru  le 
contour  entier  et  revient  en  A,  chacun  de  ces  arcs  se  trouve  aug- 
menté d'une  circonférence  itt.  Donc  en  vertu  de  la  première  pro- 
position, pendant  le  mouvement  du  point  M,  chacune  des  quantités 

cot  t  ou  - ,  cot  t'  ou  — ,  , . .  .  passera  en  s'évanouissant  du  positif  au 

négatif  deux  fois  de  plus  que  du  négatif  au  positif,  de   sorte  que  les 

p 
nombres  cT  ,£',£'. .  sont  tous  égaux  à  +  2.  Donc  pour  ^  on  aura  d'a- 
près la  deuxième  proposition  ,      A  =  cf  -\-  &1  -f-  cT"+ .  . .  =  2/0c. 

4e  Proposition.  Soient  P  et  Q  des  fonctions  réelles  des  deux  va- 
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n'ables  x  et  y  ayant  chacune  une  valeur  finie  et  unique  pour  tout 
système  de  valeurs  réelles  de  ce  et  de  y.  Si  le  contour  ABC  ne  ren- 
ferme aucun  point  pour  lequel  on  ait  à  la  fois  P  =  o  et  Q  =  o,  je 

dis  qu  on  aura  A  =  o  pour—     c'est-à-dire  que  si  —  s'évanouit  pour 

P 
différents  points  du  contour  ABC,  —  passera    en    s'évanouissant  du 

positif  au  négatif  autant  de  fois  que  du  négatif  au  positif. 

Cette  proposition  est  évidente,  si  dans  l'intérieur  du  contour  ABC 
et  sur  ce  contour  même  on  n'a  jamais  P  =o. 

Elle  est  encore  vraie  lorsque  dans  l'intérieur  du  contour  ABC  et 
sur  ce  contour  même  on  n'a  jamais  Q  =  o.  Car,  d'après  le  corollaire 
de  la  deuxième  proposition    l'excès   A  est  le   même  pour    les  deux 

quantités  ^  et  —  U- ,  or  A  est  nul  pour  —  -p- ,  puisque  par  hypo- 
thèse Q  ne  s'annulle  pas  sur  le  contour  ABC  ni  au  dedans ,   donc  A 

P 
est   nul  aussi  pour   j-.    En    voici  d'ailleurs   une   autre   raison.    Au 

P 
moment  où  le  point  M  part  du  point  A,  -pr  a   une    valeur  et    un 

.  .  P 

signe  déterminés;  et  qnand  le  point  M  revient  en  A  ,  ■=-  reprend  la 

même  valeur  et  le  même  signe;  donc  le  point  M  parcourant  le  contour 

P 
ABC  ,  -=r  ne  peut  changer  de   signe  qu'un    nombre    pair    de    fois, 

toujours  en  s'évanouissant ,  puisque  P  seule  peut  devenir  nulle ,  et 
en  passant  alternativement  du  positif  au  négatif  et  du  négatif  au 
positif;  ainsi  l'on  a  A  =  o. 

Considérons  maintenant  un  contour  quelconque  ABC  qui  ne  ren- 
ferme pas  de  point  intérieur  pour  lequel  on  ait  à  la  fois  P  =  o, 
Q  =  o.  On  pourra  évidemment  partager  l'aire  comprise  dans  ce 
contour  en  plusieurs  segments  tels  que  pour  tous  les  points  situés 
dans  l'un  quelconque  de  ces  segments  et  sur  le  contour  même  qui 
le  termine  l'une  au  moins  des  fonctions  P,  Q,  ait  toujours  des  valeurs 
différentes  de  zéro  et  de  même  signe.  Si  les  contours  qui  terminent 
deux  de  ces  segments  ont  une  partie  commune ,  on  peut  admettre 
que  dans  l'un  de  ces  deux  segments  contigus,  c'est  P  qui  n'est  jamais 
nulle,  et  que  dans  l'autre  c'est  Q.  Car,  si   c'était  la  même  fonction 
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P  ou  Q  qui  ne  fût  jamais  nulle  dans  ces  deux  segments,  on  pourrait 
les  réunir  en  un  seul  dans  lequel  cette  même  fonction  ne  serait 
jamais  nulle,  en  supprimant  la  partie  commune  aux  deux  contours 
qui  les  renferment.  Après  qu'on  aura  ainsi  supprimé  ces  lignes  de 
séparation  inutiles,  la  fonction  P  ne  sera  nulle  pour  aucun  point 
commun  à  deux  contours  contigus,  puisque,  comme  nous  venons 
de  le  dire,  P  ne  pourra  jamais  être  nulle  sur  l'un  de  ces  deux  con- 
tours et  que  Q  ne  pourra   pas   l'être  sur  l'autre. 

Cela   posé ,    en  parcourant  l'un  quelconque  de  ces  contours  par- 

P 
tiels    la    quantité    —  ne   s'évanouira   pas  ou    bien   elle    s'évanouira 

en  passant  autant  de  fois  du  positif  au  négatif  que  du  négatif  au 
positif,  comme  on  l'a  vu  tout-à-1'heure.  Donc  ,  en  parcourant  le 
contour  primitif  unique  ABC  qui  résulte  de  la  suppression  de  toutes 

les  parties  communes,  il  est  clair  que  -pr  passera   encore   en   s'éva- 

nouissant    du  positif  au  négatif  autant   de    fois   que   du  négatif  au 

p 
positif  ou   que    A  sera  nul   pour  le  contour  ABC  ,  puisque  -=-    ne 

s'annulle  sur  aucune  partie  commune. 

Maintenant  il  est  facile  d'établir  le  théorème  de  M.  Cauchy. 
Soit  F(z)  =  o  l'équation  proposée  qui  devient  P -f-  Q  \/ — 1  =  o 
quand  on  fait  z  =  x  -f-  y  V  — 1.  Soit  yt.  le  nombre  de  ses  racines 
a  +  b  \/  — 1  ,  a'  -f-  b'  \/  — 1 ,  a"  +  b"  \/  — 1 ,  etc.,  correspondantes 
à  des  points  K,  K',  K", .  .  situés  dans  l'intérieur  d'un  contour  quel- 
conque ABC,  de  sorte  qu'on  ait  à  la  fois  P  =  o,  Q  =  o,  pourchacun 
de  ces  points.  Soit  aussi  A  l'excès  du  nombre  de  fois  où  la  quantité 

P 

rr-  en  s'évanouissant  pour  différents   points   du    contour  ABC  passe 

P 
du   positif  au  négatif  sur  le  nombre    de    fois    où  yren  s'évanouis- 
sant sur  le    même  contour  passe  du   négatif  au   positif.    Il  s'agit  de 
prouver  qu'on  a  toujours  A  =  a,w,  quelque  soit/*. 

Ce  théorème  a  lieu  d'abord  si  le  nombre  ft  est  zéro ,  c'est-à-dire 
si  au  dedaus  du  contour  ABC  il  n'y  a  aucun  point  pour  lequel  on 
ait  à  la  fois  P  =  o  et  Q  =  o  ;  car  alors  on  a  aussi  A  =  o ,  d  après 
notre  proposition  4e-   Supposons  que   le  nombre  ;m  des  racines  ren- 
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fermées  dans  le  contour  ABC  ne  soit  pas  nul  ;  F  (z)  est  alors  divisible 
par  le  produit  des  u  facteurs  3 — a —  b  y1 —  r,  s — a! — b'  y — 1,  etc., 
(parmi  lesquels  il  peut  s'en  trouver  d'égaux).  En  désignant  le  quo- 
tient par  <p  (z) ,  on  a  donc 

F(z)=(z— a— b\/—i)(z— d— b'\/— o  (*- «"— Vy/—i).-..x  <P(4 

En  remplaçant  z  par  x  -+-  y  \J  — i  ,  F(z)  devient  P  -+-  Q  \J  —  i, 
le  produit  des p  facteurs  z  —  a —  b  \/ — i,  z —  a'  —  b'  \/  —  i ,  etc., 
devient  une  quantité  de  la  forme  p  -f-  q  V —  \  ,  <p  (z)  devient  aussi 
p>+q'  \/^7;  et  l'on  a  P+Q  \  ^7  =  (p+q  s/ZT^p'+q'  y'^~[). 

Supposons  comme  précédemment  que  le  point  mobile  M  dont  les 
coordonnées  sont  x ,  y  parcoure  le  contour  ABC  (dans  le  sens  ABC). 

La  fonction  <p  (z)  ou  p'-\-q'  V  —  i  n'est  nulle  pour  aucun  point 
situé  dans  l'intérieur  du  contour  ABC;  donc  d'après  notre  4e  propo- 
sition ,  en  parcourant  le  contour  ABC,  on  aura  J"  =  o  pour  la  quan- 
tité-^-.  D'après   la  5°  proposition,  pour  -  on  aura  cT  =  i}J..    Donc 

pour  -  on  aura  d'après  la  2'  proposition  A  =  J1  -4-  «T;  =  2/*. 
Ainsi  le  théorème  est  complètement  démontré. 

Il  importe  d'observer  que  cette  démonstration  s'applique  non-seule- 
ment à  une  fonction  entière  de  z  qu'on  égale  à  zéro,  mais  encore  à  toute 
fonction  F(z)  qui  devenant  nulle  pour  différentes  valeurs  de  z  de 
la  forme  a-{-b  \/ — 1,  donne  toujours,  étant  divisée  par  z — a — b  \/ — 1 
ou  par  une  certaine  puissance  entière  de  ce  facteur,  un  quotient 
qui  ne  devient  ni  nul  ni  infini  pour  cette  valeur  de  z.  Nous  pour- 
rions aussi  modifier  la  forme  de  celte  dernière  démonstration,  en 
faisant  voir  à  l'aide  de  nos  lemmes,  que  le  théorème  énoncé  doit 
être  vrai  pour  une  équation  qui  a  fx  racines  renfermées  dans  le  contour 
ABC ,  s'il  est  vrai  pour  une  équation  qui  n'en  a  que  y.  —  1  ,  après 
avoir  prouvé  comme  nous  l'avons  fait  dans  la  4e  proposition  .  qu'il  a 
lieu  quand  jW  =  o. 

On  peut  en  déduire  qu'une  équation  algébrique  d'un  degré  quel- 
conque a  toujours  autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  degré. 

Supposons  que  l'équation  F(z)  =  o  soit  algébrique  du  m1—  degré, 
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elle  sera  de  la  forme  suivante  : 

zm-j-A,(cosa,i-\-  y/- 1  sin  a.l)zm~'-\- +Am(cos  am-{-\/~  i  sin  aa)=o(3) 

je  dis  qu'elle  aura  m  racines  de  la  forme  a  +  b  \/ — j. 

Faisons  z  =  x  -f-J'  V' — i  =  ''  (cos  t  -f-  Y7 — '  sin  t);  r  est  ici  la 
distance  du  point  M  (x,j)  à  l'origine  0  et  /  l'angle  que  cette 
droite  OM  fait  avec  l'axe  des  x.  En  de'signant  par  P  -f-  Q  \J —  i 
ce  que  devient  F(z),  on  trouve  P  +  Q  \/ — i  égal  à 

cos  mt  -f-  y —  i   sin  mt  multiplié  par 

/-m^_A,rm_,(cosa,-<+V/-isina1-<)-f  As?'n_,,(cosaa-2/-r-v/-isin»â-2it)+etc. 

Désignons  par  p  +  q  \/ — 1  le  premier  facteur  cos  mt  -\-\/ — i  sin  mt 
et  par  p  +<?'  V' — '  ^e  second  fadeur  r*  +  etc. 

On  peut  tracer  autour  de  l'origine  0  un  contour  assez  grand  pour 
que  la  partie  réelle  p  de  ce  second  facteur  soit  constamment  positive 
pour  tous  les  points  situés  sur  ce  contour  ou  au  dehors.  Car  cette 
partie  réelle  p  est  r"1  +  A,  rm_,cosa,  — 1-\-  Aarn—,cos  or, — 2^-f-etc.  ; 
et  l'on  voit  qu'elle  sera  positive,  si  la  distance  r  de  l'origine  à  un 
point  quelconque  M  du  contour  ABC  est  égale  ou  supérieure  au 
plus  grand  des  modules  A,,  A,.  .  Am  augmenté  de  l'unité.  En  admet- 
tant que  cette  condition  soit  remplie,  la  fonction  p'  sera  à  fortiori 
positive  pour  tous  les  points  situés  hors  de  ce  contour. 

Le  facteur  p'  -+-  q'  \/ — i  ne  pourra  donc  être  nul  pour  aucun 
point  situé  sur  le  contour  ABC  ou  au  dehors;  d'ailleurs  le  premier 
facteur  p  +  q  V  —  i  ou  cos  mt-\-  \/ — i  sin  mt  n'est  nul  pour  aucun 
point  du  plan  xOj;  donc  P  -f-  Q  \/—i  qui  est  le  produit  de  ces  deux 
facteurs,  ne  peut  être  nul  pour  aucun  point  situé  sur  le  contour  ABC 
ou  au  dehors.  Ainsi  toutes  les  racines  de  la  forme  a  -f-  b  V— -i  que 
peut  avoir  l'équation  proposée  F(z)  =  o  ouP  -f-  Q  \/  —  i  =  o  ré- 
pondent à  des  points  situés  dans  l'intérieur  de  ce  contour,  et  d'après 
le  théorème  général   le    nombre  total  de  ces   racines  est  égal   à   la 

moitié  du   nombre  A  qui   exprime   combien  de  fois    la  quantité  — 

Aoct  i836.  3g 
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ea  s'évanouissant  sur  ce  contour  ABC  passe  du  positif  au  négatif  de 
plus  que  du  négatif  au  positif. 

Comme  on  a  P  +  Q  v  ~  =(p-\-q  \/~i)  (p'+fy/Z^i) 
le  nombre  A   est  d'après   notre  2e  proposition  la  somme  des  deux 

nombres  analogues   cT,  é"  relatifs   aux   quantités  l-  ,  ^-.   Mais  pour 

p'  '  •  ' 

-7-  on  a  cT  =o,  puisque  p'  est  positive  pour  tous  les  points  du  contour 

ABC.  Je  dis  que  pour  -  on  a  <f  =  2111.  En  effet,  -  n'est  autre  chose  que 

cot  mt.  Or,  l'arc  t  ayant  une  valeur  déterminée  et  au  moment  où 
le  point  M  qui  se  meut  sur  le  contour  ABC  part  du  point  A,  devient 
égal  à  a.  -f-  27T  quand  ce  point  revient  en  A,  de  sorte  que  mt  devient 
égal  à  jnx  -f-  2ni7r;  d'où  l'on  conclut  que  cot  mt  passe  en  s'éva- 
nouissant du  positif  au  négatif  2111  fois  de  plus  que   du  négatif  au 

positif,  ainsi  pour  ^  l'on  a  bien  J=  2111. 
1 

Puisque  la  valeur  de  A  relative  à  -  est  égale  à  cT-f-cT'  et  qu'on  vient 

de  trouver  «T'  =  o  et  «T  =  2m,  on  en  conclut  a  =  2111.  Donc  le 
nombre  total  des  racines  de  l'équation  algébrique  F(;)  =  0  est  égal 
à  son  degré  m ,  puisqu'il  doit  être  égal  à  la  moitié  de  A. 

Le  raisonnement  que  je  viens  d'employer  pour  déduire  du  théo- 
rème de  M.  Cauchy  la  proposition  que  toute  équation  algébrique  du 
m"*"  degré  a  ni  racines^peut  encore  servir  à  prouver  autrement  que  dans 
lesnos  5  etGdel'article  précédent,  que  si  l'on  trace  un  contour  suffisam- 
ment petit  autour  d'un ipoinl  K  correspondant  à  une  racine  simple 
d'une  équation  quelconque  F(z)  =  o,  ou  à  une  racine  multiple  de 
l'ordre   ?i,   on   trouvera,   en   parcourant  ce  petit  contour,    A  =  2 

p 
ou  A  =  2«,  cest-à-dire  que  la  quantité  ^  en  s  évanouissant  sur  ce 

contour  passera  du  positif  au  négatif  2  fois  ou  211  fois  de  plus  que 
du  négatif  au  positif.  D'un  autre  côté  il  a  été  prouvé  dans  notre 
4"  proposition  et  aussi  dans  l'article  précédent  qu'on  a  toujours 
A  =  o  pour  un  contour  qui  ne  renferme  pas  de  racines.  Cela  posé, 
si  l'on  cousidère  un  contour  quelconque  qui  renferme  un  certain 
nombre  de  racines,  ou  peut  le  partager  en  plusieurs  contours  dont 
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les  uns  très  petits  ne  renferment  qu'une  seule  racine  (simple  ou 
multiple)  et  les  autres  n'en  contiennent  pas,  et  l'on  fera  voir  comme 
dans  l'article  précèdent,  ncs  7  et  8  que  le  théorème  de  M.  Cauchy  ayant 
lieu  pour  chacun  de  ces  contours  partiels  de  l'une  et  de  l'autre 
espèce,  a  lieu  aussi  pour  le  contour  donné  formé  de  leur  réunion. 
Je  n'insisterai  pas  davantage  sur  cette  nouvelle  démonstration  du 
théorème,  qu'il  suffît  d'avoir  indiquée. 

La  proposition  suivante  mérite  encore  d'être  remarquée.  Soit 
F  (z)  =  o  une  équation  (algébrique  ou  non  algébrique)  qui  devient 
P  4-  Q  V  —  1  =0  quand  on  fait  z  =  x  +  y  V  —  1  et  qui  a 
un  certain  nombre  f*.  de  racines  renfermées  dans  l'intérieur  du 
contour  ABC,  n'en  ayant  aucune  sur  ce  contour  même.  Soit 
f(z)  =  o  une  autre  équation  qui  devient  p-\-q  \/ — 1=0  en  faisant 
z=x  -\-j  \/ — 1  et  qui  a  v  racines  au  dedans  du  même  contour. 
On  suppose  qu'aucune  des  quantités  P,  Q,  p,  q  ne  peut  devenir  in- 
finie pour  des  valeurs  finies  de  x  et  dey.  Si  l'on  divise  P+Q  V7  —  1 
par  ^  +  9  V7 — '>  on  aura  un  quotient  de  la  forme  p'  +  q'  \/ — 1, 
dans  lequel  les  quantités  p'  et  q'  auront  toujours  des  valeurs  finies 
pour  tous  les   points  du  contour  ABC.    Je  dis  qu'en  parcourant   le 

contour  ABC,  la  quantité  A-  passera  en  s'évanouissaut  du  positif  au 
négatif  2(ac — 1)  fois  de  plus  que  du  négatif  au  positif,  ou  qu'on  aura 
£'  =  2(jU  —  v)  pour  l—r. 

En  effet  on  a  d'après  le  théorème  A  =  2/*  pour  -,  £=2v  pour- 

et  d'après  notre  ie  proposition  on  a  aussi  A  =  S*  +  £'.  De  là  résulte 
r  =  a(>  -  v). 

Donc  quand  on  connaîtra  cT'  et  l'un  des  deux  nombres  de  racines 
f/,,  y,  on  connaîtra  l'autre.  En  particulier  on  aura  cT'  =  0,  si  les  deux 
équations  F(z)=o  et  f(z)=o  ont  le  même  nombre  de  racines  dans 
l'intérieur  du  contour  ABC;  et  réciproquement. 

La  recherche  du  nombre  des  racines  d'une  équation  F(z)  =  o 
contenues  dans  un  contour  donné  étant  réduite  à  trouver  l'excès  A 
pour  ce  contour ,  nous  allons  maintenant  donner  les  moyens  de 
déterminer  ce  nombre  A,  lorsque  l'équation  F(r)  =  o  est  algébrique. 

39- 
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Supposons  que  le  contour  ABC  soit  composé  de  plusieurs  portions 
de  lignes  AB,  BC,  etc.  Il  faudra  déterminer  en  parcourant  successi- 
vement chacune  de  ces  portions  de  lignes  AB,  BC,  .  .  .  l'excès  (po- 
sitif,  négatif  ou  zéro)  du  nombre   de  fois  où  la  quantité  =  en  s'é- 

vanouissant  passe  du  positif  au  négatif  sur  le  nombre  de  fois  où 
elle  passe  du  négatif  au  positif.  Le  nombre  A  sera  égal  h  la  somme 
de  tous  ces  excès  partiels  relatifs  aux  différentes  portions  du  contour 
ABC.  Il  suffît  donc  de  considérer  l'une  de  ces  portions  AB.  On  peut 
trouver  l'excès  qui  s'y  rapporte,  lorsque  les  coordonnées  x  et  y  d'un 
point  quelconque  de  cette  ligne  AB  peuvent  être  exprimées  par  des 
fonctions  rationnelles  d'une  certaine  variable  s.  On  emploie  à  cet 
eflet  une  méthode  semblable  à  celle  que  j'ai  donnée  dans  mon 
théorème  pour  la  détermination  du  nombre  des  racines  réelles  d'une 
équation  comprises  entre  deux  limites  quelconques. 

r  et  Q  devenant   sur  la  ligne  AB  deux   fonctions  rationnelles  de 

P  V 

la   variable  s ,  leur  quotient  ^  prendra    la    forme  d'une    fraction   =- 

dans  laquelle  V  et  V,  seront  deux  fonctions  entières  de  s.  On  fera 
sur  ces  deux  polynômes  V  et  V,  l'opération  nécessaire  pour  trouver 
leur  plus  grand  commun  diviseur,  en  ayant  soin  de  changer  les 
signes  de  tous  les  termes  de  chaque  reste  avant  de  le  prendre 
pour  diviseur  du  reste  précédent.  Ainsi  en  supposant  que  le  degré 
de  V  par  rapport  à  s  soit  supérieur  ou  égal  à  celui  de  V, ,  on 
divisera  V  par  V,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  reste  d'un  degré 
inférieur  à  celui  de  V,.  On  changera  les  signes  de  tous  les  termes 
de  ce  reste ,  et  en  le  désignant  après  ce  changement  de  signes  par 
Vj,  on  divisera  V,  par  V2  ;  on  arrivera  à  un  nouveau  reste  —  Vs. 
On  divisera  de  même  Va  par  V3,  et  en  continuant  ainsi  on  arrivera 
enfin  à  un  dernier  reste  V,  indépendant  de  s  ou  qui  contenant  s 
divisera  exactement  le  reste  précédent  V,_,. 

Si  l'on  parcourt  la  ligne  AB  (dans  le  sens  ABC),  s  aura  d'abord 
pour  Je  point  de  départ  A  une  certaine  valeur  a;  avariera  ensuite 
par  degrés  insensibles  et  finira  par  avoir  pour  le  point  B  une  valeur 
£  plus  grande  ou  plus  petite  que  a.  (s  peut  dans  ses  variations 
tantôt   croître,    tantôt    décroître,  et   même  ne   pas  rester   comprise 
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entre  les  valeurs  a.  et  €  relatives  aux  deux  points  extrêmes  A  et  B.) 

.  ,    V  P 

Cela  posé,  l'excès  €   du  nombre  de  fois  où  la  quantité  vr  ou    ^ 

en  s'évanouissant  pour  différents  points  de  la  ligne  AB  passera  du 
positif  au  négatif  sur  le  nombre  de  fois  où  elle  passera  en  s'éva- 
nouissant du  négatif  au  positif  sera  égal  à  l'excès  du  nombre  des 
variations  qui  se  trouveront  dans  la  suite  des  signes  des  fonctions 
V,V,,V,„.  .Vrpour  s=Ç  sur  le  nombre  de  leurs  variations  pour  s=  a. 
Cette  proposition  résulte  des  considérations  suivantes:  tandis  que 
s  varie  depuis  a  jusqu'à  £  ,  la  suite  des  signes  des  fonctions  V,T  „ ...  V, 
pour  chaque  valeur  de  s  ne  peut  s'altérer  qu'autant  qu'une  de 
ces  fonctions  change  de  signe  et  par  conséquent  devient  nulle. 
Quand  c'est  une  des  fonctions  intermédiaires  entre  "N  et  ^  ,  qui  s'an- 
nulle,  on  prouve  aisément  (comme  dans  la  démonstration  du  théo- 
rème relatif  aux  racines  réelles)  que  le  nombre  des  variations  dans 
la  suite  des  signes  de  toutes  les  fonctions  demeure  le  même,  et  quand 
s  en  croissant  ou  décroissant,  atteint  et  dépasse  une  valeur  qui  an- 
nulle  V,  la  suite  des  signes  gagne  ou  perd  une  variation  ou  conserve 

le  même  nombre    de  variations  selon    qu'alors  y-   passe   du   positif 

au  négatif,  ou  du  négatif  au  positif  ou  ne  change  pas  de  signe; 
cela  est  vrai  ,  lors  même  que  V  et  V,  ont  un  plus  grand  diviseur 
commun  Vr  qui  s'anuulle  pour  la  valeur  de  s  que  l'on  considère, 
auquel  cas  toutes  les  fonctions  V,V„. . .  Vfs'annullent  en  même  temps. 
On  conclut  de  là  la  proposition  énoncée  qui  a  lieu  soit  que  \  et  \  , 
aient  ou  n'aient  pas  de  diviseur  commun  (*). 

Si  l'on  trouve  un  plus  grand  commun  diviseur  ^  r  entre  A  et  V,, 
il  pourra  se  faire  qu'on  ait  à  la  fois  P  =  o,  Q  =  o,  pour  une 
valeur  de  s  qui  annullera  ce   plus  grand  commun   diviseur  et  qui 


(*)  Les  recherches  qui  m'ont  conduit  à  mon  théorème  sur  la  détermination  dts 
racines  réelles  des  équations  m'avaient  aussi  fait  rencontrer  cette  dernière  propo- 
sition parmi  plusieurs  autres.  Mais  comme  je  n'en  voyais  pas  alors  l'utilité,  je  ne 
l'ai  pas  énoncée  dans  l'analyse  de  mon  mémoire  insérée  au  Bulletin  des  Sciences 
de  juin  l82y.  J'en  ai  fait  mention  depuis  dans  le  n°  20  du  mémoire  imprimé  dans  le 
Recueil  des  Savons  étrangers  ;  elle  admet  d'ailleurs  les  simplifications  exposées- 
daus  ce  mémoire. 
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répondra  à  un  point  situé  sur  la  ligne  AB  entre  A  et  B.  Dans  ce 
cas,  P  et  Q  étant  nulles  à  la  fois  pour  ce  point-là ,  en  substituant 
ses  coordonnées  dans  la  formule  x-\-y\/ — i  ,  on  aura  une  racine 
simple  ou  multiple  de  l'équation  F,(z)=o.  Si  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  V  et  V,  ne  devient  nul  pour  aucun  point  de  la  ligne 
AB  situé  entre  A  et  B,  ou  si  l'on  ne  trouve  pas  de  plus  grand 
commun  diviseur,  on  sera  certain,  pourvu  qu'on  n'ait  supprimé 
d'avance  aucun  facteur  commun  à  P  et  à  Q,  qu'il  n'existe  sur  la  ligne 
AB  aucun  point  correspondant  à  une  racine  de  l'équation  F  (s)  =  o. 
C'est  en  admettant  cette  hypothèse  que  nous  avons  démontré  le 
théorème  de  M.  Cauchy;  les  modifications  qu'il  faudrait  y  apporter 
dans  le  cas  où  il  y  aurait  des  racines  sur  le  contour  même  ABC, 
exigeraient  une  discussion  longue  et  minutieuse  que  nous  avons  voulu 
éviter  en  faisant  abstraction  de  ce  cas  particulier. 

Nous  avons  supposé  le  degré  de  V  par  rapport  à  s  supérieur  ou  égal 
à  celui  de  V,.  Si  le  degré  de  Y  est  inférieur  à  celui  de  V, ,  on  cherchera 
encore  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  V  et  V,  en  divisant  d'abord 
V,  par  V,  puis  V  par  le  reste  de  la  première  division  après  avoir 
changé  les  signes  de  tous  ses  termes,  et  en  continuant  ainsi  on  for- 
mera cette  suite  de  fonctions  V,,  V,  V,,  V3,  ..  Vr.  La  différence 
qu'on  obtiendra  en  retranchant  le  nombre  des  variations  formées 
par  leurs  signes  pour  s  =  a  du  nombre  des   variations  pour  s  —  €, 

exprimera  l'excès  E  du  nombre  de  fois  où  la  quantité  y  en  s  éva- 
nouissant sur  la  ligne  AB  passera  du  positif  au  négatif  sur  le  nombre 
de  fois  où  elle  passera  du  négatif  au  positif.  Ce  nombre  E  étant 
ainsi  déterminé,  l'excès  cherché  e  du  nombre  de  fois  où  la  quantité 

inverse  y  en  s'évanouissant  sur  la  même  ligne  AB,  passera  du  positif 

au  négatif  sur  le  nombre  de  fois  où  elle  passera  du  négaiif  au  positif, 
sera  égal  à  — E  ou  à  — E  -f-  i  ou  à  — E —  i  selon  que  cette  quan- 
tité -77-  aura  des  valeurs  de    même   signe  pour  s  =  a  et  s  =  £,   ou 

qu'elle  sera  positive  pour  s  =  a.  et  négative  pour  s  =  £  ,  ou  qu'elle 
sera  négative  pour  s=.  a  et  positive  pour  s=Ç. 

V  .  * 

En   effet,  la  quantité  ~-   peut  changer   de  signe  sur  la  ligne  AB 
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en  devenant  tantôt  nulle  ,  tantôt  infinie.  L'excès  i  du  nombre  de 
lois  où  en  devenant  nulle  ou  infinie  elle  passe  du  positif  au  négatif 
sur  le  nombre  de  fois  où  elle  passe  du  négatif  au  positif  est  égal 
à  la  somme  des  deux  nombres  i  et  E.  D'un  antre  côté  cet  excès  i  est 

évidemment  égal  à  zéro  ou  à  +  i  ou  à —  i,  selon  que  ■—■  a  des  valeurs 
de  même  signe  pour  s=tt  et  s  =  G ,  ou  que  =-   est  positive   pour 

s  =  a.  et  négative  pour  s  =  è,  ou  qu'elle  est  négative  pour  s  =.  a. 
et  positive  pour  s  =  £.  Donc  e  est  bien  égal  à  —  E  dans  le  premier 
cas,  à  — E  +  i  dans  le  second  et  à  —  E —  i  dans  le  troisième.  Cette 
proposition  a  lieu,  comme  on  voit,  quand  même  \  et  A  t  ne  seraient 
pas  des  fonctions  entières  de  s. 

On  peut  toujours  rendre  P  et  Q  fonctions  rationnelles  d'une  même 
variable  s,  lorsque  la  ligne  AB  est  une  droite,  ou  un  cercle  ou  un 
arc  de  cercle. 

Si  la  ligue  AB  est  droite,  il  suffit  de  prendre  pour  s  la  distance 
d'un  point  quelconque  de  cette  droite  à  un  point  fixe  situé  sur  sa 
direction  ,  ou  bien  encore  ou  peut  supposer  que  s  n'est  autre  que 
x  ou  y.  Si  la  droite  AB  est  parallèle  à  l'axe  des  x,  y  est  constante 
et  il  faut  prendre  s  =  x  ;  si  elle  est  parallèle  à  l'axe  des  y ,  x  est 
constante  et  l'on  prend  s —y. 

Si  la  ligne  AB  est  un  cercle  ou  un  arc  de  cercle  dont  le  rayon 
soit  R  et  dont  le  centre  ait  pour  coordonnées  g  et  h,  on  fera 
.r  =  g  +  R  cos  t,  y  =  h  +  R  sin  t,    et  l'on  prendra  s  =  tang  j  t; 

alors    on    aura   x  =  g  -\ ,\ ,  r=h-\-—l—.  ;    et  P  ,   Q  seront 

des  fonctions  rationnelles  de  cette  nouvelle  variable  s,  de  sorte  que 
-  prendra  la  forme  ^-,  V  et  V,  étant  des  fonctions  entières  de  s. 

Pour  la  pratique,  ce  qu'il  y  a  de  plus  simple  est  de  cbercher  par  la 

méthode  précédente  les  racines  contenues  dans  des  rectangles  dont  les 

côtés  sont  parallèles  aux  axes.  On  ne  fait  alors  varier  qu'une  seule  des 

coordonnées^",  rdansPetQquisont  des  fonctions  entières  de  x  eiy.  On 

abrégera  le  calcul  en  supposant  d'abord  les  deux,  côtés  du  rectangle  qui 

sont  parallèles  à  l'un  des  axes  situés  à  des  distances  infinies  de  cet  axe. 

Car  alors  eu  parcourant  ces  côtés-là  pour  lesquels  on  aurajouj= — =o 

p 
et  =  +  oc  ,  la  quantité  -f.  ne  s'évanouira  pas  ou  s'évanouira  une  seule 
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fois ,  et  1  on  verra  aisément  si  en  «'évanouissant  elle  passe  dn  positif  au 
négatif  ou  du  négatif  au  positif. 

On  peut  ainsi  déterminer  approximativement  les  parties  réelles 
x  et  les  parties  y  des  racines  représentées  par  x  -f-  y  \J —  i  ;  on 
obtiendra  ensuite  des  valeurs  plus  exactes  de  ces  racines  par  les  métho- 
des d'approximation  usitées. 

On  peut  encore  dans  la  pratique  faire  usage  de  la  proposition  sui- 
vante dont  on  peut  donner  une  démonstration  semblable  à  la  première 
du  présent  article.  Soit  une  équation  algébrique  F(z)  =  o  de  la  forme  (5) 

qui  devient  P+Qv/ — i=o  en  faisant  z  =  x-\-  y  \,; — î". 

Si  l'on  donne  à  y  dans  P  et  Q  une  valeur  déterminée  h  positive  ou 

négative,  et  si  l'on  fait  croître  x  depuis  —  ce  jusqu'à  -f-  co  ,  l'excès  du 

P  •  . 

nombre  de  fois  où  ^  en  s'évanouissant  passera  du  positif  au  négatif 

P 
sur  le  nombre  de  fois  où  -   en  s'évanouissant   passera   du   négatif  au 

positif  sera    égal   à    l'excès   du   nombre   des    racines   x  -f- y  \/ —  i 

de  lequatiou  F(r)=o,    pour   lesquelles  y  est  plus   grande  que  h 

sur  le  nombre  des  autres  racines  pour  lesquelles/  est  plus  petite  que  h. 

Le  degré  m  de  l'équation  F(r-)  s  o  étant  pair,  si  l'on  donne  à  x 

dans  P  et  Q  une  valeur  déterminée  g  et  si  l'on  fait  croître^  depuis 

P 
—  ■»  jusqu'à  +  ce  ,  l'excès  du  nombre  de  fois  où  -  en  s'évanouissant 

.  P 

passera  du  positif  au  négatif  sur  le  nombre  de  fois  où  ^  passera  du  né- 
gatif au  positif  sera  égal  à  l'excès  du  nombre  des  racines  de  l'équation 
F(r)  =  o  pour  lesquelles  la  partie  réelle  x  est  plus  petite  que  g  sur  le 
nombre  des  autres  racines  pour  lesquelles  x  est  plus  grande  que  g. 

Le  degré  m  étant  impair,  si  l'on  fait  toujours  x=g  dans  P  et  Q  et  si 
l'on  fait  croître  y  depuis  —  x  jusqu  à  -f-  ce  ,  l'excès  du  nombre  de  fois 
où  la  quantité  — p  en  s'évanouissant  passera  du  positif  au  négatif  sur 

le  nombre  de  fois  où  elle  passera  du  négatif  au  positif  sera  encore 
égal  à  l'excès  du  nombre  des  racines  de  F(r)=o  pour  lesquelles  x 
est  plus  petite  que  g  sur  le  nombre  des  racines  pour  lesquelles  x  est 
plus  grande  que  g. 
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THÉORIE  NOUVELLE 

Du  Mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe; 

Pab  m.   st.-guilhem, 

Ingénieur  des  Ponts-et-Chaussées. 


Lemme  i".  Si  les  droites  oa,,  oa%,  oas,  etc.,  représentent  les  com- 
posantes de  la  vitesse  oa  dont  un  point  o  est  animé,  je  disque  si  l'on  fait 
tourner  un  corps  solide  d'un  mouvement  de  rotation  autour  de  l'axe 
oa,  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à  oa,  on  pourra  considérer  ce 
corps  comme  tournant  à  la  fois  d'un  mouvement  de  rotation  autour 
des  axes  oa„  oat,  oa3,  etc.,  avec  des  vitesses  angulaires  respectivement 
égales  à  oa, ,  oa^ ,  oa3 ,  etc. 

Pour  le  démontrer,  menons  par  le  point  o  un  plan  perpendiculaire 
à  oa  ;  prenons  dans  ce  plan  un  point  m  situé  à  l'unité  de  distance  du 
point  o;  si  nous  supposons  ce  point  doué  d'une  vitesse  angulaire  é<*ale 
à  oa  autour  de  oa,  le  corps  dont  il  s'agit  étant  un  corps  solide,  il  suf- 
fira de  prouver  que  le  point  m  satisfait  aux  conaitions  énoncées.  Or, 
menons  par  le  point  m  un  plan  perpendiculaire  à  om;  projetons  sur 
ce  plan  les  droites  oa,  oa,,  oa%,  etc.  et  appelons  ces  projections/?,  p, , 
pt,  etc.  :  puisque  des  droites  parallèles  se  projettent  toujours  sur  un 
plan  suivant  des  droites  parallèles ,  il  est  clair  que  la  droite  p  repré- 
senterait en  grandeur  et  en  direction  la  résultante  des  vitesses  p,,  «  f 
p3,  etc.,  si  le  point  m  était  doué  de  ces  vitesses.  Imaginons  que  les 
droites  p,  p„  p„  p3,  etc.,  formant  un  système  solide,  tournent  autour 
du  point  m  dans  le  plan  perpendiculaire  à  om,  jusqu'à  ce  que  la  droite  p 
vienne  coïncider  en  direction  avec  la  vitesse  du  point  m;  elle  coïnci- 
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dera  aussi  en  grandeur  avec  cette  vitesse  ,  car  la  droite  oa  étant  paral-l 
lèle  au  plan  de  projection  s'est  projetée  sur  ce  plan  dans  sa  véritable.' 
grandeur.  La  vitesse  angulaire  du  point  m  sera  donc  la  résultante  des 
vitesses  p, ,  pit  p3 ,  etc. ,  dans  leur  nouvelle  position.  Désignons  par  l„ 
/„  l3,  etc.,  les  distances  du  point  m  aux  axes  respectifs  oa,,  oa„  oa3,  etc. 
On  voit  facilement  par  la  manière  dont  nous  avons  obtenu  les  droites 
pt>  l\>  P3>  etc.  que  l'on  a  les  relations 

pt  sa  oa,.lt,    p%  =  or/j./,,     pz  =  oa3.l3,  etc. 

Mais  les  droites  p,,  p^,  p3,  etc.,  dans  leur  nouvelle  position  ,  sont  res- 
pectivement perpendiculaires  aux  axesotf,,  oalf  oa%,  etc.,  et  distantes 
de  ces  axes  des  quantités  /,,  l2,  l3,  etc.:  donc  le  point  m  peut  être  con- 
sidéré comme  tournant  à  la  fois  d'un  mouvement  de  rotation  autour 
des  axes  oa,,  oat,  oa3,  etc.  avec  des  vitesses  angulaires  égales  à 
oa,,  oa2,  oa3,  etc.;  donc,  etc. 

Observation.  Le  sens  dans  lequel  le  corps  tourne  autour  des  axes 
oa, ,  oa„  oas,  etc. ,  est  déterminé  par  la  condition  que  si  l'on  fait  coïn- 
cider successivement  les  directions  de  ces  axes ,  sans  altérer  le  mouve- 
ment de  rotation  du  corps  autour  de  ces  axes,  avec  l'axe  primitif  oa, 
le  corps  tournera  autour  de  oa  dans  le  sens  où  le  corps  tournait  autour 
de  cet  axe. 

Lemme  2.  Si  uu  corps  solide  en  mouvement  renferme  un  point  fixe, 
on  peut  se  représenter  le  mouvement  du  corps  comme  un  mouvement 
de  rotation  autour  d'un  axe  dont  la  position  varie  au  commencement 
de  chaque  instant  et  reste  fixe  pendant  cet  instant. 

En  effet,  soit  o  lepoint  fixe;  m  un  point  quelconque  du  corps  dont 
la  vitesse  ne  soit  pas  nulle.  Menons  par  le  point  m  un  plan  perpen- 
diculaire à  la  vitesse  de  ce  point  ;  il  est  facile  de  voir  que  tous  les 
autres  points  du  corps  situés  dans  ce  plan  ,  auront  une  vitesse  perpen- 
diculaire à  ce  plan.  En  effet ,  soit  m'  un  autre  point  du  corps  situé  dans 
ce  plan  :  puisque  le  point  m'  reste  à  une  distance  constante  du  point  o, 
sa  vitesse  sera  nécessairement  perpendiculaire  à  om'  :  elle  sera  aussi 
perpendiculaire  à  la  droite  mm' ,  car  cette  droite  faisant  au  bout  d'un 
instant  un  angle  infiniment  petit  avec  sa  première  position  (  sans  quoi 
il  y  aurait  des  points  du  corps,  situés  à  une  distance  finie  du  point  fixe, 
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qui  auraient  des  vitesses  infiniment  grandes,  ce  qu'on  ne  suppose  pas), 
le  point  m'  se  mouvra  nécessairement  comme  le  point  m  suivant  une 
droite  perpendiculaire  à  mm!  \  donc  la  vitesse  du  poiut  m'  est  perpendi- 
culaire à  la  fois  aux  deux  droites  om',  mm' ;  donc  elle  est  perpendicu- 
laire à  leur  plan.  Si  l'on  construit  d'une  manière  semblable  le  plan 
correspondant  à  un  autre  point  du  corps  non  situé  dans  le  pre- 
mier plan ,  il  est  visible  que  l'intersection  de  ces  deux  plans  devra 
être  immobile,  car  autrement  les  vitesses  des  différents  points  seraient 
à  la  fois  perpendiculaires  aux  deux  plans,  ce  qui  est  absurde. 
Donc,  etc. 

L  axe  immmobile  autour  duquel  le  corps  tourne  pendant  un  instant, 
à  une  époque  quelconque,  est  l'axe  instantané du  corps  à  cette  époque. 

Nota.  Les  deux  lemmes  précédents  sont  relatifs  à  des  pi*opriétés  pu- 
rement géométriques  des  corps  solides:  nous  n'avons  voulu  employer 
pour  les  établir  que  des  considérations  de  pure  géométrie. 

Recherche  des  équations  différentielles    du    mouvement  d'un    corps 
solide  autour  d'un  point  fixe. 

J'appellerai  force  effective  la  force  qui  agissant  dans  la  direction  de 
la  vitesse  produirait  dans  le  premier  instant  la  variation  qu'éprouve 
cette  vitesse  dans  cet  instant. 

Lorsqu'un  corps  sera  considéré  comme  tournant  à  la  fois  autour  de 
plusieurs  axes,  je  nommerai  la  force  effective  correspondante  au  mou- 
vement de  rotation  qui  est  censé  avoir  lieu  autour  de  l'un  des  axes,  la 
force  effective  de  rotation  autour  de  cet  axe. 

Le  corps  solide  que  nous  allons  considérer  ayant  un  point  fixe,  j'i- 
maginerai que  l'on  ait  mené  parce  point  trois  axes  rectangulaires  ox, 
oy,  oz ,  immobiles  dans  le  corps,  et  pour  simplifier  les  calculs,  je  sup- 
poserai que  ces  trois  axes  sont  les  trois  axes  principaux  du  corps  rela- 
tifs au  point  fixe. 

Je  regarderai ,  comme  positifs ,  les  moments  des  forces  qui  tendent  à 
raire  tourner  le  corps,  i°.  autour  de  l'axe  ox ,  des/  positives  vers  les  z 
positives  ;  2'.  autour  de  l'axe  or ,  des  z  positives  vers  les  x  positives  ; 
j°.  autour  de  l'axe  oz,  des  x  positives  vers  les^-  positives. 

L'axe  instantané  aura  sa  direction  positive  déterminée  de  manière 
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qu'en  faisant  coïncider  celte  direction  avec  la  direction  positive  de  l'axe 
ox  par  exemple,  le  corps  tournera  des  y  positives  vers  les  z  positives;  il 
est  facile  de  voir  que  si  l'on  fait  coïncider  la  direction  positive  de  l'axe 
instantané  avec  la  direction  positive  de  l'axe  oy  ou  de  l'axe  oz,  le  corps 
tournera  des  z  positives  vers  les  x  positives  ou  des  x  positives  vers  les 
y  positives. 

Les  vitesses  angulaires  du  corps  autour  des  axes  ox ,  oy,  oz  s'obtien- 
dront, pour  une  époque  quelconque  du  mouvement,  en  prenant  sur  la 
direction  positive  de  l'axe  instantané  une  longueur  égale  à  la  vitesse 
angulaire  du  corps  autour  de  cet  axe  et  en  projetant  cette  droite  sur 
les  trois  axes  ox,  oy,  oz;  les  projections  représenteront,  pour  la  gran- 
deur et  pour  le  signe ,  les  vitesses  angulaires  du  corps  autour  des  trois 
axes.  Si  ces  projections  sont  positives ,  les  mouvements  de  rotation 
auront  lieu,  i\  autour  de  l'axe  ox,  dcsy  positives  vers  les  z  posi- 
tives; 2°.  autour  de  l'axe  oy,  des  z  positives  vers  les  x  positives  ;  5°.  au- 
tour de  l'axe  oz,  des  x  positives  vers  les^-  positives.  Si  quelqu'une  de 
ces  projections  est  négative,  le  mouvement  de  rotation  correspondant 
aura  lieu  en  sens  contraire. 

Cela  posé,  appliquons  à  chaque  point  du  corps  une  force  égale  et  con- 
traire à  la  force  effective  qui  sollicite  ce  point  ;  il  est  évident  qu'en  vertu 
des  liaisons  qui  unissent  invariablement  les  différents  points  du  corps, 
il  y  aura  équilibre  entre  les  forces  nouvellement  appliquées,  les  forces 
centrifuges  développées  autour  de  l'axe  instantané  et  les  forces  mo- 
trices. Donc  la  somme  des  moments  des  forces  effectives  par  rapport 
à  chacun  des  axes  ox,  oy,  oz,  est  égale  à  la  somme  des  moments  des 
forces  centrifuges  ,  plus  la  somme  des  moments  des  forces  motrices , 
par  rapport  au  même  axe. 

Évaluons  chacune  de  ces  sommes.  Soit  m  un  point  du  corps  dont 
la  masse  est  m,  p  sa  distance  à  l'axe  instantané,  o>  la  vitesse  angulaire 
du  corps  autour  de  cet  axe.  La  force  effective  qui  sollicite  la  molécule 

m  a  pour  expression  mf  -£-;  elle  peut,  d'après  notre  premier  lemme, 

être  remplacée  par  les  trois  forces  effectives  de  rotation  ma  ■£,  mb^t, 

rncj  autour  des  axes  ox,  oy,  oz;  a,  b,  c,  désignant  les  distances 
du  point  m  aux  axes  ox ,  oy,  oz,  et  p,  q ,  r  les  vitesses  angulaires  du 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  5iS 

corps  autour  des  mêmes  axes,  lorsque  le  corps  est  considéré  comme 
tournant  à  la  fois  autour  de  ces  trois  axes. 

Les  moments  de  ces  forces  autour  des  axes  ox,  oj,  oz  sont  respecti- 
vement ma%-£,  mb*-?-,  me*  4-     0'»    d'après   une    propriété    facile 

dt  '  dt  '  dt  r  l      ' 

à  démontrer  des  axes  principaux ,  les  forces  effectives  de  rotation 
autour  de  l'un  des  axes  principaux  se  font  équilibre  autour  de 
chacun  des  deux  autres  (*).  Donc,  la  somme  des  moments  des 
forces  effectives,  par  rapport  à  chacun  des  trois  axes  principaux,  est 
égale  à  la  somme  des  moments  des  forces  effectives  de  rotation  au- 
tour de  ces  axes,  par  rapport  aux  mêmes  axes.  Donc,  si  l'on 
désigne  par  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  du  corps,  par  rapport  aux 
trois  axes  principaux,  les  sommes  des  moments  des  forces  effectives 

autour  de  ces  axes  seront  respectivement  A  J-  ,  B  ^- ,  C  — . 

Passons  à  l'évaluation  des  moments  U,  V,  W  des  forces  centrifuges. 
Soient  x,  y,  z,  les  coordonnées  du  point  m,  par  rapport  aux  axes  ox,  oj, 
oz;  h  la  distance  de  l'origine  des  axes  au  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
instantané,  mené  par  le  point  m;  la  force  centrifuge  du  point  m  sera 
évidemment  égale  à  mii'p.  Cette  force  sera  équivalente,  à  cause  du 
point  fixe,  à  la  force  ma  h  appliquée  au  point  m,  suivant  une  droite 

(*)  Considérons  la  force  mb  -£  ;  le  moment  de  cette  force  autour  de  l'axe  ox  est, 
dt 

..,.,,..                     „                        ,  dq     x                  dq 
comme  il  est  facile  de  le  voir  par  une  ngure  ,  — mo  —  .j.jrr^ Y-.mxjr. 

signe  —  provient  de  ce  que  la  force  mb  —  tendant  par  hypothèse  à  faire  tourner  le 

point  m,  qui  estdans  l'angle  des  coordonne'es  positives,  des  z  positives  vers  les  x  po- 
sitives, tendra  à  faire  tourner  ce  point,  autour  de  l'axe  ox,  des  z  positives  vers  lcs^ 
positives  ;  par  conséquent  son  moment  par  rapport  à  l'axe  des  x  sera  négatif.)  La 
somme  des  moments  des  forces  effectives  de  rotation  autour  de  l'axe  des  j-,  par 

i apport  à  l'axe  des  x,  sera  donc  —  -~  "î.mxy,  d'où  l'on  voit  que  ces  forces  se  fe- 
ront équilibre  autour  de  l'axe  des  x,  si  l'on  a  tmxy  =  o ,  c'est-à-dire  si  l'axe 
des  x  est  un  axe  principal  du  corps.  En  faisant  les  mêmes  calculs  pour  tous  les 
autres  cas,  on  tirera  toujours  une  conclusion  semblable  ;  donc,  etc.  Si  les  axes  ox, 
oj,  oz  n'étaient  pas  les  axes  principaux  du  corps ,  ces  mêmes  calculs  feraient  con- 
naître les  moments  des  forces  dont  il  s'agit. 
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parallèle  à  Taxe  instantané.  Cette  dernière  force  fera  avec  les  axes  des 
angles  dont  les  cosinus  seront  rfc  - ,  =fc  -,  dz  -   (le  signe  -f-  ou  le 

signe  —  ayant  lieu  suivant  que  la  force  est  parallèle  à  la  directiou  po- 
sitive ou  négative  de  l'axe  instantané).  Les  projections  de  cette  force  sur 
les  axes  ox ,  oy,  oz  seront  donc  ztzmcoph  ,  dz  mcoqh  ,  dz  masrh  :  par 
conséquent ,  les  moments  de  la  force  mco*h  autour  des  axes  ox ,  oy, 
oz,  seront,  soit  que  l'on  adopte  le  signe  supérieur  ou  le  signe  inférieur, 
mmh  ry  —  qz)  ,    mcah(pz  —  qx)  ,    m<t>h(qx  —  py). 

Remarquons  d'ailleurs  que  le  plan  mené  par  le  point  m  perpendi- 
culairement à  l'axe  instantané  a  pour  équation 

h  =  -x  -h  -  Y  H z: 

en  substituant  pour  h  cette  valeur  dans  les  expressions  précédentes  et 
faisant  la  somme  de  tous  les  moments  relatifs  à  chaque  axe  ,  on  aura 

U  =  2m  (ry  —  qz)  (px  +  qy  +  rz)  , 
V  =  2  m  (pz  —  rx)  (px  +  qy  -f-  rz) , 
W=  1m(qx  —  py)   {px  ■+■  qy  +  rz)  , 

ou  simplement,  en  observant  que  l'on  a  2myz=o,  Hmzx—o,  1mxy=.o, 

U=  rq(B  -  C), 
Y  =pr(C-  A), 
Wb  qp(k  —  B). 

Il  ne  reste  plus  à  évaluer  que  les  moments  des  forces  motrices  don- 
nées par  rapport  aux  axes  ox,  oy,  oz,  ce  qui  ne  peut  présenter  aucune 
difficulté,  lorsqu'on  connaît  la  grandeur  et  la  position  de  ces  forces  par 
rapport  à  ces  axes  ;  en  désignant  les  trois  sommes  de  moments  de  ces 
forces,  par  rapport  à  ces  trois  axes,  par  F,  G,  H,  on  aura  définitive- 
ment les  trois  équations  suivantes  : 

Af  =  F-f-r2(B-C), 

B  |  =  G4-^(C-A),  ) 

Crf7  =  H  +  #-  B). 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  5i5 

Ces  équations  feront  connaître,  à  une  époque  quelconque,  les  vi- 
tesses angulaires  du  corps  autour  des  trois  axes  principaux. 

Pour  compléter  la  solution  du  problème  que  nous  nous  sommes 
proposé,  il  reste  à  déterminer  la  position  d'un  des  axes  principaux  à 
une  époque  quelconque.  Pour  cela  (Planche  1,  fig.  1  )  du  point  o,  comme 
centre  avec  un  rayon  égal  à  l'unité,  décrivons  une  sphère  ;  soit  ABC  le 
cercle  suivant  lequel  elle  coupe  un  plan  fixe  dans  l'espace;  x  ,y,  z  les 
points  où  les  axes  principaux  ox ,  oy}  oz ,  viennent  rencontrer  la 
surface  de  cette  sphère;  A  le  point  où  le  grand  cercle  xj  vient 
rencontrer  le  cercle  fixe  ABC.  Soit  %[/  la  distance  angulaire  du 
point  A  à  un  point  fixe  D  du  cercle  ABC;  ô  l'angle  que  l'arc  A.r 
fait  avec  l'arc  AD  et  •>{,,  l'arc  Ax.  Il  est  évident  qu'au  moyen  des 
trois  quantités  4'  6  et  <p  le  point  x  sera  parfaitement  déterminé 
dans  l'espace.  Cherchons  les  variations  qu'éprouvent  les  trois  quanti- 
tés -s}/,  G  et  <p  dans  l'instant  dt.  D'après  les  principes  du  calcul  infinité- 
simal, la  variation  de  chacune  de  ces  quantités  sera  égale  à  la  somme 
des  variations  infiniment  petites  qu'elle  éprouvera  en  faisant  tourner  le 
corps  successivement  autour  des  trois  axes  ox,  oy,  oz,  avec  les  vitesses 
angulaires  p,  q  ,  r. 

Nous  désignerons  la  variation  dune  quelconque  de  ces  quantités 
résultant  de  la  rotation  du  corps  autour  de  l'axe  ox  par  la  caractéris- 
tique d,  ;  autour  de  l'axe  oy  par  d%,  autour  de  l'axe  oz  par  d3.  D'après 
cette  convention,  on  aura  d^  =  d,-^,  -^-d^  -f-  d^  ,  et  ainsi  des 
autres. 

Supposons  qu'en  faisant  tourner  le  corps  autour  de  l'axe  ox,  desj 
positives  vers  les  z  positives,  le  cercle  Ax  ait  pris  la  position  ax;  qu'en 
faisant  tourner  le  corps  autour  de  oy,  des  z  positives  vers  les  x  posi- 
tives, le  cercle  Ay  ait  pris  la  position  a' y;  enfin,  qu'en  faisant  tourner 
le  corps  autour  de  oz,  des  x  positives  vers  les  y  positives,  le  cercle  Br 
ait  pris  la  position  bz. 

Abaissons  des  points  a  et  a!  des  perpendiculaires  sur  l'arc  Ax ,  pre- 
nons à  partir  du  point  A  sur  l'arc  Ax,  une  longueur  AN  égale  à  go"  ; 
abaissons  du  point  N  deux  perpendiculaires,  l'une  sur  le  cercle  ax , 
l'autre  sur  le  cercle  a'y. 

Cela  posé  ,  rappelons-nous  que  dans  un  triangle  rectiligne  rectangle, 
un  côté  est  égal  à  l'hypoténuse  multipliée  par  le  sinus  de  l'angle  op- 
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posé  ou  par  le  cosinus  de  l'angle  adjacent  et  que  les  arcs  semblables 
sont  entre  eux  comme  leurs  rayons.  Nous  trouverons  facilement  à 
l'aide  de  la  figure ,  les  relations  suivantes  : 

d,<p   =  dt-\,  cos  9 , 

d%<p  =  dt-^,  cos  6 , 

d3<p  =  rdt 

o  =  d3^,  cos  9, 

d,-\,  sin  9  =  pdt  .  sin  <p, 
rf»4  sm  8  =  ï1^  •  cos  <p , 
c?3\[/  sin 9  =  o, 

e?,9  =  —  jwfo  .  cos  <p , 
e?a8  =  qdt  .  sin  (p  , 
rf39  =  o; 

de  ces  équations  on  déduit  immédiatement, 


d<p  =  d-\  cos  6  -f-  rdt 

d-\  sin  9  =  /vfe  sin  <p  +  qdt  cos  <p ,    V  (B) 

rf9  s=  çtfc  sin  <p  —  pcfe  .  cos  (p. 


-I 


Ces  trois  équations  jointes  aux  équations  (A)  résolvent  complète- 
ment le  problème  du  mouvement  d'un  corps  solide  autour  du  point 
fixe. 

Nota.  En  tirant  des  équations  (B)^  les  valeurs  de  pdt,  qdt,  rdt ,  on 
obtient  facilement  les  équations  que  l'on  donne  ordinairement  dans  les 
traités  de  Mécanique. 
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NOTE 

Relative  à  la  détermination  des  plans  principaux  d'une 
surface  du  second  degré  rapportée  a  trois  axes  quel- 
conques ; 

Par  M.   St  GUILHEM  , 

Ingénieur    des    Ponts-et-Chausse'es. 


Soit 

(  Kx'-{-  Bj'-f-  Cz'H-D/s  +  Ezx-\-Fxy  =  Gx  +  Hy+  Kz-f-T  , 
1  ou,  pour  abréger,        <S>  (x ,  y ,  z)  =  <p  (x ,  y,  z) 

l'équation  de  la  surface  dont  il  s'agit.  Menons  par  un  point  arbitraire 
(xt>Jrnzî)  une  droite  dont  l'unité  de  longueur  projetée  sur  les  axes 
des  x,  des^",  des  z,  parallèlement  aux  plans  des^-z,  zx}  xy,  ait  pour 
projections  sur  ces  axes  les  trois  quantités  a,  b,  c.  Cette  droite  sera 
représentée  par  les  trois  équations 

(2)       x  =  x,  +  ar,    y  =  y,  -f-  br,     z  =  z,  ■+■  cr, 

r  étant  la  distance  du  point  (xlfyt,  zt)  au  point  (x,j\z).  Si  l'on  met  pour 
x,  y,  z  ces  valeurs  dans  l'équation  (1),  elle  prendra  la  forme... 
Pr»  +  Qr  +  R  =  o. 

Pour  avoir  l'équation  d'un  plan  diamétral  qui  divise  en  deux  par- 
ties égales  toutes  les  cordes  parallèles  à  la  droite  (2) ,  il  suffira  évidem- 
ment de  poser  Q  =  o,  ou  bien 

(5)     (2Aa  +  Ec-f-Fè>/4-(2Bè-f-...)Jr/  +  (2Cc-f-...)s/4-S  =  o, 

en  désignant  par  S  le  terme  constant. 

Septembre  i836.  41 
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Pour  que  ce  plan  soit  un  plan  principal,  il  fautqu'en  décrivant  de  l'o- 
rigine des  coordonnées  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  l'unité,  une 
sphère,  le  plan  diamétral  de  cette  sphère,  conjugué  aux  cordes  paral- 
lèles à  la  droite  (2),  soit  parallèle  à  ce  plan.  Désignons  par  a ,  € ,  y  les 
angles  que  les  axes  des  z,  des  x  et  des/  font  respectivement  avec  les 
axes  desjj',  des  z  et  des  x  ;   l'équation  de  la  sphère  sera 

[  x*  -j-y2  -j-z"  -J-2JZ  cosa-f-2r.r  cos£  -f-  ixycos  y=  1 , 
[on  pour  abréger,  "if"  (x  ,y,  s)==  1  ; 

l'équation  du  plan  diamétral  qui  divise  en  deux  parties  égales  les 
cordes  parallèles  à  la  droite  (2),  sera 

(5)  2  (a -f-  c  eosê -f-  b  cosy)  xt-\-  i{b  -f- . . . )y,-\- z{c  + .  .  .    z,  =  0, 

Pour  que  ce  plan  soit  parallèle  au  plan  (3),  il  faut  que  l'on  ait 

(f\\  2Aa  +  Ec-t-F6  2B6  -f- aCc  + 

^    '  2(0+,/'  cosfe  +  b  cos},)  —"     i(b-\-...)    ~~    2(c-f-...) 

Désignons  par  L ,  M,  N,  P,  Q,  R  les  coefficients  de  x',y2,  z*,yz, 
zx,  xy  dans  la  fonction  <b(x ,  y,  z) — ?slr(x,  y,  z),  en  ayant  soin 
de  réduire  les  trois  derniers  à  la  moitié  de  leur  valeur.  On  aura  évi- 
demment les  trois  équations  suivantes  : 

S  La  -f-  Kb  -f-  Qc  =  o, 
Ra  -+-  M*  +  Pc  =  o , 
Qa  -f-  Pb  +  Ne  =  o. 

Le  terme  constant  étant  égal  à  o  dans  ces  trois  équations,  le  dénomi- 
nateur commun  des  valeurs  de  a,  b,  c  doit  aussi  être  égal  à  o;  car 
ces  valeurs  ne  peuvent  pas  être  nulles  toutes  trois  à  la  fois.  Formant 
ce  dénominateur,  d'après  la  formule  connue,  nous  aurons  immé- 
diatement 

L(MN  —  P')  H-  R(PQ  —  NR)  +  Q(PR  —  MQ)  =  o, 
ou  bien , 

(8)    LMN  —  LP*  —  MQ'  —  NR1  -f-  2PQR  =  o. 

Cette  équation  est  du  troisième  degré  par  rapport  à  A. 
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Ajoutons  que  ses  trois  ratines  sont  toujours  réelles.  Pour  le  dé- 
montrer ,  prenons  A  de  manière  que  MN  —  P*  =  o ,  c'est-à-dire 
de  manière  que  (B  —  A)  (C  —  A) — (^D  —  Acosa)'  =  o.  Il  est 
facile  de  voir  que  cette  équation  admettra  deux  racines  réelles, 
l'une  qui  rendra  M  et  N  négatifs,  l'autre  qui  les  rendra  positifs.  En 
effet,  si  l'on  prend  successivement  A= — 00,  À  =  B  ou  ==C,  A=cc  , 
on  a  nécessairement  deux  variations  de  signes  ;  donc  cette  équation  a 
deux  racines  réelles,  l'une  comprise  entre  l'infini  négatif  et  la  plus 
petite  des  deux  quantités  B  et  C,  l'autre  entre  la  plus  grande  de  ce» 
deux  quantités  et  l'infini  positif.  Soient  m  et  n  ces  deux  racines  :  si  on 
les  substitue  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (8)  mis  sous  la 
forme  — (  MQ"  -f-  NR"  +  2  ^MK.  QR) ,  elles  donneront  la  pre- 
mière un  résultat  positif,  la  seconde  un  résultat  négatif.  Obsei'vons 
d'ailleurs  que  le  terme  dépendant  de  A3  dans  le  premier  membre  de 
l'équation  (8)  ,  est  le  suivant  : 

—  x3  (  1  —  cos'  a  —  cos*  C  —  cosa  y  +  2  cos  a,  cos  €  cos  y) , 

et  que  la  quantité  comprise  entre  parenthèses  dans  ce  terme  est  le 
quarré  du  volume  d'un  parallélépipède  dont  les  arêtes  contiguës  coïn- 
cideraient en  direction  avec  les  axes  et  seraient  toutes  trois  égales  à  l'u- 
nité (Voyez  Géométrie  de  Legendre,  page  3oo).  Donc  si  l'on  fait 
successivement  A  =  00  ,  A  =  m,  A  =  «,  A  =  — 00,  on  aura  trois 
variations  de  signes.  Donc  l'équation  (8)  a  ses  trois  racines  réelles  ;  à 

chaque  valeur   de   A   il  correspond  une  valeur  de  -     et  de     -  ;    et 

comme  c  est  alors  donné  par  la  formule 

./a*  b'  b  a  p    ,        a        b  \ 

cH  —  -\ — -  +  1  +  2     cos  a  H-  2  -  cos  G  -f-  2  -  .   -  cos  y  )  =  1 , 

Vc'  ca  c  c  ce  *  J 

on  pourra  toujours  trouver  pour  chaque  valeur  de  A  les  valeurs  des 
trois  quantités  a,b ,  c  qui  détermineront  la  direction  d'un  plan  priu- 
cipal.  La  surface  donnée  aura  donc  trois  plans  principaux ,  lesquels  se- 
ront nécessairement  rectangulaires  entre  eux. 

Menons  par  l'origine  trois  plans  parallèles  aux  trois  plans  dont  nous 
venons  de  déterminer  la  direction  et  rapportons  la  surface  aux  trois 
axes  suivant  lesquels  ces  trois  plans  se  coupent;  l'équation  résultante 

4' 
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sera  de  la   forme 

A'x'  -f-  B^*  -f-  C'z'  =  une  fonction  linéaire  de  x  ,y ,  z  : 

les  trois  quantités  A',  15',  C,  sont  faciles  à  déterminer,  ou  plutôt  elles 
le  sont  déjà  ;  en  effet ,  désignons  par  a ,  b  ,  c ,  les  projections  de  l'unité 
de  longueur  du  nouvel  axe  des  x  sur  les  anciens  axes;  par  x'  le 
nouvel  .<   pour  le  distinguer  de  l'ancien  :  on  aura 

x  =  ax'  +  ....,   y  =  bx'  +....,     z  =  ex'  -{-...; 

donc  le  coefficient  de  x'  dans  la  transformée,  sera 

Art1  -f-  B/;!  -f-  Ce'   -4-  Dbc  -f-  Eca  -f-  ¥ab. 

Or,  observons  que  si  l'on  imdliplie  les  deux  termes  du  premier  mem- 
bre des  équations  (6)  par  a  ,  les  deux  termes  du  deuxième  membre  par 
b  ,  les  deux  termes  du  troisième  par  c,  qu'on  ajoute  ensuite  les  numé- 
rateurs entre  eux  et  les  dénominateurs  entre  eux,  cette  dernière  somme 
sera  égale  à  2  ,  la  première  sera  égale  au  double  de  la  quantité  précé- 
dente; d'où  l'on  conclura  que  la  quantité  précédente  est  égale  à  A. 
Donc  A'  est  une  des  racines  de  l'équation  (8).  On  ferait  voir  de  même 
que  B',  C,  sont  deux  racines  de  lajmême  équation.  Donc  A',  B',  C,  sont 
les  trois  valeurs  A  qu'on  a  déjà  employées  pour  déterminer  les  direc- 
tions des  nouveaux  axes. 

Déterminons  maintenant  la  position  des  trois  plans  principaux.  Si  la 
surface  a  un  centre  à  une  distance  finie,  les  trois  plans  principaux  pas- 
seront par  ce  point  :  en  désignant  par  2T'  ce  que  devient  <p[x,  y,  s)+T, 
lorsqu'on  met  pour  x,y,  s,  les  cooi'données  du  centre,  [l'équation  de 
la  surface  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes  principaux  sera 


v7©'     y/ (S)'     }/<& 


on  suppose  qu'on  a  pris  pour  axe  des  x  un  des  trois  axes  principaux 
qui  rencontre  la  surface. 

Si  la  surface  a  son  centre  à  une  distance  infinie,  l'équation  (8)  est 
satisfaite  en  faisant  A=o;  car  si  l'on  fait  A  =  o  dans  les  équations  (7), 
ces  équations  coïncident ,  à  une  constante  près ,  avec  celles  qui  servent 
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à  déterminer  les  coordonnées  du  centre.  Donc  le  dénominateur  com- 
mun de  ces  valeurs  est  égal  à  o.  Donc  l'c  juation  (S)  est  satisfaite. 

Supposons  qu'on  ait  pris  pour  axe  des  x  la  droite  pour  laquelle  on 
a  À  =  o  :  cette  droite  ne  rencontre  la  surface  qu'en  un  seul  point,  car 
on  a ,  dans  cette  hypothèse  , 

ika  -f-  Yc  +  Yb  =  o,     2B6  -j =  o,     2CC  +.  .  .=  o; 

par  conséquent,  la  droite  dont  il  s'agit  est  nécessairement  représentée 
par  les  équations 

2A x  -f-  Ez  -\-  Yj  =  o ,     2Y>j  -f- .  .  .  =  o ,      2C2  + . .  .  =  o  : 

or  l'intersection  de  cette  droite  avec  la  surface  est  la  même  que  celle 
de  cette  droite  avec  le  plan  <p(x,  y,  z)  =  o.  L'équation  de  la  surface  se 
réduira  donc  dans  ce  cas  à  la  forme 

By  +  C'z*  =  Gx  +  Hr  -f-  Kz  -f-  T, 

laquelle  pourra  encore  se  transformer  ainsi , 

(j  - 1)%  .4-  (z  -  a*  _  x  _  0. 


<3F)         2& 


On  suppose  dans  cette  équation  que  le  sens  des  x  positifs  a  été  choisi 
convenablement. 

Si  l'on  transporte  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  au  point 
(£  >  *  >  K)  t  on  aura  l'équation 


2(â)     *& 


qui  est  celle  de  la  surface  rapportée  à  son  diamètre  principal.  Les 
deux  plans  des  zx  et  des  xy  sont  les  seuls  plans  principaux  de  la  sur- 
face ;  le  troisième  est  à  l'infini. 
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Examen  du  cas  où  la  surface  donnée  est  représentée  par  l'équation 

"T.   "+■    —.    H 7Z    —     I. 

Si  l'on  fait  A  =  ,  ,  l'équation  (S),  appliquée  au  cas  actuel,  devient 
t3  —  (p'*-\-q'i-\-r'*)t1-t-  (q'*r'*  s,\n'a-t-r''p'1s'm*€  -{-p^q''  s\n'y)t 

— p'^q'*1'1*  V  =  o. 

eu  posant 

v  =  yi  — cos*a  —  cos'£ — cos*y-\-  2cosacos£  cosy  : 

les  trois  racines  de  cette  équation  donneront  visiblement  les  carrés  des 
trois  demi-axes  principaux. 

Cette  équation  montre  eu  même  temps  que  si  un  ellipsoïde  est  rap- 
porté à  trois  diamètres  conjugués  quelconques,  i°.  la  somme  des 
quarrés  des  demi-axes  conjugués  est  constante;  2°.  la  somme  des 
carrés  des  parallélogrammes  construits  sur  les  demi-axes  conjugués 
pris  deux  à  deux  est  constante;  5°.  le  carré  du  parallélépipède  cons- 
truit sur  les  demi-axes  conjugués  est  constant. 

On  trouverait  d'une  manière  semblable  les  relations  analogues  pour 
les  byperboloïdes. 

Examen  du  cas  où  la  surface  donnée  est  représentée  par  une  équation 

de  la  forme  —,  -f-  — ,  =  x. 
J  iq  ar 

J'appellerai  les  tangentes  à  la  surface  qui  coïncident  avec  les  axes  des 
y  et  des  z,  les  tangentes  conjuguées ,  correspondantes  au  diamètre  qui 
coïncide  avec  l'axe  des  .r.  J'appellerai  2q'  et  ir  les  paramètres  conju- 
gués du  diamètre  qui  coïncide  avec  l'axe  des  x ,  relatifs  aux  tangentes 
qui  coïncident  avec  les  axes  des  y  et  des  z'.  Si  les  axes  sont  rectangu- 
laires, ces  paramètres  sont  les  paramètres  principaux  de  la  surface. 

Cela  posé,  soit  comme  précédemment  À  :=  -  l'équation  (8)  appli- 
quée au  cas  actuel  devient 

**  —  (2^  sin1  ë  +  iq'  siny*)  t  +  ^p'q's1  =  o. 

Les  deux  racines  de  cette  équation  donneront  les  deux  paramètres 
principaux  de  la  surface. 
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Celte  équation  démontre  en  même  temps  les  théorèmes  suivants  : 
Lorsqu'un  paraboloïde  elliptique  est  rapporté  à  l'un  quelconque  de  ses 
diamètres  et  à  deux  tangentes  conjuguées  correspondantes,  si  l'on 
prend  sur  le  diamètre  à  partir  de  l'origine  une  longueur  égale  à  l'unité, 
sur  chacune  des  deux  tangentes  correspondantes  à  ce  diamètre  une 
longueur  égale  à  la  racine  quarrée  du  paramètre  relatif  à  cette  tan- 
gente, i°.  la  somme  des  quarrés  des  parallélogrammes  qui  ont  pour 
côté  commun  la  longueur  prise  sur  ce  diamètre,  et  pour  l'autre  côté 
la  longueur  prise  sur  chacune  des  tangentes  conjuguées,  est  constante; 
2°.  le  quarré  du  volume  ou  simplement  le  volume  du  parallélépipède 
construit  sur  les  longueurs  qu'on  a  prises  sur  le  diamètre  et  sur  les 
tangentes  conjuguées  est  constant  (*). 

On  trouverait  de  la  même  manière,  les  relations  analogues  pour  le 
paraboloïde  hyperbolique.  Ces  relations  n'avaient  pas,  je  crois,  encore 
été  remarquées. 


'*)  Après  avoir   trouvé  ces  théorèmes  par  la  méthode  qui  vient  d'être  indi- 
quée ,  je  me  suis  aperçu  qu'on  pouvait  les  déduire  fort  simplement  des  relations 
connues  entre  les  diamètres  principaux  et  les  diamètres  conjugués  d'un  ellip- 
soïde; en  effet,  soient  a,  b,  clés  trois  diamètres  principaux  de  l'ellipsoïde  ;  a,  b' ',  c 
trois  diamètres  conjugués;  «,  C,  y  les  angles  que  les  diamètres  c',  b' ,  «'font  res- 
pectivement avec  les  diamètres  b',  a',  c  :  on  aura  les  trois  relations  suivantes 
c  a*  -\-  b*  -}-  c1  =  a-  -|-  b'-  ■+■  c'" 
(i)      <    ô'ca  -j-  c'a*  +  a'b'  =  b'*c'*  sin1  a.  -J-  c'a'*  sin1  C  -f-  d*b'"  sin1  y 
[  a'^c1  =  d*b'*c'-\* , 

v-  désignant  le  quarré  du  volume  du  parallélépipède  dont  les  arêtes  contiguës  coïn- 
cident en  direction  avec  les  diamètres  a\b' ,c'  et  sont  toutes  trois  égales  à  l'unité. 
Divisons  la  première  des  équations  (r)  par  a-  ;  la  deuxième  par  a3;  la  troisième 
par  a*.  Faisons  croître  ensuite  a,  b,  c,  a',  b',  c  indéfiniment,  mais  de  manière  qu'à 

....      a  b"  f-  b'1        ,    c'1  ,    . 

la  limite  — =i,  —  =  <?,'  — ==r,  -r=ry,-r  =  r:  nous  aurons  les  relations 


q  -f-  r  :=  q'  sin3  y  +  r'  sin3  C , 
qr  =  q'  r  v1 , 

lesquelles  donnent  lieu  aux  théorèmes  énoncés  dans  le  texte. 
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GÉOMÉTRIE. 

Analogie  entre  des  propositions  de  Géométrie  plane  et  de 
Géométrie  a  trois  dimensions. —  Géométrie  de  la  Sphère. 
—  Hyperboloïde  a  une  nappe  ; 

Par  M.  CHASLES  (*), 


Si  l'on  fait  tourner  autour  de  deux  points  fixes,  dans  un  plan ,  deux 
droites  rectangulaires,  leur  point  d'intersection  décrit  une  circonfé- 
rence de  cercle;  et  si  l'on  prend  sur  la  droite  qui  joint  les  deux  points 
fixes,  deux  autres  points  qui  soient  conjugués  harmoniques  par  rapport 
aux  deux  premiers,  les  distances  de  chaque  point  de  la  circonférence 
du  cercle  à  ces  deux  nouveaux  points  sont  entre  elles  dans  un  rapport 
constant. 

Nous  nous  proposons  de  démontrer  les  propriétés  analogues ,  dans 
l'espace,  à  ces  deux  propriétés  élémentaires  du  cercle;  lesquelles  sont 
relatives  à  deux  plans  rectangulaires  qui  tournent  autour  de  deux 
droites  fixes,  ou  à  deux  arcs  de  grands  cercles  de  la  sphère  qui 
tournent  autour  de  deux  points  fixes  en  se  coupant  à  angle  droit. 


(*)  J'emploierai  le  plus  souvent,  dans  les  articles  que  M.  le  Rédacteur  de  ce 
Journal  voudra  bien  accueillir,  des  considérations  de  Géométrie ,  de  préférence 
à  la  voie  du  calcul.  Quelquefois  cette  manière  aura  sur  l'analyse  l'avantage 
de  la  brièveté;  d'autres  fois,  ce  sera  le  contraire.  Dans  ce  second  cas,  je 
prie  le  lecteur  de  voir,  dans  mon  travail ,  non  point  seulement  quelques  théo- 
rèmes nouveaux,  ou  peut-être  déjà  connus,  qu'on  démontrerait  plus  aisé- 
ment d'une  autre  manière ,  mais  un  exercice  sur  la  méthode  purement  géomé- 
trique, auquel  je  me  serai  livré  par  goût. 
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Supposons  d'abord  que  les  deux  droites  fixes  soient  situées  dans  un 
même  plan.  Si,  autour  de  ces  deux  droites,  on  fait  tourner  deux  plans 
rectangulaires  ,  la  droite  d'intersection  de  ces  deux  plans  décrira  un 
cône  du  second  degré  qui  passera  par  ces  deux  droites,  et  dont  les 
sections  circulaires  seront  dans  des  plans  perpendiculaires  à  ces  mêmes 
droites  respectivement. 

En  effet,  quand  deux  plans  sont  rectangulaires,  tout  plan  perpen- 
diculaire à  l'un  d'eux  les  coupe  suivant  deux  droites  rectangulaires  ; 
donc  un  plan  transversal  perpendiculaire  à  l'une  des  deux  droites  fixes 
coupe  les  deux  plans  mobiles  suivant  deux  droites  rectangulaires  :  or 
ces  deux  droites  passent  par  les  deux  points  fixes  où  le  plan  transver- 
sal coupe  les  deux  droites  fixes;  leur  point  d'intersection  engendre 
donc  un  cercle  passant  par  ces  deux  points  fixes ,  et  sur  lequel  s'appuie 
la  droite  d'inlersection  des  deux  plans  mobiles.  Ce  qui  démontre  le 
théorème. 

Soient  (Planche  I,  fig.  2)  SO,  SO',  les  deux  droites  fixes,  etsoitOmO' 
la  section  circulaire  faite  dans  le  cône  par  un  plan  transversal  perpen- 
diculaire à  la  première  droite  SO. 

La  droite  00' est  un  diamètre  du  cercle.  Nous  supposons,  pour  nous 
représenter  la  figure,  que  le  cercle  est  situé  dans  un  plan  vertical,  et 
les  deux  droites  SO,  SO',  dans  un  plan  horizontal. 

Prenons  les  deux  points  D  ,  D',  conjugués  harmoniques  par  rapport 

aux  extrémités  du  diamètre  00'  (c'est-à-dire  tels  que  l'on  ait  fwy:=:rwy)>' 

et  menons  les  deux  droites  SD ,  SD';  elles  seront  conjuguées  harmo- 
niques par  rapport  aux  deux  droites  fixes  SO,  SO'  (c'est-à-dire  qu'on 

siu  DSO  sin  D'S0\     T      t  1        t  j  /        ?  •    . 

aura  - — — - -   =    .  _,    -,  ).  Je  dis  que  les  distances  de   chaque  point 
sm  DSO'  sinUiO/  *  *        ' 

m  de  la  circonjérence  du  cercle ,   aux  deux  droites  SD,  SD',  seront 

entre  elles  dans  un  rapport  constant. 

Ainsi  soient  mp,  mp'  les  perpendiculaires  abaissées  du  point  m  sur 

les  droites  SD,  SD';  il  faut  prouver  que  l'on  a  -£-.  =  constante. 

On  a         mp  =  niD .  sin  7?i\)S ,     mp'  =  mD' .  siu  mD'S  ; 

mp  mD         sin  mDS 

mp'  "~    mT>'    '    sin  mDS' 
Septembre  i336.  43 
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Soient  Oq,  Oq'  les  perpendiculaires  abaissées  dn  point  0  sur  les  deux 
droites  mD .  mD';  ces  deux  perpendiculaires  sont  égales  entre  elles, 
car  on 

0?=0D.sinmD0,    0«'  =  0D'.sin  mD'O  ;     %L  =  %  .  ™^° 

1  '  Oq  OD        sin  mu  U 

Or,  dans  le  triangle  D/?iD',  on  a 

sin  mDO  mD'  OD' 

-. jtt^  =  —=-  =  constante    =  r^-  ; 

sin  mu  0  ml)  OD 

d'où       OD.sin  7?iD0  =  0D'.sin  mD'O  ;   et,  par  suite,    Oq  =  Oq'. 

La  droite  OS  étant  perpendiculaire  au  plan  du  cercle,  et  les  points 
q ,  q'  étant  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  0  sur  les 
deux  droites  mD  ,  mD'  comprises  dans  ce  plan ,  les  droites  Sq ,  Sq'  sont 
les  perpendiculaires  abaissées  du  point  S  sur  ces  droites  mD  ,  mD1  ;  et 
ces  perpendiculaires  sont  égales,  puisque  Oq  =  Oq'. 

On  a  dans  le  triangle  S<yD,  rectangle  en  q  ,  sin  ?nDS  =  ^-.  Pareil- 
lement ,    sin  7?îD'S  =  ^  ,  d'où,  à  cause  de  Sq  =:  Sq' , 

sin  mDS  SD' 

sinmD'S  SD~* 

Il  vient  donc 

mp   mu       SD' 

mp'         mD'  '  SD 

Le  rapport  — =-7  est  constant,  par  la  propriété  connue  du  cercle  ;  SD, 

SD    sont  constantes;  le  rapport  —,  est  donc  constant,    quelle   que 

soit  la  position  du  point  m  sur  la  circonférence  du  cercle.  Ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

Le  rapport  des  sinus  des  angles  que  la  droite  Sm  fait  ayec  les  deux 
droites  SD,  SD'  est  le  même  que  celui  des  perpendiculaires  mp ,  mp  ; 
ce  rapport  des  deux  sinus  est  donc  constant.  On  conclut  donc,  de  ce 
que  nous  venons  de  démontrer  .  ce  théorème  : 

Théorème  I.  Sij  autour  de  deux  droites  fixes  situées  dans  un 
même  plan ,  on  fait  tourner  deux  plans  rectangulaires  ; 
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1°.  La  droite  d'intersection  de  ces  deux  plans  décrira  un  cône  du 
second  degré; 

20.  Les  plans  des  sections  circulaires  de  ce  cône  seront  perpendicu- 
laires aux  deux  droites  fixes ,  respectivement  ; 

5°.  Si  dans  le  plan  de  ces  deux  droites ,  et  par  leur  point  de  ren- 
contre ,  on  mène  deux  autres  droites  qui  soient  conjuguées  harmoniques 
par  rapport  aux  deux  premières,  les  sinus  des  angles  que  chaque  arête 
du  cône  fera  avec  ces  deux  nouvelles  droites  seront  entre  eux  dans  une 
raison  constante. 

Nous  pourrions  exprimer  cette  troisième  partie  du  théorème,  en 
disant  que  les  distances  de  chaque  point  de  la  surface  du  cône,  aux 
deux  nouvelles  droites ,  sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant. 

Quand  on  a  un  cône  du  second  degré,  si  par  son  sommet  on  mène 
des  droites  perpendiculaires  à  ses  plans  tangents,  ces  droites  forment 
un  second  cône  qui  est  aussi  du  second  degré,  et  qui  jouit  de  cette 
propriété  réciproque,  que  ses  plans  tangents  sont  perpendiculaires  aux 
arêtes  du  premier  (*).  Ces  deux  cônes  sont  dits  supplémentaires  l'un 
de  l'autre.  Leur  considération  sert  pour  doubler  les  propriétés  des 
cônes  du  second  degré,  de  même  que  le  triangle  réciproque ,  ou  sup- 
plémentaire, sur  la  sphère,  sert  pour  doubler,  ou  dualiser,  les  propo- 
sitions sphériques.  Une  propriété  très  importante  de  deux  cônes  sup- 
plémentaires ,  dont  nous  allons  faire  usage,  c'est  que  les  lignes  focales 
de  l'un  sont  perpendiculaires  respectivement  aux  plans  des  sections 
circulaires  de  l'autre  (**). 

D'après  cela,  le  théorème  énoncé  ci-dessus  nous  donne,  par  la  con- 
sidération du  cône  supplémentaire,  le  suivant  : 

Théorème  II.  Etant  donnés  deux  plans  fixes,  si  un  point  de  leur 
intersection  commune  est  pris  pour  le  sommet  d'un  angle  droit  mobile, 
dont  les  côtés  se  meuvent  dans  les  deux  plans  fixes  respectivement  ; 


{*)  Nous  avons  donné  la  démonstration  de  cette  proposition  dans  notre  Mémoire 
sur  les  propriétés  générales  des  cônes  du  second  degré. 

(**)  Voir  le  Mémoire  cité  ;  page  1 3.  Les  lignes^/ôca/er  d'un  cône  du  second  degré 
sont  deux  droites  qui  jouissent  de  propriétés  analogues  à  celles  des  foyers  dans  les 
coniques. 

47.. 
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i°.  Le  plan  de  cet  angle  droit  enveloppera  un  cône  du  second 
degré  ; 

20.  Les  lignes  jocales  de  ce  cône  seront  perpendiculaires  aux  deux 
plans fixes  _,  respectivement  ; 

5°.  Si  par  la  droite  d'intersection  de  ces  deux  plans  on  mène  deux 
autres  plans  fixes  qui  soient  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux 
deux  premiers  (*)  -,  les  sinus  des  angles  que  le  plan  de  l'angle  mobile 
fera  avec  ces  deux  nouveaux  plans  seront  entre  eux  dans  un  rapport 
constant. 

En  observaut  que,  dans  un  augle  trièdre ,  les  sinus  des  angles  plans 
sont  entre  eux  comme  les  sinus  des  angles  dièdres  opposés,  on  voit 
qu'on  pourrait  donner  à  la  troisième  partie  de  chacun  des  deux  théo- 
rèmes précédents  un  autre  énoncé. 

Les  propriétés  des  cônes  du  second  degré  donnent  toujours  lieu  à 
des  propriétés  correspondantes  des  coniques  sphériques.  On  a  appelé 
ainsi  les  courbes  à  double  courbure  qui  résultent  de  l'intersection  d'une 
sphère  par  un  cône  du  second  degré  qui  a  son  sommet  au  centre  de  la 
sphère.  Ce  sont  des  lignes  de  courbure  du  cône.  Ces  courbes  ont  des 
foyers  qui  sont  les  points  où.  les  droites  focales  du  cône  percent  la 
sphère.  Les  plans  menés  par  le  sommet  du  cône,  parallèlement 
aux  plans  de  ses  sections  circulaires  ,  coupent  la  sphère  suivant 
deux  grands  cercles  qui  jouent,  par  rapport  aux  coniques  sphé- 
riques, un  rôle  aussi  important  que  celui  de  leurs  foyers.  Nous  avons 
.ippelé  ces  arcs  de  grands  cercles  les  arcs  cycliques  de  la  courbe  (**), 
à  cause  de  la  dénomination  de  plans  cycliques  que  nous  avions  adoptée 
pour  les  plans  menés  par  le  sommet  d'un  cône,  parallèlement  aux 
plans  de  ses  sections  circulaires.  Les  propriétés  des  arcs  cycliques  d'une 
conique  sphérique  sont  nombreuses.  Plusieurs  sont  analogues  aux  pro- 
priétés des  asymptotes  dans  les  coniques  planes.  Par  exemple  ,  le  trian- 

[*)  Deux  plans  C,D,  menés  par  l'intersection  de  deux  premiers  plans  A,B,  sont  dit? 

...                                             .              ,           sinC,^          sinD.A 
conjugues  harmoniques  par  rapport  a  ceux-ci,  quand  on  a — -p^—    = ^s^« 

sinC,  B         sinD,  B 

(**)  Mémoire  de  Géométrie  sur  les  propriétés  générales  des  coniques  sphériques  ; 

in-4°,  i83i ,  Bachelier. 
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gle  formé  par  les  deux  arcs  cycliques  et  l'arc  de  grand  cercle  tangent 
à  la  conique  en  un  quelconque  de  ses  points ,  a  sa  surface  constante. 

Ces  définitions  étant  admises ,  les  deux  théorèmes  démontrés  ci-des- 
sus donnent  les  deux  suivants  : 

Théorème  III.  Etant  pris  sur  la  sphère  deux  points  fixes  ,  si  autoui 
de  ces  deux  points  on  fait,  tourner  deux  arcs  de  grands  cercles  ,  jai- 
sant  entre  eux  un  angle  droit  ; 

i°.  Le  point  d'intersection  de  ces  deux  arcs  décrira  une  conique 
sphérique  ; 

2°.  Les  arcs  cycliques  de  cette  courbe  seront  dans  des  plans  perpen- 
diculaires aux  rayons  de  la  sphère  qui  aboutissent  aux  deux  points 
fixes  ; 

3°.  Si,  sur  lare  de  grand  cercle  qui  joint  ces  deux  points ,  on  prend 
deux  autres  points,  qui  soient  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux 
deux  premiers  (*) ,  le  rapport  des  sinus  des  arcs  menés  de  chaque 
point  de  la  conique  à  ces  deux  nouveaux  points  ,  sera  constant. 

Théorème  IV.  Etant  donnés  sur  la  sphère  deux  arcs  de  grands 
cercles  fixes ,  si  Von  fait  mouvoir  un  arc  de  grand  cercle  égal  à  un 
quadrant ,  de  manière  que  ses  deux  extrémités  glissent  sur  les  deux 
arcs  fixes  ; 

1  °.  Cet  arc  mobile  enveloppera  une  conique  sphérique  ; 

2°.  Les  foyers  de  cette  courbe  seront  les  pôles  des  deux  arcs  de  g  rands 
cercles  fixes  ; 

5°.  Si,  par  le  point  d'intersection  de  ces  deux  arcs ,  on  mène  deux 
arcs  de  grands  cercles ,  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux 
premiers  (**) ,  les  sinus  des  inclinaisons  du  quadrant  mobile  sur  ces 

(*)  Deux  points  c  ,  d,  pris  sur  l'arc  de  grand  cercle  qui  passe  par  deux  points 
donnés  a ,  b  ,  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  ces  deux-ci ,  quand  on  a 

sin  .  ca  sin  .  da 

sin  .  cb         sin  .  db' 

(**)  Deux  arcs  de  grands  cercles  C,  D,  menés  par  le  point  d'intersection  de  deu>. 
autres  arcs  de  grands  cercles  A,B,  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport 
à  ceux-ci ,  quand  on  a 

sin  .  C,  À  sin  .  D,  A 

sin    rC,B         sin.D,B 
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deux  nouveaux  arcs ,  seront  entre  eux  dans  un  rapport  constant. 

Maintenant  considérons  deux  droites  situées  d'une  manière  quel- 
conque dans  l'espace,  et  faisons  tourner  autour  d'elles  deux  plans  rec- 
tangulaires; la  surface  engendrée  par  leur  droite  d'intersection  devient 
un  hyperboloïde;  et  les  analogies  que  nous  avons  trouvées,  dans  le 
théorème  I,  entre  le  cône  et  le  cercle,  se  conservent  dans  cet  hyper- 
boloïde. 

Voici  le  théorème  qui  les  exprime  : 

Théorème  V.  Si,  autour  de  deux  droites  fixes ,  situées  d'une  ma- 
nière  quelconque  da?is  V  espace,  on  fait  tourner  deux  plans  rectangu- 
laires , 

i°.  La  droite  d'intersection  de  ces  deux  plans  engendrera  un  hyper- 
boloïde a  une  nappe  ; 

2°.  Les  plans  des  sections  circulaires  de  cet  hyperboloïde  seront  per- 
pendiculaires aux  deux  droites  respectivement  ; 

3°.  On  pourra  mener,  d'une  infinité  de  manières,  deux  autres 
droites  dans  l'espace,  telles  que  les  distances  de  chaque  point  de  l'hjrper- 
boldide  à  ces  deux  droites  seront  entre  elles  dans  un  rapport  constant. 

En  effet,  concevons  un  plan  transversal  perpendiculaire  à  l'une  des 
deux  droites  fixes,  autour  desquelles  tournent  les  deux  plans  rectan- 
gulaires; il  coupera  ces  deux  plans  suivant  deux  droites  qui  seront  rec- 
tangulaires, comme  dans  le  cas  où  les  deux  droites  fixes  sont  situées 
dans  un  même  plan.  Donc  la  droite  d'intersection  des  deux  plans  mo- 
biles s'appuie  sur  la  circonférence  de  cercle  située  dans  le  plan  trans- 
versal ,  et  qui  a  pour  diamètre  la  droite  qui  joint  les  deux  points  où  ce 
plan  rencontre  les  deux  droites  fixes.  Or.  cette  droite  d'intersection  des 
deux  plans  mobiles  s'appuie  sur  les  deux  droites  fixes.  On  conclut  de 
là  qu'elle  engendre  un  hyperboloïde;  car  prenons  trois  positions  de 
cette  droite  génératrice,  et  considérons-les  comme  les  trois  directrices 
d'un  hyperboloïde  ;  cet  hyperboloïde  passera  par  les  deux  droites  fixes, 
puisque  ces  trois  directrices  s'appuient  sur  ces  deux  droites;  de  plus, 
cet  hyperboloïde  passera  par  la  circonférence  du  cercle ,  parce  qu'il 
passera  par  cinq  points  de  cette  courbe,  qui  sont  ceux  où  les  deux 
droites  fixes  et  les  trois  positions  de  la  droite  mobile,  prises  pour  di- 
rectrices de  l'hyperboloïde,  s'appuient  sur  cette  circonférence.  Ainsi, 
cette  circonférence  est  tout  entière  sur  l'hyperboloïde.   Il  en  résulte 
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que  la  droite  d'intersection  de  deux  plans  rectangulaires  quelconques, 
menés  par  les  deux  droites  fixes  ,  a  trois  points  communs  avec  l'hy- 
perboloïde; lesquels  points  sont  situés  sur  la  circonférence  et  sur  les 
deux  droites  fixes;  cette  droite  est  donc  tout  entière  sur  l'hyperbo- 
loïde. 

Ainsi,  il  est  démontré  que  quand  deux  plans  rectangulaires  tour- 
nent autour  de  deux  droites  situées  d'une  manière  quelconque  dans 
l'espace,  leur  droite  d'intersection  engendre  un  hjperboloïde  à  une 
nappe  dont  les  sections  circulaires  sont  dans  des  plans  perpendicu- 
laires aux  deux  droites  respectivement. 

MM.  Hachette  etBinet,  en  démontrant  par  l'analyse  la  première 
partie  de  ce  théorème  {Correspondance  polytechnique ,  t.  Il ,  p.  71), 
avaient  bien  remarqué  que  l'hyperboloïde  n'était  pas  d'une  construc- 
tion générale  ,  parce  que  son  équation,  rapportée  à  ses  trois  axes  prin- 
cipaux ne  contenait  que  deux  constantes.  Mais  ces  deux  géomètres 
n'avaient  pas  recherché  à  quel  fait  géométrique  répondait  ce  résultat 
de  l'analyse.  Notre  démonstration  montre  que  le  caractère  particulier 
de  l'hyperboloïde  consiste  en  ce  que  les  plans  de  ses  sections  circu- 
laires sont  perpendiculaires  respectivement  à  deux  génératrices. 

L'hyperboloïde  jouit  de  cette  autre  propriété  caractéristique,  que 
chacun  de  ses  points  a  ses  distances  à  deux  droites  fixes  dans  un  rap- 
port constant;  et  il  existe  une  infinité  de  systèmes  de  deux  droites 
pour  lesquelles  cela  a  lieu;  de  sorte  que  le  rapport  étant  donné,  les 
deux  droites  pourront  être  déterminées. 

Cette  proposition  est  la  troisième  partie  du  théorème  que  nous 
avons  énoncé;  en  voici  la  démonstration. 

Soit  00'  la  droite  qui  mesure  la  plus  courte  distance  des  deux 
droites  OA ,  O'A' ,  autour  desquelles  on  fait  tourner  les  deux  plans 
rectangulaires.  Par  cette  droite  00'  menons  le  plan  perpendicu- 
laire à  la  droite  OA  ;  il  coupera  l'hyperboloïde  suivant  une  circonfé- 
rence de  cercle  OmO' ,  ainsi  que  nous  l'avons  démontré. 

Soit  /je  un  rapport  donné;  sur  la  droite  00',  et  sur  son  prolongement, 

i    !  tv    ™       1  .>         .    OD         O'D 

je  prends  deux  points  D,  D  ,  tels  que  1  on  ait  ^-7  =  ~jy-  =  fx;  et  par 

ces  deux  points,  respectivement,  je  mène  deux  droites  DB,  D'B', 
perpendiculaires  à  la  droite  00',  et  telles  que  l'on  ait 
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sin(OA ,     PB) sin(Q'A',    PB) _ 

sin(OA,  D'B')  sm(0'A',D'B')  ^\   )'■> 

je  dis  que  ces  deux  droites  DB,  D'B',   jouiront  de  cetlc  double  pro- 
priété : 

i\  Que  le  rapport  dts  distances  de  chaque  point  m  de  la  circonfé- 
rence OrriO',  à  ces  deux  droites,  est  constant  et  égal  à  ^fy  =  P-  ; 

2°.  Que  le  rapport  des  distances  de  chaque  point  de  l'une  quelconque 
des  deux  droites  OA,  O'A',  à  ces  deux  mêmes  droites  DB,  D'B',  est 
aussi  constant,  et  égal  à//. 

En  effet,  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  m  sur  la  droite  DB  est 
égale  à  7?*D.sin.mDB  (Planche  I,  fig.  5);  et  la  perpendiculaire  abaissée 
du  même  poiut  sur  la  droite  D'B'  est  égale  à  mD'.sin.  wzD'B'.  Le  rap- 
port de  ces  deux  perpendiculaires  est  donc  égal  à 

77?P  sin.mDB 

mD'    "  sin.  mD'W  ' 

Or,  on  a  dans  l'angle  trièdre  dont  les  trois  arêtes  sont  DO,  Dm,  DB',  et 

dont  l'angle  plan  ODB  est  droit,  cos  .mDB=sin.raDO  .cos .  (mDO,ODB), 
Pareillement , 

cos.mD'B'  =  sin.mD'0.cos.(/»D'0,  OD'B'). 

cos.mPB        _   sin.wPO  cos.(mDO,  OPB) 

1C'  cos.  m  PB'  smTmDT)    '     cas.  (mD  0,OP'B')" 

sin.mDO  mD'  OP' 

Oa  a  I;_  _,vn   =    T^n     =   const-   =   nn  > 


et 


sin.mDO  mT)  '  OP 

cos.(mPO,  ODB)     _  _    sin{OA,  PB)    _    OP 
cos  (mD'O,  ODB')  sin  (OA,  OB')    —    OP'' 


(*)  On  voit  que  cela  se  re'duit  à  prendre  deux  points  P  ,  P',  tels  que  le  rapport 
des  distances  de  chacun  des  deux  points  0  ,  O',  à  ces  deux  points,  soit  égal  à  fi  ; 
,'t  quant  à  la  direction  des  droites  DB,  D'B',  qu'on  mène  par  le  point  0  une  paral- 
lèle Oa  à  O'A',  et  qu'on  cherche  deux  droites,  Ob,  Ob',  telles  que  le  rapport  des  dis- 
tances de  chaque  point  de  l'une  quelconque  des  deux  OA,  Oa,  à  ces  deux  droites, 
soit  égalai;  les  droitesDB,  D'B' devront  être  parallèles  à  Ob  ,  Ob',  respectivement. 

Les  deux  points  D,  D',  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  0,  0'; 
et  les  deux  droites  Ob,  Ob',  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  deui 
OA.  Oa'. 
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rv                                                 cos.mDB 
Donc,  -—  =   i. 

cos  .raUB 

Donc  les   angles  mDB    et    mD'B'    sont    égaux,    et    l'on    a 

sin  7«DB=  sinmD'B';  et  par  conséquent  le  rapport  des  perpendicu- 
laires abaissées  du  point  m  sur  les  deux  droites  DB,  DB',  est  simple- 

.    mD  OD  r-    r»    r    n 

ment^=  ÔF  =^    C.Q.F.P. 

Maintenant  il  nous  faut  prouver  que  les  distances  d'un  point  quel- 
conque a  ,  de  la  droite  OA  ,  aux  deux  droites  DB,  D'B',  sont  encore 

entre  elles  dans  le  rapport  ^7. 

Que  d'un  point  a  de  OA  on  abaisse  une  perpendiculaire  aq  sur  D/; 
parallèle  à  OA,  du  point  q  une  perpendiculaire  qp  sur  DB;  ap  sera  per- 
pendiculaire sur  DB;  el  l'on  aura  dans  le  triangle  apq  rectangle  en  q , 


ap  =  aq  +  qp  =  aq  -|-  qD  .sin'.çDB. 

Pareillement  ap'  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  a  sur  la  se- 
conde droite  D'B',  ou  aura 

âp'=  ~âq'*+  9^  =  âq'%+  ^D7  sin'.ç'D'B'. 

p.  sin.oDB  OD  .-.„  ,         .-.,-., 

Ol'0na  sm.gW   =   CÛT;      «?=QD»      «?=0D; 

il  vient  donc 

a~p  =  Ôd"  +  al)  .  sinV^DB, 


et 


a/=QD'  +  aO  .  ~.sin\«DB  =  ^5_[0D  +  a0'.  sin'.oDB]"; 
OD  OD 


— y       OD'      —' 
ap   =  z=r,  •  ap 
OD" 


D'où  aA=%.         C.  Q.  F.  D. 

ap        OD  x 

Il  résulte  de  là ,  sans  qu'il  soit  besoin  d'une  nouvelle  démonstra- 
tion ,  que  les  distances  d'un  point  quelconque  de  la  seconde  droite  O'A', 

aux  deux  droites  DB,  D'B',  sont  aussi  entre  elles  dans  le  rapport  ^=p. 

Ainsi  il||est  prouvé  que,  si  l'on  demande  le  lieu  géométrique  d'un 

Septembre  i836.  /3 
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point  dont  les  distances  aux  deux  droites  DB,  D'IV  soient  eutre  elles 
dans  le  rapport  de  OD  à  OD',  ce  lieu  sera  une  surface  qui  passera  par 
les  deux  droites  OA ,  O'A',  et  par  la  circonférence  de  cercle  OmO'.  Or 
ce  lieu  sera  évidemment  une  surface  du  second  degré ,  parce  que  la 
formule  de  géométrie  analytique  qui  donne  le  carré  de  la  distance  d'un 
point  à  une  droite,  contient  les  coordonnées  de  ce  point  au  second 
degré;  ce  lieu  sera  donc  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  passant  par 
les  deux  droites  OA,  O'A',  et  par  la  circonférence  de  cercle  0/nO'.  Mais 
il  n'existe  qu'un  hyperboloïde  qui  satisfasse  à  cette  double  condition  , 
c'est  celui  qui  est  engendré  par  l'intersection  de  deux  plans  rectangu- 
laires tournant  autour  des  deux  droites  OA  ,  O'A'  ;  donc  cet  hyperbo- 
loïde jouit  de  la  propriété  que  les  distances  de  chacun  de  ses  points  aux 
deux  droites  DB,  D'B'  sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant. 

Ainsi  le  théorème   V  est  démontré. 

On  prouverait  aisément  que  chaque  point  de  la  droite  Oa' ,  me- 
née parallèlement  à  la  droite  O'A',  a  ses  distances  aux  deux  droites  DB, 
D'B',  dans  le  rapport  jx;  par  conséquent  cette  droite  est  sur  l'hyperbo- 
loide.  Pareillement  la  parallèle  à  la  droite  OA  ,  menée  par  le  point  0', 
est  sur  l'hyperboloïde.  On  conclut  de  là  que  les  plans  tangents  à  l'hy- 
perboloïde ,  aux  points  0 ,  0',  sont  parallèles  entre  eux  et  perpendicu- 
laires à  la  droite  00'  ;  ce  qui  prouve  que  ces  points  sont  deux  som- 
mets de  la  surface. 
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Démonstration  du  Parallélogramme  des  Forces  ; 
Par  M.  AIMÉ. 


i"  Lemme.  Si  deux  forces  égales  sont  appliquées  au  point  o  (Planche 
I,  fig.  4)>  leur  résultante,  qui  divisera  leur  angle  en  deux  parties 
égales,  sera  d'autant  plus  petite  que  l'angle  approchera  plus  de  deux 
droits. 

Considérons  en  effet  les  deux  angles  P'oP"  et  PoP'",  tels  qu'ils  soient 
divisés  en  deux  parties  égales  par  la  droite  AB ,  et  que  l'on  ait 
PoP '"■<  P'oP";  si  l'on  applique  quatre  forces  égales  suivant  les  direc- 
tions des  côtés  de  ces  angles  et  qu'on  les  représente  par  les  lignes  oP, 
oP';  oP",  oP'",  la  résultante  des  deux  forces  oP,  oP'  sera  dirigée  suivant 
oR  et  celle  des  deux  autres  suivant  oR'.  Or,  puisque  l'angle  RoR'  est  di- 
rigé du  côté  de  oA,  la  résultante  totale  tombera  sur  oA;  ce  qui  prouve 
clairement  que  les  deux  forces  oP,  oP'"  ont  une  résultante  plus  grande 
que  celle  des  deux  forces  oP',  oP". 

2e  Lemme.  Le  rapport  entre  la  résultante  de  deux  forces  égales  et 
l'une  des  composantes  est  constant ,  quand  l'angle  des  forces  ne  variant 
pas,  on  fait  seulement  varier  la  grandeur  des  forces. 

Cela  est  évident  dans  le  cas  des  forcescommensu'-ables.  Supposons  donc 
deux  forces  égales  appliquées  au  point  A  (Planche  I,  fig.  5),  représen- 
tées en  grandeur  par  les  lignes  AC  ,  AC,  et  incommensurables  avec 
l'unité  de  force.  Considérons  deux  forces  AB,  AB'  égales  et  commen- 
surables  et  supposons  que  dans  ce  cas  on  sache  que  leur  résultante  est 
représentée  par  2A0,  je  dis  que  l'on  pourra  en  conclure  que  la  résul- 
tante de  AC,  AC  est  représentée  par  2A0'.  Car  si  la  résultante  était  re- 
présentée en  grandeur  par  2A0",  on  pourrait  prendre  une  unité  de  force 
assez  petite  pour  qu'en  la  portant  sur  AC  et  AC  un  même  nombre  de 
fois,  on  obtint  deux  forces  égales  AD  et  AD',  dont  la  nouvelle  résultante 
2A0'"  se  trouvât  comprise  entre  Ao"  et  Ao'.  On  arriverait  donc  à  une 

43.. 
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absurdité,  car  la  résultante  des  deux  forces  AD  et  AD'  ne  peut  être 
plus  grande  que  celle  des  deuxforces  AC,  AC. 

5e  Lemme.  Soient  quatre  forces  égales  P,  P',  P",  P'"(fig.  6)  appli- 
quées au  point  S;  appelons  a  chacun  des  deux  angles  égaux  PSP"  et 
P'"SF;  désignons  par  £  l'angle  P"SP"\  Alors  l'angle  PSP'  sera  égal  a 
£  -f-  2a.  Divisons  chaque  angle  et  en  deux  parties  égales  par  les  droites 
SA,  SA';  l'angle  ASA'  sera  ê  +  a.  Divisons  en  deux  parties  égales 
l'angle  ê  par  la  droite  So.  Cette  construction  étant  effectuée,  je  veux 
établir  que  si  pour  trois  quelconques  des  quatre  angles  et,  Ç,  £-f-  a , 
€  -f-  2a,  la  résultante  de  deux  forces  égales  est  représentée  par  la  dia- 
gonale du  parallélogramme  construit  sur  les  côtés  qui  représentent 
les  forces,  elle  le  sera  aussi  pour  le  quatrième. 

En  effet,  menons  PoP',  Ao'A',  P"o"P'".  Nous  avons  par  construction 
4So'=2So  +  2Sor/;  or,  dans  tous  les  cas,  nous  devons  avoir  la  résul- 
tante des  quatre  forces  P,  P',  P",  P'"  égale  à  celle  des  deux  résultantes 
de  P,  P"  et  P',  Pm.  Si  donc  le  parallélogramme  des  forces  est  vrai  par 
exemple  pour  les  trois  angles  et,  £,  ê-f-a,  il  sera  vrai  pour  £-f-2a. 
Car  soit  x  la  grandeur  de  la  résultante  pour  l'angle  £-f-2a:  on  aura 
4So' = x -f- 2S0" ,  d'où  l'on  tire  x=iSo.   C.  Q.  F.  D. 

4e  Lemme.  Si  la  résultante  de  deux  forces  égales  faisant  entre  elles 
un  angle  2a  est  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la  diago- 
nale du  parallélogramme  construit  sur  les  côtés  qui  représentent  ces 
forces,  la  même  chose  aura  lieu  pour  un  angle  moitié  moindre  a. 

Pour  le  prouver,  faisons  £  =  o  dans  la  figure  G  qui  se  change  alors 
dans  la  figure  7.  Je  dis  que  2SA  représentera  la  résultante  des  deux 
forces  égales  P,  P'"  comprenant  entre  elles  un  angle  et.  En  effet,  repré- 
sentons par  2X  la  grandeur  inconnue  de  cette  résultante  qui  divise 
l'angle  PSP"  en  deux  parties  égales  :  2X  sera  aussi  la  résultante  des 
forces  P',  POT  :  la  résultante  des  forces  ix  dirigées  suivant  SA,  SA',  n'est 
autre  chose  que  la  résultante  totale  4S0'  ;  l'angle  ASA'  est  d'ailleurs 
égal  à  a  comme  l'angle  PSP":  en  vertu  du  2e  lemme,  nous  pouvons  donc 

4S0'         2.x,  .  ..  So'         SA      ..  ,     ,.  c . 

poser  - —  =  ^p  ;  et  puisque  1  on  a  ^-  =■  ^p,   il  en  resuite  x  —  sA, 

C.Q.F.D. 

Ces  quatre  lemmes  étant  établis,  nous  pouvons  démontrer  faci- 
lement le  théorème  suivant  : 

Théorème.  Si  deux   forces   P  et  P'  faisant   entre  elles  un  angle  et, 
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sont  appliquées  à  un  même  point,  la  résultante  de  ces  deux  forces  sera 
représentée  en  grandeur  et  eu  direction  par  la  diagonale  du  parallélo- 
gramme construit  sur  les  lignes  qui  représentent  en  grandeur  et  en 
direction  les  forces  données. 

Pour  le  démontrer,  je  vais  distinguer  deux  cas  :  d'abord  celui  de 
deux  forces  égales;  ensuite  celui  de  deux  forces  inégales. 

ier  Cas.  Nous  avons,  établi  dans  le  quatrième  lemme,  que  si  deux 
forces  égales  faisant  un  angle  a  déterminé,  out  leur  résultante  repré- 
sentée par  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les  forces, 

pour  un  angle  moitié  moindre  -  la  résultante  sera  aussi  représentée  par 
la  nouvelle    diagonale.    Il  en  sera  évidemment   de  même  pour  - , 

g..  . .,  et  pour  — .  Dans  le  troisième  lemme,  faisons  Ç  =  o,  et  nous 

verrons  que  si  le  théorème  du  parallélogramme  des  forces  est  vrai 
pour  un  angle  a,  il  sera  vrai  pour  2ct:  faisons  ensuite  £z=.a,  et  nous 
verrons  qu'il  est  vrai  pour  aa  :  faisons  £  =  2«,  et  nous  verrons  qu'il 
est  vrai  pour  5a,  puis  enfin  pour  nx.  Ainsi  le  théorème  sera  vrai  pour 

—  ,  si  l'on  peut  trouver  pour  a.  une  certaine  valeur  différente  de  zéro 

qui  satisfasse  aux  conditions  du  théorème.  Or,  dans  le  cas  de  trois  forces 
égales  situées  dans  un  même  plan  et  faisant  entre  elles  des  angles  de 
i  20°,  le  théorème  a  lieu  évidemment.  Donc  il  est  généralement  vrai 
pour  un  angle  dont  la  valeur  numérique  peut  se  mettre  sous  la  forme 

.     Je  dis  maintenant  qu'il  est  encore  vrai  même  pour  un  angle 

dont  la  valeur  numérique  ne  serait  pas  réductible  à  cette  forme.  En 
effet,  supposons  que  pour  l'angle  P'SP'"  (fig.  6),  la  résultante  au  lieu 
d'être  2S0"  soit  plus  petite  et  représentée  par  2S0'".  Nous  pourrons 

trouver  un  angle  PSP'  de  la  forme —  ,  et  tel  que  sa  résultante 

2S0  soit  plus  grande  que  2S0'";  or  d'après  le  ier  lemme,  l'angle  PSP' 
étant  plus  ouvert  que  P"SPr",  il  correspond  à  une  résultante  plus  pe- 
tite. Nous  voyons  donc  que  notre  supposition  nous  conduit  à  une  ab- 
surdité. On  ferait  voir  de  même  que  la  résultante  ne  peut  être  plu^ 
grande  que  2S0".  Donc  elle  lui  est  égale. 
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Nous  avons  dit  que  le  théorème  avait  lieu  évidemment  pour  l'an- 
gle de  i20°:  on  peut  faire  voir  à  priori,  qu'il  a  encore  lieu  pour  une  in- 
finité d'angles.  En  effet,  supposons  les  trois  angles  P"SP',  PSP",  ASA' 
égaux  chacun  à  1200  (fig,  7).  Faisons  tourner  l'angle  P"SP  autour  de 
SA ,  comme  charnière ,  de  manière  que  son  plan  devienne  perpendi- 
culaire à  celui  de  la  figure.  Faisons  tourner  de  même  P'SP'"  autour 
de  SA'.  Les  deux  forces  P'  et  P"  feront  alors  un  certain  angle  pour  le- 
quel je  dis  que  le  théorème  a  lieu.  En  effet,  les  résultantes  de  P',  P"  et 
de  P,  P'"  sont  égales  entre  elles;  de  plus  leur  somme  est  égale  à  celle  des 
deux  forces  2SA,  2SA',  où  à  4S0'.  Or,  2S0'  est  précisément  la  diago- 
nale du  parallélogramme  construit  sur  P  et  P'"  et  aussi  de  celui  cons- 
truit sur  P',  P".  On  pourrait  répéter  la  même  opération  en  se  servant  du 
nouvel  angle  PSP'"  et  l'on  voit  que  l'on  aurait  une  infinité  d'angles 
différents  avant  d'arriver  à  un  angle  égal  à  deux  droits. 

2e  Cas.  Il  reste  à  examiner  le  cas  de  deux  forces  inégales  faisant 
entre  elles  un  angle  quelconque. 

Représentons  par  BS  et  SA  (fig.  8)  la  grandeur  et  la  direction  des  deux 
forces  données.  Cherchons  la  résultante  de  ces  deux  forces.  Pour  la 
trouver, nous  pouvons  appliquer  sur  BS  une  autre  force  égale  à  BS,  sur 
SA  une  autre  force  égale  à  SA. 

Dans  ce  nouvel  état ,  la  résultante  totale  aura  la  direction  et  une 
grandeur  double  de  la  première  résultante.  Or  je  dis  qu'on  peut  faci- 
lement trouver  cette  nouvelle  force.  En  effet  par  SA,  supposé  plus  pe- 
ut que  BS,  nous  pouvons  mener  un  plan  perpendiculaire  à  celui  du 
triangle  BSA,  et  construire  sur  la  ligne  CC  perpendiculaire  à  SA  un 
triangle  isoscèle  dont  les  deux  côtés  soient  égaux  chacun  à  BS.  Nous 
pourrons  remplacer  les  deux  forces  SA  par  les  nouvelles  forces  SC , 
SC  Combinons  maintenant  BS  avec  SC  :  nous  aurons  une  résultante 
égale  à  2SD  ;  de  même  BS  et  SC  nous  donneront  2SD'  égal  à  2SD. 
Donc  la  résultante  totale  est  égale  à  4S0;  donc  dans  le  cas  de  deux 
forces  quelconques  faisant  un  angle  aussi  quelconque  entre  elles,  la  ré- 
sultante est  égale  à  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  les 
côtés  qui  représentent  les  forces  en  grandeur  et  en  direction. 
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t      ,  ■  iv.  •  ^V        Vd"y         Qdy  .  v 

Intégration    de    L  équation     —  ■+-  -jpr  H-  -j^r  -+-  etc.  —  Y  , 

(fans  laquelle  on  suppose  p,  q,  m,  n;  etc.,  des  nombres 
entiers;  Pj  Q,  etc.  des  coefficients  constans  et  V  î«rae 
fonction  quelconque  de  la  variable  indépendante  x,- 

Par  A.-M.  FAVRE-ROLLIX  (*). 


Pour  plus  de  simplicité,  nous  supposerons  qu'il  y  a  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  proposée  trois  termes  seulement  :  le  lec- 
teur verra  sans  peine  que  notre  méthode  reste  la  même  quel  que  soit 
je  nombre  des  termes  de  ce  premier  membre. 


p 


Soit  donc  l'équation  ^  +  ^  +  ^  =  V.  (i) 

Je  prends  la  différentielle  à  indice  -  de  chaque  membre,  et  je  trouve 

IL  M+E  n  +  P  l 

d'y         Vd       V        Qrf      !r_^V 

21  m+P-  n  +  P  P-  ' 

dx"  dx        1  dx        *  dx1 

ce  qui  revient  à 

2£  Z  t 

V    ^  V-r"  "t~  dx'J       P   ~~         P'  V    ' 

dx1  dxq  dx9 

p 
Substituant  dans  l'équation  (2)  la  valeur  de  à? y  tirée  de  l'équation  (1), 
on  a 


(*)  J'ai  traité  cette  question  et  d'autres  plus  générales  dans  un  Mémoire  destiné 
au  prochain  cahier  du  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique.  (J.  Liocville.) 
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ip 

p 

dqj     ,    (Vd™    ,   Qdy\  /y  _  p  ày  _  Qdy\  _ 

ip       '     \dx'n           dx"  )  \                  dxm           dx"  )  ~ 

~~      p 

dx" 

dJ 

ou   bien 

ip                                                                     p 

±Z-Jf±-£  +  2PQ  Ç-S  +Q»l/;  )  —  —  —  (^ 

^  di 

<*r9                                                                               <fe' 

équation  que  je  mets  sous  la  forme 

,      .  ,     ,  .    /Prfmr     .   Qdyy 

en  observant  que  les  exposants  du  développement  de  \^-^    -+-  ~^)  » 

par  rapport  aux  quantite's  -~  ,  -p-n  devront  porter  sur  les  indices  de 
différentiation  ,  et  non  sur  ces  quantités  elles-mêmes,  et  indiqueront 
combien  de  fois  les  indices  m  et  n  doivent  être  répétés  et  non  combien 

jjg  f0is     3.      -2.    doivent   être  multipliés  par  eux-mêmes. 

dxm      dx 

Traitant  l'équation  (3) ,  comme  on  a  traité  l'équation  (  i  ) ,  on  arri- 
vera facilement  à  la  nouvelle  équation 

3p  V  P 

dTj    .    (Vd"y        Qdy\'_  d^J  __  (Vdr       Q^v  £V       /M"       Qrf|Yv 
—^  ■+"  \~dx^  "*"   dx"  )—      ?P  \dxm"r~dxn)      p  ~l~W,~r  dx)      ' 

dx"  àJ  dx" 

En  continuant  ainsi  l'on  aura,  si  q  est  un  nombre  entierj,  l'équation 
finale 

)P_    Kdx^dx-J  )P_    \dxr     dx")         3)E 

d.T  q  dx  ?  <b  * 

/m-  ,  o^Y"V 

facile  à  intégrer,  puisque  la  variable  y  n'est  plus  affectée  de  diffé- 
rentielles à  indices  fractionnaires.  (  Le  signe  -+-  devra  être  pris  si  q 
est  impair,  et  le  signe  —  devra  l'être  si  q  est  pair.) 
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NOTE 

Sur  ht  résolution  des  Equations  numériques  ; 
Par  M;  VINCENT  (*). 


i.  Dans  une  note  qui  m'est  commune  avec  M.  Bourdon  ,  et  qui  fait 
partie  de  la  sixième  édition  de  son  Algèbre,  il  a  été  démontré  que  Si  dans 
une  équation  numérique  rationnelle  en  x  dépourvue  de  racines  égales , 
on  fait  successivement,  et  conformément  au  procédé  de  Lagrange, 

x  =  a  +  7 ,     oc'  =  b  +  ^,     x"  =  c  +  p , 

o?i  parvient  toujours  par  la  suite  des  transformations  ,  et  quels  que 
soient  d'ailleurs  les  nombres  a,  b,  c.  .  .  [supposés  toutefois  positifs 
et  >•  i  ],  à  une  équation  transformée  qui  se  trouve  dans  l'un  de  ces 
deux  cas  :  ou  de  ne  plus  avoir  que  des  permanences,  ou  de  ne  plus  offrir 
quvuE  variation,-  dans  ce  second  cas,  l'équation  en  x  a  une  racine  réelle 
positive  représentée  par  la  fraction  continue 

a  + 


*  + 


c  -f- 


et  n'en  a  qu'une  seule  de  cette  valeur;  le  premier  cas,  au  contraire, 
arrive  toutes  les  fois  que  l'équation  n'a  aucune  racine  susceptible  de 
l'expression  indiquée. 

Non-seulement   cette  propriété   des   équations   numériques,   pro- 

(*)  Cette  Note  a  deji  été  publiée  dans  les  Mémoires  de  la  Société  royale  de  Lille 
(année  i834)  :  dans  l'intérêt  des  professeurs  ,  nous  avons  cru  devoir  la  réimprimer 
ici,  avec  quelques  additions  que   l'auteur  y  a  faites  depuis.  J.  L. 

Octobri   l836.  44 
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prié  te  exclusivement  inhérente  à  la  réduction  de  leurs  racines  réelles 
eu  fractions  continues,  est  tout-à-fait  suffisante,  ainsi  qu'on  peut  le  voir, 
pour  conduire  à  la  séparation  de  ces  racines,  comme  naturellement, 
c'est-à-dire  sans  que  l'on  soit  obligé  de  déterminer  à  priori  leur  quotité 
ou  de  leur  assigner  des  limites  (*),  et  pourvu  seulement  qu'afin  de 
s'épargner  une  infinité  d'essais  inutiles,  on  se  laisse  diriger  dans  le 
choix  des  nombres  a  ,  b ,  c , .  .  .  .  par  le  théorème  de  M.  Budan  (**)  ; 


*)  Qui  ne  connaît  aujourd'hui  le  beau  théorème  de'couvert  par  M.  Slurm  sut 
les  limites  des  racines?.  .  .  .  Bien  que  la  méthode  de  résolution  proposée  dans  ce 
qui  va  suivre,  en  soit  absolument  indépendante  ,  toute  complète  et  rigoureuse 
qu'elle  nous  paraisse,  le  théorème  de  M.  Slurm  n'en  est  pas  moins  d'une  extrême 
importance  à  nos  yeux  ,  pour  la  facilité  avec  laquelle  il  permet  de  reconnaître  à 
priori  le  nombre  et  les  limites  des  racines  réelles  ;  et  sous  ce  rapport  il  offrira 
toujours  un  puissant  auxiliaire  à  toutes  les  méthodes  de  résolution  ,  quelques 
avantages  qu'elles  puissent  d'ailleurs  présenter.  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue, 
au  surplus,  que  l'emploi  du  procédé  de  M.  Slurm  se  trouve  tout  préparé  par 
les  opérations  nécessaires  à  la  séparation  préalable  des  racines  égales. 

;**)  Ce  théorème  peut  être  énoncé  comme  il  suit  : 

Si,  dans  une  équation  en  x  que  nous  représenterons  par  f  (x)  =  o  ,  on  fait 
alternativement  x  =  p  -)-  x',  x  =  q  -f-  x",  p  et  q  étant  deux  nombres  réels  de 
signes  quelconques ,  et  tels  que  Von  ail  p  <T  q  [c'est-à-dire  que£>  soit  le  plus  rap- 
proché de  l'infini  négatif,  et  q  le  plus  rapproché  de  l'infini  positif]  :  — i"  La 
transformée  en  x'  =  x  —  p  ne  peut  avoir  moins  de  variations  que  la  trans- 
formée en  x"  =  x —  q;  —  2°  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  f(x)  =  o, 
comprises  entre  p  e(q,  ne  peut  jamais  surpasser  celui  des  variations  perdues 
dans  le  passage  de  la  transformée  en  (x  —  p)  à  la  transformée  en  (x  —  q)  ;  — 
3°  quand  le  premier  nombre  est  moindre  que  le  second ,  la  différence  est  tou- 
jours un  nombre  pair.  —  [Dans  le  cas  particulier  où  l'un  des  nombres/»,  q,  serait 
nul,  la  transformée  correspondante  devrait  être  remplacée  par  la  proposée  elle- 
même]. 

Fourier,  qui  était  parvenu  de  son  côté  au  même  théorème,  et  qui  en  a  donné, 
dans  son  Analyse  des  équations ,  ouvrage  publié  après  sa  mort  par  M.  Navier, 
une  démonstration  différente  de  celle  de  M.  Budan  ,  l'énonce  d'une  autre  ma- 
nière qui  revient  à-peu-près  à  la  suivante  : 

Si  dans  la  suite  des  (m-f- 1)  fondions  f(x),  f'(x),  f"(x) .  .  .  ,  f(m)(x),  on  substitue 
alternativement  à  la  place  de  x  deux  nombres  réels  quelconques  p ,  q  [p  étant  <^q] , 
et  que  l'on  représente  par  P,  Q,  les  deux  suites  de  nombres  résultant  respective- 
ment de  ces  substitutions  :  —  i°  La  suite  P  ne  peut  présenter  moins  de  variations 
que  la  suite  Q  ;    —    20  le   nombre  des    racines  réelles  de  l'équation  f(x)  =  o, 
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mais  en  outre,  la  même  propriété  fournit  un  caractère  au  moyen  duquel 
on  peut  reconnaître  d'une  mauière  certaine  quand  cette  séparation 
est  complètement  effectuée.  Pour  ces  deux  raisons,  j'ai  pensé  qu'il  ne 
serait  pas  sans  intérêt  de  reprendre  ici  la  proposition  énoncée,  et  de 
faire  voir  comment  elle  peut  se  déduire  de  la  théorie  des  fonctions  dé- 
rivées, indépendamment  de  l'algorithme  particulier  sur  lequel  repo- 
sait sa  première  démonstration. 

Ensuite  ,  m'appu yant  sur  la  propriété  citée  et  profitant  des  travaux 
de  M.  Buclan  et  de  ceux  de  Fourier,  j'indiquerai,  pour  résoudre  les 
équations,  un  procédé  mixte  qui,  réunissant  autant  que  possible,  la 
rapidité  de  la  méthode  de  Newton  avec  la  sûreté  de  celle  de  Lagrange. 
me  parait  offrir  les  avantages  de  1  une  et  de  l'autre  sans  en  avoir  les 
inconvénients. 

2.  Supposons  donc,  pour  démontrer  la  proposition  énoncée  ci-des- 
sus (i),  que  l'on  ait  effectué  les  substitutions  successives 

x  =a   -f-  -, ,      œ'   —   b  +  ^r,,      x"  =  c  +  -^ .  . .  ; 

1        X  X     '  X 

soient  —,,—,,  deux  réduites  consécutives  de  la  fraction  continue  qui 
PI 

comprises  entre  p  et  q  ,  ne  peut  jamais  surpasser  celui  des  variations  perdue* 
dans  le  passage  de  l'hjpothese  x=p  à  l'hjpothhse  x=q; — 3°  quand  le  premier 
nombre  est  moindre  que  le  second ,  la  différence  est  toujours  un  nombre  pair. 

Pour  l'historique  de  ce  théorème  ,  ainsi  que  pour  l'examen  des  avantages  qu'il 
présente  dans  les  applications  et  les  points  de  vue  sous  lesquels  il  pouvait  laisser 
quelque  chose  à  désirer,  nous  renverrons  aux  Leçons  d'algèbre  de  M.  Lefébur> 
de  Fourcjr. 

Il  est  surprenant  que  Fourier  n'ait  pas  cherché,  dans  son  ouvrage  ,  à  démontrer 
la  proposition  qui  fait  l'objet  principal  de  la  présente  note,  et  qui  seule,  à  ce 
qu'il  nous  semble  ,  pouvait  donner  à  sa  méthode  tout  le  degré  de  rigueur  et  de 
précision  dont  elle  est  susceptible.  Tl  a  bien  ,  à  la  vérité  ,  dans  les  Mémoires  de 
l'Institut  (année  1827) ,  énoncé  que  la  réduction  en  fractions  continues  devait 
toujours  effectuer  la  distinction  des  racines  réelles  et  des  racines  imaginaires;  mais 
il  n'a  donné  aucune  preuve  de  cette  assertion  ,  et  n'a  pas  non  plus  expliqué  de 
quelle  manière  ce  départ  pouvait  s'opérer.  —  [D'un  autre  côté,  l'on  croit  qu'un<- 
proposition  relative  à  cet  objet  se  trouvait  dans  ses  papiers.  Il  est  à  craindre  que 
la  nouvelle  perte  que  les  sciences  viennent  de  faire  dans  la  personne  de  M.  Navier. 
ne  nous  prive  de  ce  document  qu'il  eût  été  intéressant  de  posséder.  ] 
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résulte  de  ces  transformations ,  et  y  le  dénominateur  complet  de  la 
traction  intégrante  qui  vient  immédiatement  après  ,  de  sorte  que  l'on 
ait 

x  —VL±J£- 

q'j  +p'  ' 

l'équation  transformée  en  y  pourra  alors  être  considérée  comme  le 
résultat  de  la  substitution  immédiate  de  cette  valeur  de  x  dans  l'équa- 
tion proposée  en  x\  de  même  que  réciproquement,  en  éliminant  y 
entre  cette  transformée  et  la  valeur  précédente  de  x,  on  retomberait 
sur  l'équation  primitive. 

Cela  posé,  considérons  les  facteurs  réels  du  premier  et  du  second 
degré  de  l'équation  en  x;  examinons  les  facteurs  en  y  qui  leur  corres- 
pondent respectivement  dans  l'équation  en  y;  et  par  suite  voyons 
quelle  forme  prendra  cette  dernière  équation  elle-même. 

Soit  d'abord  un  facteur  réel  du  premier  degré  (x  —  et).  Il  et» 
résultera 

<ir  +  P 


,  =   a; 

qr  +  p 


d'où 


ï(j  ~  °)J  +  K&_  *)  =  °- 


Or,  pour  que  ce  facteur  du  premier  degré  eu  /  puisse  avoir  une 
variation  [et ,  par  conséquent ,  en  introduire  au  moins  une  dans  l'équa- 
tion en  r] ,  il  faut  et  il  suffit  que  la  racine  a.  soit  comprise  entre  les  deux 

réduites  consécutives  —,  et  -,  ;    et   comme   ces  réduites ,   quelles  que 

p        q  i 

soient  les  fractions  intégrantes  successives  avec  lesquelles  on  les  forme, 
tendent  continuellement  vers  l'égalité  puisque  leurs  différences  con- 
sécutives vont  sans  cesse  e_.  diminuant,  il  s'ensuit  qu'après  un  certain 
nombre  de  transformations ,  une  seule  des  valeurs  de  x  [supposées 
toutes  inégales  entr'elles],  pourra  rester  comprise  entre  deux  réduites 
consécutives,  lesquelles  représenteront  alors  des  valeurs  de  plus  en 
plus  approchées  de  cette  racine. 

Soit  maintenant  un  facteur  réel  du  second  degré,  tel  que 


[(*  -  ")'+  *")]' 
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correspondant  à  un  couple  de  racines  imaginaires 


oc  =  a,  =h  /S  V7  —   1  • 
[1  en  résultera 


ce  qui  donnera  le  facteur  double  du  premier  degré: 


et  par  suite  le  facteur  réel  du  second  degré  : 

Or,   pour  que   ce   facteur  puisse  introduire    des  variations    dans 
l'équation  en  y ,  il  faut  nécessairement  que  l'on  ait: 

$-•)$- «)  +  *<•' 

ce  qui  exige  deux  conditions:  la  première,  que  a.  ou  la  partie  réelle 
des  deux  raciues ,  soit  comprise  entre  les  deux  réduites  consécutives 

—,  et  %\  la  seconde,  que  le  carré  de  &  ou  du  coefficient  de  v    —   1  dans 
PI  n 

ces  deux  racines,  soit  inférieur  à  la  valeur  numérique  du  produit 

et  à  plus  forte  raison,  que  /3  soit  <.—r-,   puisque  les  valeurs  numé- 
riques des  facteurs 

forment  une  somme  égale  à 

v       ?  /         p? 
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La  première  de  ces  deux  conditions  pourrait  bien  être  remplie  in- 
définiment ,  et  alors  la  série  des  réduites  convergerait  vers  un  nombre 
égal  à  la  quantité  et;  mais  la  seconde  finira  tôt  ou  tard  par  ne  l'être 
plus,  puisque,  les  dénominateurs  des  réduites  croissant  indéfiniment, 
la  différence  de  deux  réduites  consécutives  peut  devenir  moindre  que 
toute  quantité  donnée. 

Il  résulte  de  là  ,  que  par  la  suite  des  calculs,  on  parviendra  toujours 
a  une  équation  qui  se  trouvera  dans  l'un  de  ces  deux  cas:  ou  que 
tous  ses  j acteurs  réels ,  tant  du  premier  degré  que  du  second,  seront 
composés  de  termes  entièrement  positifs  ;  ou  bien  que  ces  fadeurs  seront 
positifs  à  l'exception  d'un  seul  de  la  forme  (y — <p),  <p  étant  un 
nombre  positif  et  >  i,  Dans  le  premier  cas,  l'équation  n'aura  évi- 
demment que  des  permanences;  dans  le  second,  on  sait  déjà  qu'elle 
doit  avoir  un  nombre  impair  de  variations,  et  nous  allons  prouver 
que  ce  nombre  impair  finit  toujours  par  se  réduire  à  un.  —  {Voyez 
une  Addition  à  la  fin  du  cahier. 

3.  Pour  cela,  faisons  un  moment  abstraction  du  facteur  {y — <p) 
et  de  tous  ceux  qui  lui  correspondaient  dans  les  équations  en 
x,  x' ,  x" .  ■  .  .  ;  puis,  dans  le  produit  des  autres  facteurs  de  l'équation 
en  x ,  produit  que  nous  appellerons  X  et  que  nous  supposerons  du 
degré  m,  remplaçons  x  par 

lï  +  p   =£,_!_   /Y  -  w      h;.  £_ 


qj+  v  1        i  (ij  +  p  )         1  1  {l'J  +  p) 

ou  simplement  faisons  x=  A-f-  u,   en  posant,  pour  abréger, 

Q  i  ±  • 

2-,    =    A"  et  -r-r-, : r.    =    "• 

1  1    (.1J  +  P) 

Alors,  en  représentant  par  K,  K',  K" RCm),  ce  que  deviennent 

respectivement  le  polynôme  A  et  ses  dérivés  successifs  jusqu'à  l'ordre 
m  inclusivement  quand  on  y  fait  .r -f- A- ,  nous  aurons  identiquement  - 

X  =  K  +  ^  +^+^;  + + 


.2.3  '  1.2.3... 

Or,  la  valeur  de  u  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 

±,4 

„  —        i'       _       i 


,p  r  +  ' 
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en  posant  encore ,  pour  abréger, 


P 


^~   —   i  et  S  =  t; 


donc  nous  aurons  pour  le  développement  de  X , 

v  _  K    ,K_      _£ ,     W      * l 

"^  i    '  y  +  t  ■*"   i  .2  •   tjr  +  ty    ~  "■ 


K.OO 


1.2.3 m  '    (jr   +  Om  ' 


d'où  résultera,  après  la  multiplication  par  (j'-\-  t)m,  le  polynôme  en/: 


Kt-Oj 


.2.3 W2  ' 


Maintenant,  la  fraction  «  =  — —  qui  entre  dans  ce  polynôme,  dimi- 
nue à  mesure  que  le  nombre  des  transformations  se  multiplie,  et  peut 
devenir,  par  la  suite  du  calcul,  moindre  que  toute  quantité  donnée  .  el 
comme  d'ailleurs  le  coefficient  K  conserve  toujours  une  valeur  finie, 
attendu  que  par  hypothèse  l'équation  primitive  en  x  n'ayant  pas  de 
racines  égales,  la  quantité  k  ne  saurait  être  la  valeur  approchée  d'au- 
cune racine  du  polynôme  X,  il  s'ensuit  que  les  polynômes  transfor- 
més tendent  sans  cesse  vers  une  limite ,  de  la  forme 

c'est-à-dire  [abstraction  faite  du  coefficient  K],  qu'ils  approchent  con- 
tinuellement de  la  puissance  m'  d'un  binôme  dont  le  premier  terme 
est  l'inconnue  y  de  l'équation  transformée,   et   le  second  terme  une 

quantité  numérique     t  =   ~,  I   égale   au    rapport   du  dénominateur 

d'une  réduite  au  dénominateur  de  la  réduite  suivante,  rapport  qui, 
par  conséquent,  est  toujours  moindre  que  l'unité. 

Mais  on  sait:  —  i°  que  dans  le  développement  de  toute  puissance 
entière  d'un  binôme,  les  coefficients  vont  en  augmentant  depuis  les 
deux  termes  extrêmes  jusqu'au  milieu. 
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Donc,  dans  le  développement  de  K  {y  +  t)~ ,  en  tenant  compte 
des  puissances  successives  de  t ,  puissances  qui  vont  en  diminuant 
puisque  t  est  <  i ,  plus  de  la  moitié  des  coefficients  des  puissances 
successives  et  ascendantes  de  y  vont  en  augmentant. 

1°  .On  sait  encore  que  dans  ce  même  développement  de  (7  -f-  t)m, 
le  rapport  de  chaque  coefficient  au  précédent ,  en  avançant  d'un 
quelconque  des  deux  termes  extrêmes  vers  l'autre  terme  extrême, 
va  en  diminuant ,  puisque  la  fraction  '"  ~  ^  +  '  ,  qui  représente  le 
rapport  du  (n  -+-  1)'  coefficient  au  n' ,  va  elle-même  en  diminuant  a 
mesure  que  n  augmente;  ou  bien,  ce  qui  est  la  même  chose,  le  rap- 
port de  chaque  coefficient  au  suivant  va  en  augmentant. 

Donc,  en  effectuant  sur  le  polyuome  X  [que  nous  supposeron-, 
pour  fixer  les  idées,  du  6e  degré],  la  série  des  opérations  indiquées, 
et  poussant  le  calcul  suffisamment  loin,  on  arrivera  toujours  à  un 
polynôme  en  y,   tel  que  le  suivant: 

py  +  Qy  +  R^-4  +  Sj3  +  Ty>  +  Uj  +  V  , 

dans  lequel ,  les  coefficients  P,  Q,  R étant  tous  positifs,  on  aura 

en  outre  les  deux  inégalités  continues  : 

i°  Entre  plus  de  la  moitié  de  ces  coefficients  depuis  Y  jusqu'à  P  : 

V<U<T<S 

20  Depuis  le  dernier  terme  jusqu  au  premier  : 

Û<T<S<R<Q<P 
Cela  posé ,  en  multipliant  le  polynôme  en  y  par  le  facteur  [y  —  <p), 
on  aura  pour  produit: 

+  (Q  -  P<P)J6 

+  (R  -  Q?)  r 

+  (S  —  K<p)y* 

+  (T  -  S?)  y3 

+  (u  -  T«or 

+  (V  —  V<p)y 

—  V<p. 
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Or,  puisque  d'ailleurs  <p  >  1  ,  on  a  d'abord 

V  <  U  <  U<p, 
U  <  T  <  T<p, 
T  <  S  <  Sf.v.r.7...; 


d'où  il  résulte  que  toujours  au  moins  la  moitié  des  termes  du  produit 
total,  à  commencer  par  le  dernier,  sont  négatifs;  et  quant  aux  termes 
de  degrés  plus  élevés  en^,  un  ou  plusieurs  d'entre  eux  peuvent  être 
encore  négatifs;  mais  dès  que  l'un  d'eux  est  positif,  les  autres  de  degrés 
plus  élevés  le  sont  aussi.   Par  exemple ,  si 


S  >  R<p, 

d'où 

.  S 

il  en  résulte  à  fortiori: 

■  *<\. 

d'où 

R  >  Q<p, 

,<%. 

d'où 

Q  >  P?; 

et  de  même  des  autres  termes  s'il  y  en  avait  davantage. 

Ainsi,  comme  il  fallait  le  démontrer,  l'équation  que  l'on  obtient 
en  égalant  à  zéro  le  polynôme  en  y ,  ne  peut  avoir  plus  d'une  varia- 
tion; et  d'ailleurs,  à  cause  du  premier  terme  qui  est  positif,  on  voit 
qu'e//e  en  a  nécessairement  une. 

4.  Examinons  maintenant  comment  cette  propriété  des  équations 
peut  servir  à  faciliter  et  à  simplifier  la  recherche  de  leurs  racines;  et 
pour  cela,  expliquons  d'abord  en  peu  de  mots  le  procédé  auquel  on  est 
naturellement  conduit  par  le  théorème  de  M.  Budan  ,  lorsqu'on  veut 
exprimer  ces  racines  en  fractions  continues.  , 

Soit,  pour  cela,  l'équation  générale: 

/  (x)  =  A  +  Bx  +  Cx>  +  Dxs  ■+■  Ex* =  0. 

En  posant  x  =  a  -f-  x' ,  on  aura  pour  transformée  : 

fia  +  x)  =  f(a)  +  /'(«)  t  +  /»  Tk  'à  f'"{a)  T^rnr 

Octobre  i836.  4^ 
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Alors,  si  l'on  fait  f  (a)  =  A', 

jLïl  =  c< , 

I  .2 
1.2.3  ' 

Jl^L—  F' 
1.2.3.4  ~        ' 

l'équation  en  x'  pourra  s'écrire  ainsi  : 

A'  +  BV  -f.  C'x'>  -f-  DV1  +  EV* =  o. 

Déplus,  si  l'on  suppose  a=i,  on  aura  simplement  : 

/(i)    =A'  =  A  +  B+      C  +      D  +      E 

— /—     =B'  =B  +  2C  +  5D  +  4E 


=  C 


=      C  +  5  D  -f  6E. 


1 .2 
-^(f     =  D'  =      D  +  4E 

1.2.0 

/    -■)     =  E'  =     E 

,.2.3.4 

> 

et  généralement,  quel  que  soit  le  degré  de  l'équation  eu  x,  on  ob- 
tiendra toujours  facilement  et  à  la  seule  inspection,  les  coefficients  de 
la  transformée  en  x'  =  (x —  1),  d'après  la  formule  du  Triangle 
arithmétique.  «• 

La  même  règle  qui  sert  à  passer  de  l'équation  eaxà  l'équation  en 
{x  —  i),  conduira  de  celle-ci  à  la  transformée  en  (x —  1),  de  là  à  la 
transformée  en  {x  —  5).  ...  ;  et  ainsi  de  suite. 

On  obtiendrait,  pour  la  même  équation  et  par  un  procédé  pareil,  les 
transformées  en  [x-\-\),  (x-\-s),  (.r  +  3),  ..  etc.,  en  observant 
seulement  de  changer,  dans  chacune  des  sommes  qu'exige  le  calcul 
des  coefficients  A',  B',  C,  D'...,  les  signes  de  tous  les  termes  de 
rang  pair. 
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5.  Cela  posé,  admettons  que  l'on  ait  déterminé  les  coefficients  des 
transformées  successives  en  (x=p  i) ,  en  (xz^pi),  en  (xzp  3). . .,  et 
que  l'on  soit  parvenu  ainsi,  d'une  part  à  une  transformée  en  (x — l)  qui 
n'ait  plus  que  des  permanences,  et  d'autre  part  à  une  transformée  en 
(x  -f-  V)  qui  n'ait  plus  que  des  variations. 

Cette  opération  faite,  on  connaît  les  parties  entières  de  toutes  les  ra- 
cines réelles  que  l'équation  en  x  a  ou  peut  avoir. 

En  effet  [les  racines  entières  étant  supposées  déjà  extraites],  pour 
que  deux  nombres  entiers  consécutifs,  dzrr,  =fc(rt-f-  i)[a  pouvant 
d'ailleurs  être  nul],  comprennent  une  racine  ou  plusieurs,  il  est  néces- 
saire ,  relativement  aux  racines  positives,  que  la  transformée  en 
{oc  —  a)  ait  plus  de  variations  que  la  transformée  suivante  en 
(pc  —  a — i),  et  pour  les  racines  négatives,  que  la  transformée  en 
{x  +  à)  ait  moins  de  variations  que  la  transformée  en  (x-j-a-t-  i). 
Mais  ne  nous  occupons  que  des  racines  positives  (*). 

Si  donc,  clans  le  passage  de  la  transformée  en  (x  —  a)  à  la  trans- 
formée en  (x  —  a  —  i),  un  certain  nombre  de  variations  ont  disparu, 
alors  seulement  il  y  a  lieu  de  supposer  l'existence  de  racines  réelles 
comprises  entre  a  et  (a  +  i),  en  nombre  égal  au  plus  à  celui  des  va- 
riations perdues. 

Dans  cette  hypothèse ,  on  pose  x  —  a  =  —,  ;  et  les  coefficients  de 

l'équation  en  x'  s'obtiennent  en  renversant  simplement  l'ordre  des 
coefficients  de  l'équation  en  (x — a)  [  et  changeant,  s'il  y  a  lieu  et  si 
l'on  veut,  tous  les  signes ,  afin  de  rendre  le  premier  positif]  ;  puis  ou 
calcule  les  coefficients  des  transformées  en  (pc'  —  i),  en  (x' —  2),    en 

(pc'  —  5), jusqu'à  ce  qu'on   arrive  à   une  transformée  qui   n'ait 

plus  que  des  permanences. 

La  valeur  x'  devant  être  plus  grande  aue  l'unité  pour  toute  valeur 
réelle  de  x  comprise  entre  a  et  (rt+i),  il  s  ensuit  qu'il  ne  sauraitexister 
de  pareilles  valeurs  de  x  si  l'équation  en  (x' —  1  )  n'avait  déjà  plus  que 


(*)  Dans  les  applications  ,  il  est  préfe'rable  pour  la  simplicité'  de  la  lue'thode ,  de 
ramener  la  recherche  des  racines  négatives  à  celle  des  racines  positives,  en  chan- 
geant préalablement  le  signe  de  x  dans  l'équation  proposée.  Par  ce  moyen,  on 
évite  le  procédé  de  calcul  des  transformées  en  (x  ■+■  i  ) ,  (x  -f-  2). . .  . 

45.. 
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des  permanences;  et  généralement,  le  nombre  des  racines  réelles  de 
l'équal ion  proposée,  comprises  entre  a  et  (a-f-  i),  peut  être  tout  au 
plus  égal  à  celui  des  variations  de  l'équation  en  (x' —  i). 

Maintenant,  pour  qu'une  valeur  de  x'  [ou  plusieurs]  soit  comprise 
entre  b  et  (&+  i),  b  étant  un  nombre  entier  positif  au  moins  égal 
à  l'unité ,  il  faut  que ,  dans  le  passage  de  l'équation  en  (pc'  —  b)  à  l'é- 
quation en  (x' —  b  —  i),  un  certain  nombre  de  variations  aient  dis- 
paru: et  c'est  seulement  dans  cette  hypothèse  que  l'on  peut  supposer 
des  valeurs  de  x',  en  nombre  égal  au  plus  à  celui  de  ces  variations, 
comprises  entre  b  et  (b  -\-  i). 

On  fait  alors  x'  —  b  =  —^  ;  les  coefficients  de  l'équation  en  x"  s'ob- 
tiennent encore  en  renversant  simplement  l'ordre  des  coefficients  de  l'é- 
quation en  (x'  —  b);  et  l'on  calcule  de  même  les  coefficients  des  trans- 
formées en  [pc" —  1),  en  {pc" —  i),  en  (x"  —  5),.  .  .,  jusqu'à  ce  que 
1  on  parvienne  à  une  transformée  qui  n'ait  plus  que  des  permanences. 

En  raisonnant  sur  x"  comme  on  a  raisonné  sur  x',  on  fait ,  s'il  y 

a  lieu,     x"  —  c  =  -g ,      puis     x"  —  d  =  —  , 5   et   ainsi   de 

suite. 

On  opère,  d'ailleurs,  comme  il  vient  d'être  développé,  pour  tout 
système  de  deux  équations  ou  de  deux  transformées  consécutives, 
entre  lesquelles  il  a  disparu  des  variations  [sans  tenir  compte, 
toutefois,  de  celles  qui  disparaissent  entre  les  transformées  en  x' 
et  (pc' —  1),  en  x*  et  (x" —  1),.  . .];  et  l'on  pousse  chacune  de  ces 
séries  ou  branches  d'opérations,  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  aune 
équation  en  aw,  telle  que  la  transformée  en  (xw —  l),  qui  s'en 
déduit,  ou  n'ait  plus  que  des  permanences,  ou  ne  présente  plus 
qu  une  seule  variation.  Toute  série  d'opérations  qui  se  trouve  dans 
le  premier  cas,  est  terminé^  ,  et  ne  donne  aucune  racine  réelle.  Dans 
le  second  cas ,  au  contraire ,  les  valeurs  déjà  obtenues  dans  la  série  cor- 
respondante ,  pour  x ,  x',  x",  x'",  x",. .  .,  forment  une  fraction  con- 
tinue dont  les  réduites  successives  représentent  des  valeurs  de  plus  en 
plus  approchées  de  l'une  des  racines  réelles  de  l'équation  proposée. 

6.  Ces  racines  se  trouvant  ainsi  complètement  séparées,  soit^"  l'in- 
connue de  la  dernière  transformée  relative  à  l'une  d'elles.  Pour  appro- 
cher davantage  de  la  valeur  de  cette  racine,  nous  pourrions  continuer 
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le  calcul  en  suivant  toujours  la  même  marche  ;  et  nous  serions  sûrs  de 
n'avoir,  dans  toutes  les  transformées  subséquentes  ,  qu'une  seule  va- 
riation ,  et  par  conséquent  une  seule  racine  positive,  laquelle,  de  plus, 
serait  toujours  nécessairement  plus  grande  que  l'unilé. 

Mais  les  approximations  successives  fournies  par  la  réduction  en 
fraction  continue  ne  croissant  que  très  lentement ,  changeons  main- 
tenant notre  marche,  et  exprimons  en  décimales  la  valeur  cherchée 
de  /,  suivant  le  procédé  de  Newton. 

Ce  procédé,  dans  le  cas  actuel ,  et  vu  la  forme  particulière  à  laquelle 
nous  avons  ramené  l'équation  à  résoudre,  se  trouve  affranchi  des  in- 
convénients qu'il  présente  dans  le  cas  général  ;  et  en  outre  ,  comme  on 
va  le  voir,  il  n'exige  nullement  ici  la  considération  des  différentes  hy- 
pothèses que  Fourier  a  dû  discuter  dans  son  ouvrage  (*). 

Notre  équation  en  y  n'ayant  qu'une  variation,  deux  conditions  fa- 
ciles à  remplir  sont  seules  nécessaires  pour  assurer  la  régularité,  la  sim- 
plicité ,  et  la  rapidité  du  calcul  qu'exige  sa  résolution  ;  et  ces  deux  con- 
ditions peuvent  même  se  réduire  à  une  seule,  savoir  :  Que  l'on  connaisse 
une  première  valeur  suffisamment  approchée  de  y  et  moindre  que  sa 
valeur  exacte ,  pour  laquelle  il  suffira  souvent  de  prendre  sa  partie 
entière. 

Afin  d'expliquer  ceci,  faisons  y=g-\-  h,  g  étant  la  valeur  approchée 
et  déjà  connue  de  y ,  et  h  la  quantité  positive  inconnue  qu'il  faut  ajou- 
ter à  g  pour  avoir  la  valeur  totale.  En  représentant  par  /"(  r)=o  l'é- 
quation en  y,  on  aura  : 

/(g+  k)  =  o, 
ou ,  en  développant , 

f(g)  -r  /'(S)  y  +  /"(  g)  7^  +  f"{g)  ~3  +  '  •  •  • 

••••+/Cm)^)7^^  =  °' 

équation  qui,  d'après  le  théorème  de  M.  Budan ,  ne  pourra  non  plus 
avoir  qu'une  seule  variation. 


(*)  Voyez  sur  cet  objet,  outre  les  Leçons  d'Algèbre  de  M.  Lefébure  de  Fourcj. 
le  Traité  élémentaire  d' Algèbre  de  MM.  Majer  et  Choquet. 
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Maintenant ,  de  l'équation  précédente  on  tire 

~~    n§)     i/.te)VT^r<f(^>*i.*.3^-'/r;^f;i.a.3...mr 

Or  ,  on  sait  que  dans  un  pareil  développement,  il  est  toujours  possible 
de  prendre  h  assez  petit  pour  que  le  signe  de  la  somme  ne  dépende  que 
Je  celui  de  son  premier  terme  ;  donc  puisque  h  doit  être  positif,  les 
deux  quantités  f{g)  et  /'(g)  seront  de  signes  contraires,  c'est-à-dire 
que  j (g)  étant  négatif,  f'(g)  sera  positif  ;  et  alors  la  variât  ion  unique  de 
l'équation  en  h  se  trouvera  située  entre  le  terme  tout  connu  f(g)  et  le 
terme  du  premier  degré  hf'(g).  Telle  est  la  première  condition  que  nous 
exigeons  avant  de  procéder  à  l'approximation  newtoirienne  ;  et  cette 
condition  sera  toujours  aisée  à  remplir  :  quand  la  partie  entière  de  j, 
prise  pour  g,  ne  suffira  pas,  on  cherchera  le  chiffre  des  dixièmes  par  les 
moyens  usités,  le  chiffre  des  centièmes  si  cela  était  nécessaire,  et  ainsi 
de  suite;  mais,  nous  le  répétons,  très  souvent  la  partie  entière  suffi 
ra  ,  et  elle  ne  sera  même  pas  toujours  indispensable. 

Cette   première  condition   remplie,   les   fonctions  dérivées  f"(g) , 

/'"(§)>  ■  •  •  ■  etc-'   seront  toutes  positives;  et  en  prenant     fif\    pour 
la  valeur  de  h  ,  on  aura  nécessairement  une  quantité  trop  forte. 

Quant  à  la  limite  de  l'erreur,  il  est  clair  que  si  l'on  nomme  M  la  plus 
grande  valeur  que  puisse  prendre  le  plus  grand  des  coefficients  de 
h'',  7z3, .  .  .  dans  l'accolade  ,  cette  erreur  sera  moindre  que  la  somme 
des  termes  de  la  progression 

M(£*  -+-  h3  +  h*  +.._..*"), 

ou 

ou  enfin,   plus   simplement,   et  à  fortiori ,  elle  sera   moindre    que 

Quoique  la  valeur  numérique  de  cette  expression  soit  très  facile  à 
calculer,  nous  pouvons  encore,  à  l'exemple  de  Fourier,  obtenir  une 
évaluation  plus  simple  de  la  limite  de  l'erreur,  en  ne  considérant  que 
le  coefficient  de  h*  :   car  il  résulte  d'une  proposition  démontrée  par 
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Lagrange ,  que  si  g  et  g'  sont  deux  nombres  comprenant  y,  et  ne  dif- 
férant, par  exemple,  que  dutie  seide  unité  d'un  certain  ordre  déci- 
mal, le  premier  nombre  g  étant  ainsi  une  limite  inférieure  de  y,  et  le 
second    g'  une  limite   supérieure,  l'erreur   commise  lorsqu'on    fait 

h  —  ~J,,  f  est  toujours  moindre  que  -  Jf  »  h*.  Par  conséquent, 
la  fraction  -  tuLv  ,  que  nous  représenterons  maintenant  par  M,  étant 

2     /  G?)         ^  r 

déterminée  une  fois  pour  toutes  dès  le  commencement  du  calcul 
pour  deux  valeurs  de  g  et  g'  qui  ne  diffèrent  que  d 'une  unité,  à'im 
dixième...,  pourra  servir  dans  toute  la  suite  des  opérations,  a  apprécier 
l'erreur  commise  sur  l'évaluation  de  h  :  il  suffira  pour  cela  de  mul- 
tiplier M  par  la  fraction  variable  h*,  ou  simplement  par  l'unité  de  l'or- 
dre immédiatement  supérieur  au  premier  chiffre  significatif  de  //. 

Ainsi,  tant  que  l'on  ne  connaîtra  que  la  partie  entière  de  la  racine,  on 
devra  faire  h  =  i  ;  et  pour  que  l'on  puisse  alors  passer  sans  recherche 
intermédiaire  à  la  détermination  des  chiffres  décimaux,  il  faudra  que 

i\I  soit  <C  —  :   c'est  la    seconde  condition  dont    nous    avons   parlé; 

10 

quand  elle  ne  sera  pas  remplie,  on  déterminera  par  des  essais  directs; 
comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  le  chiffre  des  dixièmes.  On  pourra 
ensuite  chercher  le  chiffre  des  centièmes  en  divisant  — f(g)  par  /'(g), 
pourvu  toutefois  que  M  soit  <  î  ;  sans  quoi  il  faudra  aussi  déterminer 
directement  le  chiffre  des  centièmes  ...  ;  et  ainsi  de  suite. 

Généralement,  représentons  par  n\e  nombre  des  chiffres  décimaux 
déjà  déterminés,  etpar  v  le  nombre  des  chiffres  delà  partie  entière  de  M. 
Quand  M  sera  compris  entre  r  et  o,  i ,  v  sera  égal  à  zéro;  quand  M 
sera  moindre  queo,i,  v  deviendra  négatif,  et  sa  valeur  absolue  re- 
présentera le  nombre  de  zéros  placés  entre  la  virgule  décimale  et  le 
premier  chiffre  significatif;  enfin,  dans  le  cas  particulier  ou  M  serait 
une  puissance  exacte  de  10  ou  de  o,  i ,  la  valeur  de  v,  positive  ou  néga- 
tive ,  serait  l'exposant  de  cette  puissance  (*). 

Cela  posé,  pour  que  l'on  puisse  obtenir  une  nouvelle  valeur  appro- 
chée de  la  racine  avec  ri  chiffres  décimaux  exacts,  «'étant  >•«,  et 


(*)   Le  nombre  n  est  également  susceptible  de  devenir  négatif ,  ce  qui  poivrait 
arriver  si  tous  les  chiffres  de  la  partie  entière  même  n'étaient  pas  encore  déterminés. 


356  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

(ri  —  ri)  étant  le  nombre  des  nouveaux  chiffres  décimaux ,  il  faudra 
que  l'on  ait 

io»       ■  i 

— -   <      ou     =  — -.  , 
\o'n  ioD    ' 

OU  I02n— ï— n'    ->       qu       =     I, 

ou  enfin  in  —  v  —  n!  >     ou     =  o. 

Par  conséquent,  le  nombre  (ri  —  n)  des  nouveaux  chiffres  décimaux 
qu'il  sera  permis  de  calculer,  est  égal  à  (n —  v)  ;  ou  bien,  le  nombre 
total  des  chiffres  alors  connus,  ou  ri,  est  égal  à  m —  v  ;  et  ainsi  il  est 
constamment  le  double  du  nombre  des  chiffres  connus  par  l'approxi- 
mation précédente,  plus  ou  moins  [suivant  la  valeur  de  M]  le  nombre 
constant  v  (*). 

Au  reste ,  tout  ceci  a  été  longuement  expliqué  par  Fourier  dans 
son  Analyse  des  équations.  Seulement  ici ,  nous  le  répétons,  à  cause 
de  la  forme  particulière  à  laquelle  l'équation  a  été  ramenée ,  le  quo- 
tient de — f  (g)  par  f(g)  est  toujours  une  limite  supérieure  de  la  racine, 
et  ce  nombre  diminué  d'une  unité  du  dernier  ordre  décimal,  toujours 
une  limite  inférieure  ;  et  c'est  cette  dernière  qu'il  faut  prendre  pour 
valeur  de  g  dans  l'approximation  suivante. 

Une  remarque  est  encore  nécessaire  relativement  à  la  valeur  du 
quotient  dont  nous  parlons  :  ce  quotient  n'est  ordinairement  pas  exact  ; 
et  lorsqu'on  a  déterminé  les  n'  chiffres  cherchés ,  on  néglige  les  sui- 
vants. —  Or,  si  cette  partie  négligée  approche  beaucoup  à'u/ie  unité 
de  l'ordre  précédent,  on  devra  [la  limite  de  l'erreur  ayant  été  prise 
nécessairement  au-dessus  de  sa  valeur  exacte]  on  devra  regarder  comme 
probable  que  la  partie  restante  est  inférieure  à  la  véritable  valeur  de  la 
racine  ;  et  alors  on  prendra  cette  partie  pour  la  valeur  suivante  de  g.  Il 
n'y  aurait  qu'un  très  petit  inconvénient  à  se  tromper  sur  ce  point,  et 
l'on  reconnaîtrait  immédiatement  l'erreur  à  l'approximation  suivante  : 
car  alors  f(g)  se  trouverait  positif  au  lieu  d'être  négatif  comme  il  le 
devrait,  la  nouvelle  équation  en  h  ayant  perdu  sa  variation.  —  Au 

(*)  Dans  les  cas  ordinaires,  les  chiffres  qui  exigent  une  détermination  directe, 
sont  les  deux  premiers  de  la  racine,  quel  que  soit  d'ailleurs  le  nombre  de  ceux 
qui  composent  la  partie  entière  ;  quant  aux  nombres  de  chiffres  déterminés  après 
ces  deux-là  dans  les  approximations  subséquentes,  ils  suivent  la  loi  de  la  progres- 
sion   fj  i  :  a  :  4  c  8  :  16  : etc. 
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contraire,  lorsque  la  partie  du  quotient  que  l'on  aura  négligée  ne  sera 
qu'une  petite  fraction  de  l'unité  de  l'ordre  précédent,  il  sera  probable 
que  la  partie  restante  n'est  pas  inférieure  à  la  véritable  valeur  de  la 
racine  ;  et  l'on  devra  retrancher  une  unité.  Dans  ce  cas  ,  une  fausse  in- 
duction se  reconnaîtrait  encore  à  l'approximation  suivante,  parce  que 
l'on  retrouverait  dans  la  nouvelle  valeur  de  h,  l'unité  supprimée  à  tort. 
On  pourrait  alors ,  soit  continuer  la  résolution  avec  cette  dernière  va- 
leur de  h,  soit  reprendre  le  calcul  de  l'approximation  précédente  après 
y  avoir  rectifié  la  valeur  de  g  ;  et  ce  second  parti  sera  toujours  à  préfé- 
rer, afin  de  ne  pas  compromettre  le  degré  d'exactitude  des  approxima- 
tions ultérieures. 

Ainsi,  dans  la  règle  que  l'on  vient  de  donner  pour  la  détermination 
de  la  valeur  de  /*,  on  peut  sous-entendre  que  le  quotient  de  — f  par  f 
est  calculé  à  une  demi-unité  près  du  dernier  ordre  décimal,  sauf  à  vé- 
rifier la  limite  inférieure  prise  en  conséquence  pour  la  valeur  de  h,  afin 
de  s'assurer  que  cette  valeur  n'est  pas  trop  petite  ou  trop  grande  d'une 
unité  du  dernier  ordre  (*). 

7.  Maintenant,  l'équation  en^-  étant  supposée  complètement  réso- 
lue ,  il  l'esté  à  savoir  avec  quel  degré  d'approximation  l'on  pourra 
obtenir  la  valeur  de  x  lorsqu'on  y  introduira  celle  de^. 

Pour  cela ,  rappelons  que  l'on  a 

1J+  P 
désignons  par  y  la  valeur  approchée  de  y ,  déterminée  au  moyen  du 
calcul  précédent,  et  supposée,  comme  nous  l'avons  dit,  inférieure  à 
la  véritable  ;  et  soit  e  l'unité  du  dernier  ordre  décimal  de  y  :  la  véri- 
table valeur  de  y  sera  comprise  entre  y  et  y-\-t;  celle  de  x  le  sera  entre 

q-t+p        t      q  (y  +  0  4-  p  . 
q'v+p'  q'(v  -f  0  -+-  p" 

et  ainsi  l'erreur  commise  sur  la  valeur  de  x  en  la  supposant  égale  à 

(*)  Dans  le  cas  où  la  rectification  dont  nous  parlons  ici  serait  ne'cessaire  ,  il  est 
facile  de  voir  que  les  calculs  déjà  faits  donnent  un  moyen  très  simple  de  l'effec- 
tuer, sans  que  l'on  ait  besoin  pour  cela  de  recommencer  toutes  les  opération--  ;  il 
est  sans  doute  inutile  que  nous  insistions  là-dessus. 

Octobre  i836.  4^ 
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la  première  de  ces  deux  fractions,  sera  moindre  que  leur  différence' 
ou  que 

qy  ¥p g  (y  +  0  4-  p jpg'  —  gp')t 

q'y+P        ?'(v +  *)+/>'       (?V+fO(7'y  +  />'+9'0 


{q'Y+p'){<fY+p'+q'A  ' 
et  par  conséquent,  à  fortiori,  cette  erreur  sera  moindre  que  la  valeur 

numérique  de  la  fraction  — ; -r:. 

^  (qv+p) 

Donc,  pour  avoir  la  valeur  de  x  réduite  en  décimales,  on  appré- 
ciera à  vue  le  nombre  des  chiffres  contenus  dans  le  carré  de  la  partie 
eutière  de  (q'y  -f-  p')  ;  et  ce  nombre  de  chiffres  diminué  d'un  sera  celui 
des  chiffres  décimaux  exacts  que  1  ou  pourra  obtenir  dans  la  valeur 
de  x ,  de  plus  que  dans  celle  de  y. 

Quant  au  sens  de  l'erreur,  il  dépend  du  rang  de  la  transformée  en  /, 
toute  valeur  approchée  de  la  racine  de  cette  équation,  pourvu  qu'elle 
le  soit  par  défaut  et  non  par  excès ,  jouissant  à  cet  égard  des  mêmes 
propriétés  que  le  quotient  entier  incomplet  qu'elle  remplace.  Cette 
erreur  est  donc  de  sens  coutraire  à  celle  que  produit  la  réduite 
précédente  —,,  en  supposant  toutefois  que  l'on  n'ait  apporté  aucune 
altération  au  quotient  de  qy  -f-  p  par  q'y  -f-/>'. 

8.  Pour  faire  une  première  application  de  ce  qui  précède,  je  prendrai 
l'équation  suivante,  déjà  traitée  par  Lagrange  : 

x3  —  jx  +  7  s=  o. 

Je  forme  le  tableau  des  coefficients  des  différentes  transformées, 
d'après  la  méthode  d&  numéro  4;  et  j'obtiens  ainsi 


A         B          C         D 

-4 

—  3 

2 

—  29  -f-  41  —  12  •+•  i 

-f-     1+20  —     g  -f-  1 

+  i3+     5  —    6+1 

T              1               » 

I 

-F  ° 
4-  » 

H-  a 

4-  i3  —   4  —    5  -f-  1 

+    7  —    7  =F    0  4-  < 
+     1  —    4  +    3+1 
+     1  +    5+    6+1 

*=.+7,  ....(?) 
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D'où  je  conclus  que  l'équation  propose'e  a  nécessairement  une  racine 
réelle  négative  comprise  entre  —  5  et  —  4;  et  que  les  deux  autres 
racines,  si  elles  sont  réelles,  ce  qui  est  encore  douteux ,  ne  peuvent 
être  que  positives  et  comprises  en  +  i  et  -f-  a. 

Occupons-nous  d'abord  de  ces  dernières. 

Pour  reconnaître  leur  nature  et  en  obtenir  une  première  valeur  ap- 
prochée si  elles  sont  réelles,  je  fais  d'abord,  comme  il  a  été  dit  au 

numéro  5,  x  =  i  -j-  —,,  d'où  résulte  l'équation 

x'3  —  4x'<  +  5x'  +  i  =  o  ; 
qui  donne  de  même,  pour  les  coefficients  de  ses  transformées , 


A         B          C         D 

o 

+     i   +     3  —     4+1 

1 

+        1     2    I     -f-     I 

2 

I     I     -f-       2+1 

3 

+     i  +     6  +     5+i 

+  6 


Ainsi,  je  vois  que  les  deux  racines  cberchées  sont  réelles,  et  que 
x'  est  compris,  pour  l'une  entre  i  et  2  ,  et  pour  l'autre  entre  2  et  5. 
Les  racines  se  trouvent  donc  déjà  complètement  séparées  ;  les  deux 
premières  valeurs  approchées  de  chacune  d'elles  sont  : 


'  I  '    I  '  1*2' 

et    pour   en  avoir  une  troisième,  je  fais  alternativement  les  deux 
hypothèses  : 

'      x    '  '    x" 

d'où  résultent  les  deux  équations  en  x"  : 

X"3    —2X"*    —   X"   +    I    =   O  (i), 

x"3    _j_      3W.  _  2  x"  —    I    =   O  (2). 

La  première  de  ces  équations  n'étant  pas  encore  ramenée  à  n'avoir 
qu'une  variation,  je  continue  la  réduction  des  racines  en  fraction 
continue;  et  je  forme  pour  cela  les  deux  tableaux  (1)  et  (2)  qui 

46.. 


36o 
suivent  ; 
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(0 

A 

B        C        D 

0 

+  i   - 

I     2    +     I 

I 

—   i   — 

2    +     I     +     I 

2 

—  i  + 

o  +  4+i 

5 

+  7  + 

14  4-  7  +  » 

(3) 

A         B        C       D 

o 
I 

2 

I     2+1     +     1 

—  i  +    3  +  4+1 
+  7  +   '4  +  7  +  i 

x"  =  2  + 


*"=i  +  ^; 


d'où  il  résulte  que   la   valeur   de  x'  est  comprise  ,  pour  x, ,  entre 

2  et  3,  et  pour  x^  entre  i   et  2  ;  ce  qui  donne  les  deux  nouvelles 

réduites  : 

_  5  4 

x,  —  3,  xt  _  £. 

Quant  aux  équations  eu  x'"  qui  s'en  déduisent ,  elles  sont  iden- 
tiques ;  et  ainsi  la  détermination  des  deux  racines  positives  de  l'é- 
quation proposée  est  ramenée  à  la  résolution  d'une  seule  transformée, 
qui  est  la  suivante  : 

Cette  équation  en  x'"  n'ayant  plus  qu'une  variation,  on  pourrait 
passer  à  la  résolution  en  décimales,  suivant  la  méthode  indiquée  au 
numéro  6.  Mais  rien  n'obligeant  à  adopter  cette  nouvelle  marche 
pour  la  première  équation  qui  se  présente  avec  une  seule  variation; 
et,  de  plus,  les  dernières  réduites  obtenues  n'ayant  encore  que  de 
très  petits  dénominateurs ,'  circonstance  qui  ne  permettrait  pas  d'é- 
lever de  beaucoup  le  degré  d'approximation  fourni  par  la  résolution 
en  décimales  (voyez  7),  je  cherche  encore  une  valeur  réduite  de 
chaque  racine;  il  y  a  d'ailleurs  pour  cela,  dans  l'exemple  actuel, 
une  raison  que  l'on  comprendra  dans  un  instant. 

.le  forme  donc  le  tableau  des  coefficients  pour  les  transformées  en 
(x'"  —  1  ) ,  (x'"  —  2) , ....  ;  et  j'ai  ainsi  : 
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A            B 

C        D 

0 

-    i  -    4  - 

3  4-  1 

1 

2 

3 

4 
5 

—  7  —     7  =F 

—  i3  —    4  + 

—  i3  H-    5  -f 

—  I    +    20    + 

4-  29  -f-  41  4- 

0  +  1 

3  4-  1 

6  4-  1 

9  +  1 

12  4-  ' 

**  =44--, 


ce  qui  me  donne  une  valeur  de  xm  comprise  entre  4  et  5,  et  par 
suite  les  deux  nouvelles  réduites 


x,  = 


i3 


x   =  12 
*         14  » 


toutes  deux   exactes  à  moins  d'un  centième  près. 
Alors  je  fais 

et  l'équation  à  résoudre  sera  la  suivante,  à  laquelle  je  m'arrêterai  pour 
chercher  en  décimales  la  valeur  de  sa  racine  positive  : 

f  —  20  y1  —  gy  —  1   =  o. 

Mais  auparavant,  j'observerai  encore  que  celle  équation  est  également 
propre  à  donner  la  racine  négative  de  la  proposée:  en  effet,  si  dans 

cette  dernière  on  fait  x  =  — (  3  4-  _)  >  on  obtient  de   nouveau  la 

même  équation  en  y;  et  telle  est  la  raison  de  préférence  que  j'ai 
indiquée  tout  à  l'heure.  Ainsi,  la  racine  positive  de  cette  seule  équation 
en  y  donnera  les  trois  racines  de  la  proposée  (*) ,  au  moyen  des  trois 
formules  suivantes: 

^    _  22-r  +  5      ~    _  '9.T  4-  4     _    _       lJ+  « 
x'  ~  i3jr  +  3'   *•  —  ,4>r  +  3'  x*  —  J       • 

Cherchons  donc  cette  valeur  de  y. 

9.  Sans  avoir  besoin  de  développer  le  tableau  complet  des  trans- 


(*)  Cette  propriété  de  l'équation  en  y  mériterait  peut-être  un  examen  spécial. 
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formées  eu    (y  —  i),  (jt-ça), ,  on  voit  sur-le-champ,    en 

mettant  les  deux  premiers  termes  sous  la  forme  (y  —  20) y',  que  la 
racine  cherchée  et  comprise  entre  20  et  21  (*). 

Je  fais  donc  y  =  20  +  h  ;  et  en  nommant  /(y)  le  premier  membre 
de  l'équation  en  y,  et  /'  (y),  f"(y),  f'"{y),  ses  dérivés,  j'exécute 
le  calcul  suivant  {voyez  6)  : 

/    (20     +   h)  = 

/  (*>)  +   /'(*>)  \  +  /£o)     £  +  /-(20)  ^3  =  0; 

/    (20)  =   203        —  20.20»  —9.20'  —   1   =  —   181  (**); 
-j—  /'  (20)  =  3.20*  —  40.20'  —  9  =5gi; 

777  /"  (20)  =  3.20'  —  20  =    40; 

D'où  résulte  l'équation  en  h  : 

h3  +  4oà*  -f-  Sgih  —  181   =  0; 

et  par  suite  ,  h  =  ^  —  il  h'  —  JL  h3. 

391  3gi  391 

Pour  voir  si  le  premier  terme  de  cette  valeur  de  h  est  suffisant 
pour  m'en  faire  connaître  ,  sans  erreur,  le  chiffre  des  dixièmes, 
je  remplace  dans  le  coefficient  de  h% ,  le  numérateur  4o  =  7/"(2o), 

(*J  Une  abréviation  analogue  peut  être  employe'e  pour  l'équation  ci-dessus  en  je*. 
(**)  Cette  réduction  peut  s'effectuer    très  simplement  et  à  vue,  de  la  manière 
suivante  : 

20— ao=o;    0X20=0;    o — 9= — 9;    — 9X20= — 180;    — 180 — 1= — i8t=zf. 

De  même  pour  /'  s 

20  X  3  =  60;     60 — 40  =  2°;     20  X  20  =  400;     400  —  9  =  39'- 

Et  ainsi  des  autres. 

Cette  marche,  que  j'emploierai  dans  les  tranformations  suivantes,  me  paraît 
préférable  à  celle  de  Fourier  ,  en  ce  qu'outre  l'avantage  d'une  grande  simplicité, 
elle  présente  encore  celui  de  donner  les  diverses  fonctions  /,  /',  /"•"  indépen- 
damment les  unes  des  autres. 
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par  le  nombre  43  =  \f*  (2i)(*)  ;  et  j'obtiens  ainsi,  pour  la  valeur 
de  M  [voyez  6)  réduite  en  décimales, 

M   =  ~~   =:  o,n  ,  a  très  peu  près. 

A  la  rigueur  il  faudrait,  pour  remplir  la  seconde  condition  exigée 
au  numéro 6,  que  M  ne  dépassât  pas  un  dixième;  mais  comme  l'excès 
est  peu  considérable  ,  et  que  d'ailleurs  Mh*  n'est  pas  la  valeur  exacte 
de  l'erreur,  mais  une  limite  supérieure  de  cette  erreur,  je  puis 
me  permettre,  sauj  vérification  du  résultat  obtenu  en  conséquence, 
et  sauf  les  observations  faites  au  numéro  6,  de  prendre  pour  la  valeur 

de  h.  à  un  dixième  près,  la  fraction  r — .   Or  ,   cette  fraction  ,   réduite 
en  décimales ,  donne 

h  r=  0,46  ; 
donc  4  est  la  valeur  probable  du  chiffre  des  dixièmes  de  y ,  ce  qui 
se  vérifiera  en  effet  à  l'approximation  suivante;  et  d'ailleurs,  on 
voit  dès  à  préseut,  que  le  produit  o,  11  x  (o,  4)*  est  moindre  que 
o,  02,  et  que  par  conséquent  la  valeur  de  h  dépasse  o,  44-  Mais  nous 
devons,  pour  le  moment,  nous  en  tenir  au  premier  chiffre. 

Je  fais  donc  maintenant  j  =  20,4  +  h';  et  pour  obtenir  les 
coefficients  des'diverses  puissances  de  h'  qui  entrent  dans  le  déve- 
loppement de  f  (20,4  -f-  h'),  j'effectue  le  calcul  suivant,  profitant 
ainsi  des  valeurs  déjà  calculées  de  f(2o),  f'{io),  et  f"{p.o): 

f  (30,  4)  =  (o,4)3  +  40  (o,4)1  4-  59 1  M)'  — lSl  ? 

\  \f  (20,  4)  =  3  (0,4)'  -h  80  (0,4)'  +  39i  ; 
£gf  (20,4)  =  3  (0,4)'  -f-  4o; 

^-3/"' (20,  4)=    !(**)• 

(*;  Le  numérateur  de  M  s'obtiendra  constamment ,  dans  une  équation  du  troi- 
sième degré ,  en  ajoutant  à  la  valeur  numérique  déjà  calculée  pour  \f{g),  trois 
unités  du  dernier  ordre  décimal.  — On  peut  établir  pour  chaque  degré  une  règle 
analogue. 

(**)  Les  quantités  désignées  par =  étant  constantes  et  égales  à  1  dans  toute 

la  suite  du  calcul ,  je  me  dispenserai  dorénavant  de  les  indiquer. 
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0,4 
4-  4° 

X 

3, 
o,4 

l> 

3, 
x  0,4 

40,4 
x     0,4 

4- 

1,2 
80, 

',2 

4-  4<>» 

16, 16 
4-3gi, 

407,16 
x   0,4 

X 

4- 

81,2 
0,4 

3a,48 
391» 

+  4«»2 

162,864 
—181, 

+  423,48  = 

ï*/' 


—  1 8, 1 56  =  / 

Je  divise  ensuite  —  i8,i36  par  4-  423,48;  le  quotient,  à  un 
demi-millième  près,  étant  o,o43 ,  je  fais  h'  =  0,042,  et  j'ai  ainsi  pour 
nouvelle  valeur  de  y , 

y  =  20,442. 

Observons  en  passant,  que  l'incertitude  dont  la  valeur  de  la  limite 
M  restait  affectée  dans  le  calcul  de  la  première  approximation,  se 
trouve  maintenant  détruite;  car  on  a 

{f  (20,5)             4'>5                1 
/'  (20,41  =  4^4»  =  7^  ou  =  °'°9 ? 


et  ainsi  la  valeur  de  M  est  bien  réellement  et  pour  toute  la  suite 
du  calcul,  inférieure  à  0,1. 

Je  fais  actuellement  y  =  20, 442  4"  h">  et  je  développe  comme 
ci-dessus  les  valeurs  de  y(2o,442)>  de  fi  de  \f" .  . . .,  en  y  faisant 
servir  les  valeurs  déjà  obtenues  pour  f  (20,4),    f\io,[\). . . .,  etc. 

/(20,442)=  (o,  o4a)3+4 1 ,2(0,  o42)*4-425,48(o  ,042)' — 18, 1 56 

j/'(20,442)=5(0,0  42)»4-82,4(0,042)'4-423,48 
TTî/,(20,442)=3(0,042)'4-4I,2! 
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0,042 

4-  41,2 

5, 
x   0,042 

0,126 

4-  82,4 

-~f 

3, 
x  0,042 

41,242 

X    0,042 

0,126 

-f-  41»2 

82484 

1  649  68 

82,526 
x  0,042 

i65  o52 
55o  104 

4-  4I>32Ô: 

1,752  164 

+425,48 

425,212  164 
x     0,042 

5,466  092 
4-  425,48 

85o  424  328 
17  008  486  56 

4-  426,946  092= 

1 7,858  910  888 
i8,i56 

—   0,377  089  H2=y\ 

Maintenant  je  divise  cette  valeur  de  f  par  celle  de  f  ;  et  le  quo- 
tient, à  une  demi-unité  près  du  septième  ordre,  étant 

o,  o  00  6490, 
je  fais  h'  =     o,  o  00  6489, 

d'où  y    =  20,   4  42  6489';  ^ 

et  je  continue  le  calcul  de  la  même  manière. 

J'obtiens  ainsi  les  valeurs  suivantes,  que  je  ne  fais  que  rapporter  : 

/   (20,4  42  6489)  =  (0,0  00  648g)3  N 

4-  41»  5  26  (0,0  00  6489)*  / 

4-  42t>,9  4^  o  92  (0,0  00  6489)'  X 

— •  0,2  77  o  89   1    12  ' 

—  0,0  000265  9  14  5914  3  43   i83i; 

ttCTOBRE    |836.  /±n 
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|  /'  (20,4  42  6489)  =  3  (0,0  00  6489)' 
■+-  82,6  52  (0,0  00  6489)' 
+  426,9  46  o  92 

426,9  99  7261  4  60  i365; 

r^f   (20,4  42  6489)  =  5  (0,0  00  6489)'  .  _ 
+  4  '  »  5  2^  i 

4i,3  27  9467; 

— f'.f   =  o,  o  00  0000  61806689; 
A'"  =  o,  o  00  0000  61 806688-; 

j    =  20,  4  42  6489  61806688. 

Continuant,  et  abrégeant  encore,  j'obtiens  pour  dernière  approxi- 
mation de  la  valeur  dey, 

f= — 0,0  00  0000000001345  64  21 16  86046287 157555672547528, 

y =426,9  99  7512  57000656  1  95  25q2  44^88o32  , 
\f'=  4i,3  27  946885420064,  ' 

— f'.f  =  o,  o  00  0000  00000000  5i5i 588673961020, 
h""  ■=.  o,  o  00  0000  00000000  3 t5i 388673961019, 
y    —  20,  4  42  6489  61806688  3151388673961019, 

valeur  exacte  jusqu'à  la  trente-unième  décimale. 

Une  approximation  de  plus  me  donnerait  soixante- trois  décimales; 
mais  j'abandonne  ce  calcul  qui  ne  présente  d'autre  difficulté  que  celle 
de  trouver  un  espace  suffisant  pour  y  placer  tous  les  chiffres  à  leurs 
rangs  respectifs. 

10.  Reste  à  substituer  ce  résultat  dans  les  expressions  trouvées  au 
numéro  8  pour  x, ,  xit  et  x3;  ce  qui  donne 

454    7  38  2771  59747 '42  g33o55o827i4a4I8 # 

00 '   ~266    7  54  4365  03486948  0968052761493247' 
392    4  IO  33o2  74327077  9876384805259861 

*   28g  1  97  0854  65293636  4' 1944 1435454266  ' 

6b     3  27  g468  85420064  g45gi66o2i883o57 
Xs  ~    20    4  42  6489  6180668S  3 1  "'1388673961079" 
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Enfin,  si  l'on  veut  exprimer  les  valeurs ^le  x,.  x,,  x3,  en  déci- 
males, il  faut  observer  que  la  valeur  de  y  remplace  le  dénominateur 
incomplet  20  dans  les  réduites 


22.20  -+-  5 

x    = ■ — 

i3.2o  4-  3 

= 

445 
263' 

x    _>9-20  -  4 

= 

384 

I4-20  -f-  3 

283' 

3.20  4-  1 
—  X3   = — 

_. 

61 

Or,  les  deux  premières  pouvant  être  calculées  exactement  avec 
quatre  décimales,  et  la  troisième  avec  deux,  il  s'ensuit  que  si  l'on 
remplace  le  nombre  entier  20  par  la  valeur  trouvée  de  y,  x\  et  x% 
pourront  être  obtenues  exactement  jusqu'à  la  trente- cinquième  déci- 
male inclusivement,  et  x3  jusqu'à  la  trente- troisième.  Au  reste,  on 
peut  aussi  obtenir  exactement  les  deux  dernières  décimales  de  x3 , 
en  observant  que  la  valeur  absolue  de  cette  racine  doit  être  égale  à  la 
somme  des  deux  autres.  Et  l'on  a  ainsi 

xt  =  1,  692  021  4?1  63o  og5  8G9  627  814  897  002  obg   14, 

xt  =  1,  356  895  867  892  209  445  8p4  5gg  5io  021  5oo  58, 

—  x3  =  3,  048  gTj  53g  622  5o5  5i3  522  214  4°7  °2^  ^69  72, 

valeurs  exactes  jusqu'à   la  trente-cinquième  décimale  inclusivement; 
l'approximation  suivante  eût  conduit  jusqu'à  la  soixante-septième . 

11.  Je  vais  encore  m'occupera  quelques  exemples;  mais  je  n'en 
pousserai  le  calcul  *jue  jusqu'à  la  séparation  des  racines,  ce  qui  est 
suffisant  pour  le  but  principal  que  je  me  suis  proposé,  et  je  ne  ferai 
qu'indiquer  le  tableau  des  opérations. 

Deuxième  application. 

x*  —   I2JT4 —  2X3  -f-  37«r*  -f-  iox  —  10  =  o. 

Cet  exemple,  dont  je  dois  la  communication  à  la  complaisance  de 
M.  de  Fourcy ,  est  très  propre  à  faire  ressortir  l'avantage  de  la  réduc- 
tion en  fraction  continue;  carie  premier  membre  étant  le  développe- 

47-- 
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ment  du  produit  des  trois  facteurs 

x*  +  ix  —  i  ,      x'  —  ix  —  i,      et      xl  —  5, 
dout  les  racines  sont  respectivement 

x  =  —   i   =fc    ya ,     x  =   i  =fc:  \/5 ,     et  x  =  =fc  \/5  , 

a  toutes  ses  racines  réelles.  Et  bien  que  deux  d'entre  elles  soieut 
comprises  entre  + 1  et +  5,  et  deux  autres  entre  — i  et  — 3,  on  va 
voir  que  la  séparation  s'en  fait  avec  la  plus  grande  facilité. 

A  B         C         D       E         F         G  II 


+  3 


+  104  —  428  +  . .  — ..  +  . .  — ■•  +  x 
6  +  5o  +  1  —66  +48  —12  +  1 
8—28  — 14  +26  -f-  3  —  6  +  1 
—  10  +  îo  +37  —  2  — 12  0+1 
+  24  +  36  — 26  — 3o  +  5  +  6  +  1 
+  14  —  58  —25  +62  +48  +12  -f-  1 
4.    60+....+..+..+..+..   +  , 


X=.'X-\ , . 


1 

A           B 

CD          E        F     G 

0 

+       1+     12+ 

48+    62—     25—  58+i  4 

( 

+     56—      4— 

274 —  55o —   io5+  26+14 

2 

—  6i5 — 174» — 

1412 —  202+  237+110+14 

3 

— 36o8— 5588+ 

714+2126+  997+194+14 

4 

— 5 1 5 1  +9260+ 1 

5224+8354+2177+278+14 

5 

1  +        +        + 

+        -f-         -f-      H-<4 

■r'=i  +  . 
x  =  4  -r  • 


D 


E 


+  1+  12+  48+  66+  1—  5o  +  6 
+  io{+  196+  42 —  ko —  ^9~l~  6  +  6 
+  i85 —  220 —  492' —  166+  61+  42  +  6 
— 584—1212—  114+  6i8+36i+  78  +  6 
— 84-+2184+4776+2962+841+114  +  6 
+      +        4-        +        +      +         +6 


x'=  2  +  . 
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Résume  :  six  racines  réelles. 


36q 


i  "  entre  o    et   i  , 

.   e        ' 

Positives/2    x  —  2  "+"  Jl 

3*    X    ==    2 


i"  entre  o  et  —   r , 
]Negalives< 


4+...' 


5'  —  x  = 


fe 


1 

H- 

+  3 

+3, 


Troisième  application . 
—  6xs  +  4ox3  +  6ox%  —  a 
B       C        D      E      F      G 


+    27 37+     l5 4°+" ■  \+i 

—     1 —     i-f-  60+40       o —  6+1 

+  934-2 1 5+ 1 55 —  o — i5+  o-f-i 
+429+431+  60—40  0+  6+1 
+887+467+  1 5+4o+45+i  2+1 


y     '_  j5    racines  dout   2 

^'  I    douteuses 

xz=.—,  :  une  racine  réelle. 

X 

,  £_  /    2  racines  dou- 

?  I     teuses. 


A    B    C     D 


.=     2+p. 

F        G 


oj+1+6    o — 4°H~(3°+43l+429 
1 1+  +  +  +    +    +     + 


2  racines  imaginaires. 


B 


D      E     F    Gl 


o| —  1 —     6         0+40 — 60— 1+1     une  racine  réelle,  et 
i|| — 27 — 125 — 235—90—- 5o+5+i||   2  racines  imaginaires. 

Résumé. 
Quatre  racines  imaginaires  ; 
Une  racine  réelle  entre  o  et  +   1  ; 
Une  racine  réelle  entre  o  et  —   1. 

i3.  Quatrième  et  dernière  application. 

Je  considère  une  dernière  équation  que  je  trouve  à  la  page  196  du 
i5e  cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique ,  et  qui  résulte 
d'un  calcul  pris  pour  exemple  par  M.  Bret ,  dans  ?a  théorie  de  l'éli- 
mination. 
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Cette  équation  est  du  9e  degré  ;  mais  elle  a  pour  racine  +  1  et 
—  1  ;  j'y  supprime  donc  les  facteurs  (x  —  1)  et  (x  +  1),  quoique  ces 
facteurs  puissent  facdement  se  découvrir  par  la  méthode  même  ;  et 
j'obtiens  alors  pour  l'équation  à  résoudre  , 

4x7  —  tir6  —  7-r5-r-  8x*  +  7X3  —  -îbx%  —  22X —  5  r=  o 

Racines  positives. 
ABC  DEFGH 


+3 


— 5  — 22  — 23     4-7  +8     — 7     — 6     +4 
—44 — 58  — 3o  — 11  4-23  -(-41   +22  4-4 

4-334-3264-.  •  H--  •  •  +  •  •  •  +  •  •  •  +  •  ■    +4 
4-... 4-.  .  .4-.  .  .  +  .  .  .4-.  .  .4-.  .  .4-.  •  .-r-4 


i>2  racines 
l'/douteuses. 


*=2+-U 


une  racine 


~*~  x'î     réelle. 


O 

+  1 


B 


1) 


Hl 


4.4  _6  —7  4-8  4-7—23—22—5 

£i  II2  racines  imaginaires. 

Racines  négatives. 
A       B        C         DEFGH 

4-5  —22  4-23  4-7  —8  —7  4-6  4-4 
4-8  4-42  4- 4-.. .4-.... 4-.... 4-.. ..  +  4 


1  1     4  racines 
•r'J  douteuses. 


4-4  +6  —7  —8  4-7  4-25  —22  4-5 
4-8  4-14  +16  — 15  4-33—  4  4-i3  4-5 
4-.  .4.. . .4.. . .  +  . .  .4-.  ..4-. . .4.. . .  +. 


r'=4 


B 


D 


X 

E      F        G 


lî 


4-5  4-i3  —4  4-33  — 15  4-16  4-i-4  4-8 
J4-...4-.-.4-.-+-.-4--..4-.-.4-...4-. 

Cfae  seule  racine  réelle  comprise  entre  2  et  5. 


1  )  4  racines 
x"  S  douteuses. 


4  racines  imaginaires . 
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Addition  au  numéro  2. 

Comme  le  calcul  de  la  recherche  des  deux  racines  indiquées  par  les 
variations  du  facteur  réel  du  second  degré,  produit  de  deux  facteurs 
imaginaires  du  premier,  ne  se  termine  que  quand  ces  deux  variations 
disparaissent  entre  une  transformée  principale  en  y  et  sa  première 
transformée  secondaire  en(jr —  1),  il  est  nécessaire,  pour  compléter 
les  développemens  contenus  dans  le  numéro  2,  de  faire  voir  que  ces 
deux  variations  finissent  en  effet  par  disparaître  entre  deux  pareilles 
transformées. 

Et  en  effet,  si  l'on  pose  f=z  1  +  f ',  et  que  l'on  ordonne  par 
rapport  à  y' ,  on  obtient 

îtd  -  *)*+  *>* 

+v[(|î-«y+0-]( , 

+  m  -  •)"+  *]/ 
+ ri<$  -  «)'+  *$ 

Or,  on  voit  d'abord  que  le  coefficient  du  terme  en  j'3  et  le  terme  sans 
j',  sont  essentiellement  positifs  ,  car  ils  ne  sont  respectivement  autre 
autre  chose  que 

(q -<]'*)> +  q'- (2% 
et  [fa  —  q'ct)  +{p  —  /,'*)]"  +  fa'  +  p'T  P  • 

Quant  au  coefficient  de  f ,  il  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante  : 
2q'li?  "~  ")  (<?  —  ?'*  "+■  P  ~  P'a)  +  W  +  P')  6']  ' 
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ou  ,  ce  qui  est  la  même  chose  , 

w  +/>')[(!  -  *)(£*-«)+*■]• 

Maintenant,  d  après  une  propriété  des  tractions  continues,  ,  ,  ,  est 
compris  entre  —,  et  a;  de  sorte  de  f  ,  .  \, —  a.),  étant  de  même 
signe  que  (^ — «M  ,  est  de  signe  contraire  à  (%-, —  aj-  et  par 
suite  le  produit  (%  —  a,  y ,  p ,  —  a)  est  négatif.  Comme  d'ail- 
leurs la  somme  de  ses  facteurs  vaut  d=  (  —,  —  ,  (/)  =  >, j  ,  ,)  ?  et 
que  par  conséquent  ce  produit  a  lui-même  pour  valeur  maximum 
— T--7- — r-,  nombre  qui  peut  devenir  moindre  que  toute  fraction  don- 
.,  ,  •  ,  i  /.  .  ,        . 

née,  us  ensuit  que  sa  racine  carrée  ou    — mr~. — rr     finira  par  devenir 

t  ??  (^  +  p  )  •" 

moindre  que  /3  ;  et  alors  le  facteur  du  second  degré  en  j'  que  nous 
considérons,  n'aura  que  des  permanences;  ce  qu'il  j  allait  prouver. 

11  est  bon  de  faire  également  une  observation  sur  les  facteurs 
réels  du  premier  degré  et  de  la  forme  (/  — -<p),  pour  lesquels  nous 
avons  dit  que  l'on  doit  avoir  <p  >  i.  Le  calcul  que  l'on  exécute  peut 
bien  ,  à  la  vérité  ,  douner  implicitement  lieu  à  de  semblables  facteurs 
dans  lesquels  le  nombre  <p  soit  moindre  que  l'unité'.  Mais  outre  que 
ces  facteurs  doivent  évidemment  perdre  leur  variation  à  la  transfor- 
mation suivante  ,  il  est  facile  de  reconnaître  encore  ,  qu'ils  corres- 
pondent à  des  racines  réelles  de  l'équation  proposée,  exprimables  par 
des  fractions  continues  identiques  jusqu'à  la  précédente  réduite  ex- 
clusivement, à  la  fraction  calculée;  de  telle  sorte  que  pour  repré- 
senter ces  racines,  il  faudrait  reprendre  la  même  fraction  continue, 
en  altérant  seulement  la  dernière  réduite  par  une  augmentation 
convenable  du  quotient  incomplet  qui  avait  servi  à  la  former. 

Il  serait  sans  doute  superflu  d'entrer  dans  plus  de  détails  à  ce  sujet. 
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MÉMOIRE 

Sur  une  classe  a" Equations  à  différences  partielles 
Par  C-  STLR3I. 


Les  géomètres  ont  résolu  un  grand  nombre  de  problèmes  relatifs 
à  la  distribution  de  la  chaleur  dans  des  corps  de  différentes  formes 
et  aux  petits  mouvements  vibratoires  des  corps  solides  élastiques,  des 
corps  flexibles  et  des  fluides,  en  supposant  ces  corps  homogènes  et 
identiques  dans  toutes  leurs  parties.  Dans  la  théorie  de  la  chaleur 
la  fonction  inconnue  qui  représente  la  température  variable  d'un 
point  quelconque  du  corps  dépend  de  l'intégration  d'une  équation 
à  différences  partielles  contenant  sous  forme  linéaire  cette  fonction 
sa  différentielle  ou  dérivée  première  par  rapport  au  temps  et  ses 
différentielles  partielles  du  premier  et  du  second  ordre,  quelque- 
fois même  d'un  ordre  supérieur  au  secoud  par  rapport  aux  coor- 
données d'un  point  quelconque,  toutes  ces  différentielles  étant  mul- 
tipliées par  des  fonctions  connues  de  ces  coordonnées.  Dans  les 
questions  dynamiques,  les  fonctions  inconnues  qui  représentent 
les  déplacements  d'un  point  quelconque  suivant  certaines  directions 
dépendent  aussi  d'équations  à  différences  partielles  linéaires  qui  ren- 
ferment les  différentielles  secondes  de  ces  fonctions  par  rapport  au 
temps  et  leurs  différentielles  partielles  de  différents  ordres  par  rap- 
port aux  coordonnées,  multipliées  par  des  fonctions  connues  de  ces 
coordonnées. 

Les  solutions  qu'on  a  données  de  ces  diverses  questions  sont  ana- 
logues à  celle  du  problème  de  la  corde  vibrante  qu'on  doit  à  D.  Ber- 
Notbmese  i836.  48 
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nouilli  et  à  Lagrange.  Elles  se  composent  de  la  somme  d'une  infinité 
de  solutions  particulières  d'une  même  forme  déterminée.  Les  cas 
les  plus  simples  qu'il  faut  d'abord  considérer ,  sont  ceux  où  la 
fonction  inconnue  ne  dépend  que  du  temps  et  d'une  autre  variable 
indépendante  qui  fixe  la  position  d'un  point  quelconque  du  corps; 
alors  chaque  terme  de  la  série  qui  représente  cette  fonction  satis- 
fait séparément  à  l'équation  à  différences  partielles  qui  a  lieu  pour 
tous  les  points  du  corps  et  à  des  équations  particulières  qui  ont 
lieu  à  ses  limites.  Le  terme  général  de  la  série  est  le  produit  de 
deux  quantités  distinctes;  la  première  est  une  exponentielle  dont 
l'exposant  est  égal  au  temps  multiplié  par  un  certain  paramètre 
ou  bien  c'est  le  sinus  ou  le  cosinus  du  temps  multiplié  encore 
par  un  paramètre;  la  seconde  quantité  est  une  fonction  de  la  va- 
riable indépendante  autre  que  le  temps,  et  du  même  paramètre,  la- 
quelle dépend  d'une  équation  différentielle  ordinaire  de  forme  linéaire; 
on  obtient  cette  équation  en  substituant  dans  l'équation  à  différences 
partielles,  à  la  place  de  la  fonction  inconnue  le  produit  des  deux 
facteurs  dont  il  s'agit ,  et  supprimant  le  premier  qui  se  trouve 
commun  à  tous  les  termes  de  l'équation.  Cette  seconde  fonction  qui 
ne  renferme  pas  le  temps  et  qu'on  peut  multiplier  par  un  coefficient 
constant  arbitraire,  doit  aussi  satisfaire  aux  équations  aux  limites; 
et  de  là  résulte  une  équation  transcendante  déterminée  dont  l'in- 
connue est  le  paramètre  qui  multiplie  le  temps  dans  l'exponentielle, 
ou  sous  le  sinus  ou  le  cosinus,  et  dont  les  racines  en  nombre  infini 
sont  toutes  les  valeurs  de  ce  paramètre,  valeurs  qu'il  faut  substituer 
successivement  dans  le  terme  général  de  la  série.  On  achève  ensuite  la 
•«olution  en  déterminant  par  des  méthodes  connues  les  coefficients  ar- 
bitraires de  cette  sério  ,  de  telle  sorte  qu'à  l'origine  du  temps  elle  re- 
présente l'état  initial  de  la  fonction  dont  on  cherche  l'état  variable. 

Ces  problèmes,  même  restreints,  comme  nous  venons  de  le  dire 
au  cas  d'une  seule  dimension  deviennent  beaucoup  plus  difficiles, 
quand  le  corps  dont  on  s'occupe  n'est  pas  homogène  dans  toutes  ses  par- 
ties, c'est-à-dire  quand  les  qualités  spécifiques,  telles  que  la  densité  ou 
l'épaisseur,  la  capacité  de  chaleur,  la  conductibilité,  l'élasticité,  sont 
variables  d  un  point  à  un  autre  suivant  des  lois  quelconques.  Les 
équations  du  problème  étant  posées,   il   faut  toujours  commencer, 
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comme  précédemment,  par  chercher  des  valeurs  particulières  de  la 
fonction  inconnue  qui  satisfassent  à  toutes  ces  équations ,  à  l'ex- 
ception de  celle  qui  exprime  l'état  initial  qu'on  suppose  arbitraire. 
Une  quelconque  de  ces  valeurs  particulières  est  encore  le  produit 
de  deux  quantités  de  même  nature  que  dans  le  cas  de  lhomo- 
généité.  Mais  ici  l'on  est  arrêté  d'abord  par  la  difficulté  d'intégrer 
l'équation  différentielle  linéaire  à  laquelle  doit  satisfaire  la  fonction 
de  la  variable  indépendante  autre  que  le  temps  et  du  paramètre 
indéterminé ,  et  ensuite  par  celle  de  former  et  de  résoudre  l'é- 
quation transcendante  qui  doit  donner  les  valeurs  de  ce  paramètre. 
Dans  les  questions  même  les  plus  simples  et  les  plus  conuues 
relatives  à  des  corps  homogènes,  où  l'on  est  parvenu  à  intégrer  l'é- 
quation différentielle  dont  il  s'agit  et  à  écrire  l'équation  transcen- 
dante, sous  forme  finie  ou  en  série,  on  a  quelque  peine  à  dé- 
montrer que  cette  équation  doit  avoir  des  racines  réelles  en 
nombre  infini,  et  à  reconnaître  la  marche  et  les  propriétés  dis- 
tiuctives  des  fonctions  qu'on  obtient  en  substituant  ces  différentes 
racines  à  la  place  du  paramètre  indéterminé  dans  l'expression  ana- 
lytique de  la  fonction  satisfaisant  à  l'équation  différentielle  qu'on 
a  intégrée.  On  ne  voit  pas  non  plus  comment  les  altérations  qu'on 
peut  faire  éprouver  aux  qualités  spécifiques  du  corps  influent  sur 
la  grandeur  des  racines  et  sur  les  propriétés  des  fonctions  qui  en 
dépendent.  Ces  discussions  me  semblent  indispensables,  si  l'on  veut 
bien  connaître  les  circonstances  les  plus  intéressantes  de  ces  phénomè- 
nes; elles  doivent  même  nécessairement  précéder  la  recherche  de 
l'intégrale   générale. 

Le  présent  mémoire  a  pour  objet  les  questions  nouvelles  que  je 
viens  d'indiquer  rapidement.  Je  crois  les  avoir  résolues  pour  les  cas 
assez  nombreux  où  la  fonction  inconnue  dépend  d'une  équalion 
linéaire  à  différences  partielles  contenant  cette  fonction  ,  sa  dif- 
férentielle première  ou  seconde  par  rapport  au  temps  et  ses  deux 
différentielles  première  et  seconde  par  rapport  à  une  autre  variable 
qui  fixe  la  position  d'un  point  quelconque  du  corps,  la  fonction  et 
ses  différentielles  étant  multipliées  par  des  fonctions  connues  de  la 
dernière  variable. 

Pour  plus  de  précision  et  de  clarté,  j'ai  choisi  comme  exemple  un 

43. 
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problème  qui  a  toute  la  généralité  qu'on  peut  désirer  dans  le  cercle 
que  je  me  suis  tracé.  Je  considère  la  distribution  de  la  chaleur  dans 
une  barre  droite  ou  courbe  d'une  matière  homogène  ou  non  ho- 
mogène et  d'un  épaisseur  constante  ou  variable,  mais  assez  petite 
pour  que  tous  les  points  d'une  section  plane  perpendiculaire  à 
l'axe  aient  sensiblement  la  même  température  au  même  instant; 
cette  barre  est  placée  dans  un  milieu  d'une  température  constante 
qu'un  peut  supposer  égale  à  zéro  M.  Poisson  a  donné  dans  son 
grand  ouvrage  sur  la  chaleur  les  équations  de  ce  problème  et  leur 
a  appliqué  ses  méthodes  générales  d'intégration;  mais  il  ne  s'est 
pas  occupé  des  propriétés  de  l'équation  transcendante  et  des  in- 
tégrales particulières  que  j'ai  cru  devoir  étudier.  J'ai  fait  usage  dans 
mes  recherches  de  la  théorie  sur  les  équations  différentielles  linéaires 
du  second  ordre  que  j'ai  exposée  dans  un  précédent  mémoire  publie 
dans  le  Journal  de  M.  Liouville.  Je  vais  indiquer  sommairement 
les  principaux   résultats  auxquels  je  suis  arrivé. 

Je  cherche  d'abord  suivant  la  méthode  connue  que  j'ai  rappelée 
plus  haut,  des  valeurs  particulières  de  la  fonction  qui  désigne  la 
température  variable  d'un  point  quelconque  de  la  barre;  je  sup- 
pose donc  cette  fonction  égale  au  produit  de  l'exponentielle  e~"  pra- 
line fonction  V  de  l'abscisse x  et  du  paramètre  indéterminé  /'indépen- 
dante du  temps  t.  L'équation  transcendante  en  /'  à  laquelle  on  arrive  n'a 
pas  de  racines  imaginaires,  ainsi  que  M.  Poisson  l'a  démontré  pour 
cette  équation  et  en  général  pour  toutes  celles  qu'on  rencontre  dans 
les  problèmes  de  physique  mathématique.  Je  fais  voir  en  outre  que  la 
même  équation  n'a  pas  de  racines  égales  et  qu'elle  na  pas  de  racines 
.légatives.  Je  prouve  ensuite  à  l'aide  de  ma  théorie  sur  les  équation? 
différentielles  linéaires  du  second  ordre,  qu'elle  a  une  infinité  de  ra- 
cines positives  dont  lp.^us  petite  peut  être  zéro  dans  un  cas  particulier. 
En  substituant  chacune  de  ces  racines  à  la  place  du  paramètre  indé- 
terminé dans  la  formule  Ve— ",  on  a  donc  une  infinité  de  solulions 
particulières,  ^atis(aisant  à  l'équation  à  différences  partielles  et  aux 
deux  équations  qui  ont  lieu  aux  extrémités  de  la  barre.  Si  les  tempéra- 
tures initiales  sont  exprimées  par  la  fonction  V  qui  correspond  à  l'une 
des  racines  de  l'équation  en  r,  les  températures  variables  de  tous  les 
points  seront  exprimées  par  le  seul  terme  \e~".  elles  seront  donc  à 
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chaque  instant  proportionnelles  à  leurs  valeurs  initiales  ,  et  pour  des 
temps  croissants  en  progression  arithmétique,  ces  températures,  abs- 
traction faite  de  leur  signe  lorsqu'elles  seront  négatives,  décroîtront 
en  progression  géométrique  d'autant  plus  rapidement  que  la  racine  r 
sePa  plus  grande.  Les  propriétés  qui  distinguent  ces  états  simples  en 
nombre  infini  où  les  températures  variables  sont  exprimées  par  un 
seul  terme  ne  sont  autres  que  celles  des  fonctions  V  correspondantes  aux 
différentes  racines  de  l'équation  transcendante.  Voici  les  plus  remar- 
quables. 

Aucune  de  ces  fonctions  ne  peut  s'évanouir  sans  changer  de  signe. 

La  première  de  ces  fonctions,  celle  qui  répond  à  la  plus  petite 
racine  conserve  constamment  le  même  signe  dans  toute  l'étendue  de 
la  barre. 

La  seconde,  qui  répond  à  la  deuxième  racine,  change  île  signe  une 
fois  pour  un  point  situé  entre  les  deux  extrémités  de  la  barre. 

La  troisième  fonction  change  de  signe  deux  fois  entre  les  mêmes 
extrémités. 

La  quatrième  change  de  signe  trois  fois,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à 
1  infini. 

Deux  de  ces  fonctions  correspondantes  à  deux  racines  consécutives 
changent  toujours  de  signe  l'une  après  l'autre  alternativement  ; 
celle  qui  répond  à  la  plus  grande  de  ces  deux  racines  s'évanouit  la 
première,  en  partant  de  l'une  des  extrémités  de  la  barre.  Entre 
deux  points  consécutifs  de  la  barre  pour  lesquels  une  de  ces  fonc- 
tions est  nulle,  il  y  a  toujours  au  moins  un  point  pour  lequel  l'une 
quelconque  des  fonctions  correspondantes  à  des  racines  plus  grandes 
change  de  signe  ,  et  il  y  a  au  plus  autant  de  points  pom*  lesquels 
cette  dernière  fonction  change  de  signe  qu'il  y  a  d'unités  de  différence 
entre  les  indices  de  ces  deux  fonctions. 

Ainsi  ces  fonctions  données  par  une  même  équation  différentielle 
linéaire  du  deuxième  ordre  contenant  un  paramètre  variable,  jouis- 
sent de  propriétés  analogues  à  celles  des  sinus  des  multiples  d'une 
variable  qui  sont  les  fonctions  les  plus  simples  de  cette  espèce;  mais 
les  intervalles  compris  entre  les  points  consécutifs  pour  lesquels  cha- 
que fonction  change  de  signe  ne  sont  pas  égaux;  ils  ont  des  rela- 
tions déterminées  avec  les  qualités  spécifiques  de  la  substance,  et 


57S  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

varient  eu  même  temps  que  celles-ci  suivant  certaines  lois,  ainsi  que 
les  racines  r  de  lequation  transcendante.  Par  exemple  si  le  pouvoir 
émissif  augmente  à  l'une  des  extrémités  de  la  barre  ,  les  points 
pour  lesquels  chaque  fonction  s'annullera  s'éloigneront  de  cette  ex- 
trémité, et  toutes  les  racines  r  de  lequation  transcendante  devien- 
dront à  la  fois  plus  grandes. 

J'établis  des  propositions  analogues  relativement  aux  valeurs 
maxima  de  ces  fonctions  et  à  d'autres  valeurs  plus  ou  moins  re- 
marquables. 

Apres  avoir  ainsi  discuté  les  solutions  particulières ,  je  donnt 
d  après  les  méthodes  connues  1  intégrale  générale  pour  un  état  initial 
arbitraire. 

Avant  que  les  températures  de  la  barre  soient  réduites  à  zéro, 
il  y  aura  une  époque  où  elles  seront  exprimées  sensiblement  par 
le  premier  terme  de  la  série  qui  représente  l'intégrale  générale; 
cet  état  final  des  températures  se  confondra  donc  avec  le  premier 
des  états  simples  que  nous  avons  considérés  précédemment;  par  con- 
séquent après  un  temps  plus  ou  moins  long  les  températures  de  tous 
les  points  de  la  barre  seront  supérieures  ou  inférieures  à  la  tem- 
pérature fixe  du  milieu ,  ce  qui  peut  n'avoir  pas  lieu  pour  les  tem- 
pératures initiales. 

Cette  propriété  exige  cependant  que  le  coefficient  du  premier  terme 
de  la  série  qu'on  obtient  par  une  intégrale  définie ,  ne  soit  pas 
nul.  S'il  est  nul,  et  si  celui  du  second  terme  ne  l'est  pas,  l'état  final 
des  terupératm-es  sera  le  second  de  nos  états  simples,  de  sorte  qut 
les  températures  finales  seront  supérieures  à  celle  du  milieu  dans 
une  portion  de  la  barre  et  inférieures  dans  la  portion  restante. 

Eu  assujettissant  à  de  nouvelles  conditions  la  fonction  qui  représente 
les  températures  initiales,  l'état  final  pourra  se  réduire  à  tel  état 
simple  qu'on  voudra.  Toutefois  je  pense  que  ce  résultat  mathé- 
matique ne  pourrait  guère  être  vérifié  par  l'expérience,  parce  que 
les  équations  de    la  chaleur  ne  sont  pas  d'une  exactitude  absolue. 

En  général,  les  variations  de  signe  qui  peuvent  exister  dans  les 
températures  initiales  doivent,  le  temps  croissant,  disparaître  les 
unes  après   les   autres. 

J'ai  examiné   de   quelle  manière   cette  disparition    s'opère   et  je 
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suis  arrivé  à  ua  théorème  très  complet  qui  comprend  le  cas  ou 
ces  variations  de  signe  ne  disparaîtraient  pas  toutes.  J'en  ai  déduit 
comme  corollaire  ces  propriétés  nouvelles  et  curieuses  de  la  fonction 
qu'on  forme  en  ajoutant  ou  superposant  un  nombre  quelconque 
de  solutions  particulières,  le  temps  ayant  une  valeur  déterminée 
quelconque. 

En  premier  lieu,  cette  fonction  qui  ne  renferme  que  la  seule  varia- 
ble x  ,  s'évanouit  en  changeant  de  signe  entre  les  deux  extrémités  de 
la  barreau  moins  autant  de  fois  que  celui  de  ses  termes  dont  l'indice 
est  le  moindre.  Elle  peut  en  outre  être  nulle  à  l'une  des  extrémités  ou 
à  deux  extrémités  de  la  barre.  En  second  lieu,  cette  fonction  s'annulie 
au  plus  autant  de  fois  que  celui  de  ses  termes  dont  l'indice  est  le  plus 
grand.  Dans  cette  seconde  partie  du  théorème ,  une  valeur  de  x  qui 
annulle  la  fonction  dont  il  s'agit  et  quelques-unes  de  ses  différentielles 
successives  par  rapport  à  x  doit  être  considérée  comme  une  racine  mul- 
tiple et  comptée  pour  autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités  dans  Tordit: 
de  la  première  des  différentielles  qu'elle  n'annulle  pas,  si  cette  va- 
leur de  x  est  comprise  entre  celles  qui  répondent  aux  deux  extrémités 
de  la  barre.  Mais  si  la  fonction  et  quelques-unes  de  ses  différentielles 
successives  se  trouvent  nulles  pour  la  valeur  de  x  qui  répond  à  Tune 
des  extrémités  de  la  barre,  le  degré  de  multiplicité  de  cette  valeur  de 
x  est  seulement  la  moitié  de  l'ordre  de  la  première  différentielle  qui 
ne  s'annulie  pas  ,  cet  ordre  ne  pouvant  être  alors  qu'un  nombre  pair. 

M.  Liouville  a  démontré  directement  ce  théorème,  qui  n'était  pour 
moi  qu'un  corollaire  du  précédent,  sans  s'occuper  du  cas  particulier 
où  la  fonction  serait  nulle  à  l'une  des  extrémités  de  la  barre.  J'en  ai 
aussi  trouvé  après  lui  une  autre  démonstration  directe  que  je  donne 
dans  ce  mémoire.  M.  Liouville  a  fait  usage  du  même  théorème  dans 
un  très  beau  Mémoire  qu'il  a  publié  dans  le  numéro  de  juillet  de  son 
journal  et  qui  a  pour  objet  le  développement  d'une  fonction  arbi- 
traire en  une  série  composée  des  fonctions  V  que  nous  avons  consi- 
dérées. 

Ces  résultats  s'étendent  avec  quelques  légères  modifications  au  mou- 
vement linéaire  de  la  chaleur  dans  un  globe  ou  dans  un  cylindre  com- 
posé de  couches  concentriques  infiniment  minces,  telles  que  la  densité, 
la  capacité  de  chaleur  et  la  conductibilité,  sont  les  mêmes  pour  tous 
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les  points  d'une  même  couche  ,  mais  variables  d'une  couche  à  une 
autre;  ce  corps  est  place'  dans  un  milieu  d'une  température  cons- 
tante, ou  bien  sa  surface  est  entretenue  à  une  température  fixe. 
Le<  propriétés  relatives  aux  maxima  sont  plus  simples  que  dans  la 
barre.  Après  un  temps  plus  ou  moins  long,  les  températures  de  toutes 
les  couches  qui  composent  le  corps  deviennent  supérieures  à  la 
température  fixe  du  milieu  et  croissantes  depuis  la  surface  extérieure 
jusqu'au  centre,  ou  bien  au  contraire  ces  températures  deviennent 
inférieures  à  celle  du  milieu  et  décroissantes  depuis  la  surface  jus- 
qu'au centre.  J'ai  énoncé  cette  proposition  dans  le  Bulletin  des 
Sciences  de  1829.  Comme  pour  la  démontrer  on  n'a  besoin  de  con- 
sidérer que  le  premier  terme  de  la  série  qui  exprime  l'intégrale  gé- 
nérale, j'en  avais  une  démonstration  indépendante  de  ma  théorie  sur 
les  équations  différentielles  linéaires  du  2e  ordre:  je  la  donne  dans  le 
présent  Mémoire.  Ou  peut  d'ailleurs  déterminer  avec  une  approximation 
suffisante  !a  fonction  à  laquelle  les  températures  finales  deviennent 
proportionnelles  dans  la  barre ,  la  sphère  et  le  cylindre. 

La  même  analyse,  convenablement  modifiée,  donne  les  lois  du 
mouvement  linéaire  de  la  chaleur  dans  une  barre  composée  d'un 
nombre  quelcouque  de  parties  hétérogènes,  comme  aussi  dans  un 
"lobe  et  dans  un  cylindre  plein  ou  creux,  composé  découches  hétéro- 
gènes d'épaisseurs  quelconques  ,  telles  que  les  qualités  spécifiques  va- 
rient brusquement  dans  le  passage  d'une  substance  à  une  autre. 

Toute  cette  théorie  s'applique  sans  aucune  difficulté  à  plusieui^ 
problèmes  dynamiques ,  parmi  lesquels  je  citerai  ceux  qui  ont  pour 
objet  les  vibrations  d'une  corde  homogène  ou  non  homogène  d'une 
épaisseur  et  d'une  élasticité  variables,  les  oscillations  d'une  chaîne 
pesante  de  densité  variable  suspendue  par  l'un  de  ses  bouts  ou  par  les 
deux  bouts,  et  le  mouvement  vibratoire  d'une  colonne  d'air  de  densité 
et  d'élasticité  variables. 
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I. 

Considérons  la  distribution  de  la  chaleur  dans  une  barre  droite  ou 
courbe  d'une  matière  homogène  ou  non  homogène  et  d'une  épaisseur 
constante  ou  variable,  mais  assez  petite  pour  que  tous  les  points  d'une 
section  plane  perpendiculaire  à  la  ligne  qu'on  prend  pour  l'axe  de  la 
barre  aient  sensiblement  la  même  température  au  même  instant.  Ce 
corps  est  placé  dans  un  milieu  dont  la  température  est  constante  ; 
nous  la  prendrons  pour  le  zéro  de  l'échelle  thermométrique.  Le 
mouvement  de  la  chaleur  dans  cette  barre,  n'ayant  lieu  que  dans  le 
sens  de  son  axe,  est  représenté  par  l'équation  suivante: 


du 
du 
dt     '  dx 


aX)        -    lu  (!) 


r  désigne  la  portion  de  l'axe  de  la  barre  comprise  entre  uue  section 
quelconque  en  perpendiculaire  à  cet  axe  et  un  point  fixe  pris  sur  le 
même  axe,  u  est  la  température  de  cette  section  au  bout  du  temps  t  ; 
g  représente  le  produit  de  la  chaleur  spécifique  de  la  barre  à  l'en- 
droit où  est  faite  la  section  a  par  l'aire  de  cette  section  ;  k  est  le 
produit  de  la  conductibilité  intérieure  en  cet  endroit  par  la  même 
aire  co;  enfin  /exprime  le  produit  du  contour  de  la  section  a  par 
le  pouvoir  émissij  au  même  lieu  ;  /  dépend  de  la  matière  de  la 
barre  et  du  degré  de  poli  de  sa  surface.  Nous  regarderons  les  trois 
quantités  g,  k  et  l  comme  des  fonctions  de  x  positives  données 
pour  tous  les  points  de  la  barre  ;  chacune  d'elles  peut  se  réduire  à  une 
constante. 

La  fonction  u  doit  remplir  encore  d'autres  conditions. 

On  doit  avoir 

k-j-   —  hu    =  a  pour  x  =■  x,  (2) 

Jt-    +  Hm   =  o  pour  x  =  X,  (5) 

x  et  X  étant  les  valeurs  de  x  qui  répondent  aux  deux  extrémités  de 
la  barre,  h  et  H  des  constantes  positives  qui  mesurent  la  grandeur  du 
rayonnement  à  ces  extrémités. 

Au  lieu  de  la  condition  (2)  on  peut  se  donner  celle  que  u  ou  j- 
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soit  nulle  pour  x  =  x,  quel  que  soit  t\  cela  revient  à  supposer  h  in- 
finie ou  nulle  dans  l'équation  (2).  Si  par  exemple  on  doit  avoir 
k  =  o  pour.r  =  x,  on  écrira  l'équation  (2)  ainsi  : 

k    du 

t    -T-  —  u  =  o  pour  x  =  x 

puis  on  y  fera^r  =  o  ou  h  iuriuie.   De  même  l'équation  (5)  deviendra 
u  =  o  ou  3-  =  o  pour  ,r  =  X,  si  1  on  fait  H  infinie  ou  nulle. 
Enfin  il  faut  qu'on  ait  encore 

u  =  f  (xx  pour  t  =  o  (4) 

J  x  étant  une  fonction  donnée  de  x  qui  représente  les  températures 
initiales  des  points  de  la  barre,  et  qui  prise  pour  u  doit  vérifier  les 
équations  {2)  et  (3);  elle  est  d'ailleurs  arbitraire. 

On  verra  facilement  que  les  équations  (1),  (2),  (3),  (4)  déterminent 
complètement  la  fonction  u  pour  toutes  les  valeurs  de  t  et  pour 
celles  de  x  comprises  entre  x  et  X,  et  qu'au  contraire  il  y  aurait 
indétermination,  si  en  conservant  l'équation  (1),  on  supprimait  l'une 
quelconque  des  équations  (2),  (5),  (4). 

ti. 

Pour  arriver  à  l  expression  de  u  en  fonction  de  x  et  de  t ,  on  com- 
mence par  chercher ,  suivant  la  méthode  connue,  des  valeurs  par- 
ticulières de  u  qui  satisfassent  à  l'équation  (1)  et  aux  équations  (2)  et  (5) 
en  faisant  abstraction  de  la  condition  (4)1  u  z=zj(x)  pour  t  =  o.  On 
suppose 

u  =  \e~"  (5)  (*) 

/•étant  une  constante 'indéterminée  indépendante  de  x  et  de  t,  et  V 
une  fonction  de  x  indépendante  de  t.  En  substituant  à  la  place  de  u 
cette  valeur  hypothétique  (5)  dans  les  trois  équations  (1),  ^2),(5),  e~ " 
disparaît  comme  facteur  commun  ,  et  l'on  trouve  pour  déterminer 
V  et  r  les  équations  suivantes. 

(*)  On  peut  voir  dans  les  ouvrages  de  M.  Poisson  et  surtout  dans  sa  Théorie 
delà  Chaleur,  chap.YI,  les  considérations  qui  conduisent  à  chercher  des  intégrales 
particulières  de  la  forme  (5)  et  à  prendre  pour  l'intégrale  générale  la  somme  de 
toutes  les  intégrales  de  cette  forme. 


On  a  d'abord 
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—J^  +  (S'-')V  =  o  (6) 


pour  toutes  les  valeurs  de  x  depuis  x  jusqu'à  X  ; 

et  en  outre  k-r-    —  hV  =  o ,  pour  x  =s   x  (7) 


'  dx 
dV 

dx 


k~    +HV  =  o,  pour  x  =  X.  (8) 


dX 
La  valeur  de  l'une  des  quantités  V  ,    -7-  ,  pour  x=  x  reste  indéter- 
minée et  peut  être  prise  à  volonté  ;  celle  de  l'autre  est  donnée  par 

dV 
l'équation  (7).  Cette  équation  (7)  se  réduit  à—  =0   ou  à   V  =  o 

pour x=x,  selon  qu'on  y  suppose  h  nulle  ou  infinie.  Il  faut  alors  donner 

dV 
à  celle  des  quantités  V ,  -3-  ,  qui   ne  doit  pas  être  nulle  pour  x  =x  , 

une  valeur  arbitraire. 

Dès  que  les  valeurs  de  V  et  de  —  pour  a:  =  x  sont  fixées,  la  fonction 
V  est  entièrement  déterminée  par  l'équation  différentielle  (6)  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  croissantes  depuis  x  jusqu'à  X;  quoiqu'on 
ne  sache  intégrer  celte  équation  que  dans  un  très  petit  nombre  de 
cas  particuliers,  on  conçoit  que  la  fonction  V  existe  et  a  pour  chaque 
valeur  de  x  une  valeur  réelle  nuique  qui  dépend  de  celles  de  x  et 
de  r;  on  peut  toujours  la  développer  en  une  série  convergente, 
comme  M.  Lfouville  l'a  fait  voir  dans  son  Mémoire  inséré  au  n°  de 
juillet  de  son  journal  (page  a55.) 

Jusqu'ici  la  constante  rest  arbitraire;  mais  maintenant  elle  doit  être 
déterminée  de  telle  sorte  qu'on  ait 

dV 

k~  -f-  HV  cs>  o  pour  x  =  X       (8) 

Cette  équation  (8)  peut  se  réduire  soit  à  V  =  o,  soit  à  j—  =  o, 
pourx=X,  en  faisant  H  infinie  ou  nulle. 

On  aura  ainsi  une  équation  en  r  que  nous  représenterons  par 
F(r)  =  o  et  qui  fournira  différentes  valeurs  de  cette  inconnue  r. 

Il   est   clair   qu'on   obtiendrait   la    même    équation  F(r)  =  o,   si 

49- • 
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l'on  se  donnait  la  valeur  de  l'une  des  quantités  Y ,-j-,  poiirx=X, 
qu'on  tirât  celle  de  l'autre  de  l'équation  (8),  et  qu'où  substituât  les 
valeurs  de  V  et  de  j-  que  fournirait  l'intégration  de  l'équation  dif- 
férentielle (6)  dans  l'équation  (7)  qui  doit  avoir  lieu  pour  x  =  \. 

Il  faut  maintenant  examiner  les  propriétés  des  racines  de  cette 
équation  F(r)  =  o. 

III. 

Nous  allons  démontrer  d'abord  que  cette  équation  en  r,  F(r)  =0, 
ne  peut  point  avoir  de  racines  imaginaires. 

Supposons,  s'il  est  possible,  que  l'équation  F(/)  =  o  soit  vérifiée 
par  une  valeur  imaginaire  de  r  de  cette  forme,  À  -f-  u.  \;  —  1, 
A  et  //.  étant  des  quantités  réelles.  Si  l'on  substitue  cette  racine 
X  -\-  f/.  \/  —  1  à  la  place  de  7*  dans  V  qui  est  une  fonction  de  x 
et  de  r,  V  deviendra  de  la  forme  P  +  Q  V  —  i,  P  et  Q  étant  des 
fonctions  réelles  de  x,  A  et  /x.  Les  trois  équations  (6),  (7},  (8)  devront 
donc  être  identiquement  satisfaites ,  si  l'on  y  met  P  -J-  Q  y/  —  1, 
à  la  place  dé  V  et  ?.  +  (Jt,  \/  —  1  à  la  place  de  r.  En  faisant  cette 
substitution,  puis  égalant  séparément  à  zéro  la  somme  des  termes  réels 
et  celle  des  termes  qui  renferment  y  —  '  comme  facteur,  on  trouve 


dP\ 

-~   +(gA-  /)  P  -guQ 

(9) 


'■(*£ 


-1 


<■(*  s 


dQs 


dx 

et  k-r-  —  h¥  =■  r  ,       k~  —  /iQ  =■  o  ,  pour  x  =  x        10 

dx  "-  '  dx  ^  r 

A-^  +  HP=o,        k^  +  HQ  =  o,.poura:==X.     (11). 

En  multipliant  la  première  des  équations  (9)  par  Q,  la  seconde  par  P, 
puis  retranchant,  il  vient 

<M-(*S  -  ?-d-(k§)  =  w<r  +  Qs)  à*t      (")■ 

Intégrons  les  deux  membres  de  cette  équation  depuis  <r=xjusquà 
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x  =  X.  En  intégrant  par  parties  le  terme  Q.d.k  f—  \  sans  fixer  d'a- 
bord les  limites  de  l'intégration,  on  trouve 

=  Q.*£-p.*£ +/>.,*.(% 

d'où       fa  .,.  (  **)  -  /P.tf.  (Ag)  =  *(Q|  _  Pg). 

L'intégrale  du  premier  membre  de  l'équation  (12)  prise  entre  les 
limites  x  et  X  est  donc  égale  à   la   valeur  que   prend    l'expression 

À  [Q-i P-r^ )  pour  .r  =  X,  moins  celle  qu'elle  pi-end  pour  x  =  x. 

Or,  en  vertu  des  équations  (10)  et   (11),    A- (Q  ^-— Pj^J  se  trouve 

nulle,  soit  pour  x  =  x  ,  soit  pour  x  =  X.  Ainsi  l'intégrale  du  pre- 
mier membre  de  l'équation  (12)  prise  entre  les  limites  x  et  X  se  ré- 
duit à  zéro,  et  par  conséquent  celle  du  second  membre  est  aussi 
nulle,  c'est-à-dire  qu'on  a 

/x.f*    g  (P«  +  Q»;  dx  =  o.  (i3) 

Mais  comme  la  fonction  g  est  positive  pour  toutes  les  valeurs  de  x 

comprises  entre  x  et  X,  l'intégrale  /     g  (P*-f-  Q')  dx  ne  peut  pas 

être  nulle;  car  elle  est  la  somme  des  valeurs  de  la  différentielle 
g  (Pa  +  Q''1  dx  qui  est  positive,  quand  P  et  Q  ne  sont  pas  nulles. 
Or,  P  et  Q  ne  peuvent  pas  être  nulles  pour  toutes  les  valeurs  de 
x  depuis  x  jusqu'à  X;  en  effet  leurs  valeurs  pour  x  =  x  sont  arbi- 
traires, puisqu'on  peut  se  donner  à  volonté  la  valeur  de  V  pour  x  =  x 
(si  toutefois  on  ne  doit  pas  avoir  V  =  o  pour  x  =  x)  ;  et  l'on  voit  de 
plus  d'après  la  forme  des  équations  (10)  et  (9)  qu'elles  doivent  donner 
pour  P  et  Q  des  valeurs  réelles  différentes  de  zéro,  quand  x  croit 
à  partir  de  x.  Si  l'on  avait  Y  =  o  pour  x  =  x,  on  observerait  que 
pour  les  valeurs  de  x  un  peu  plus  graudes   que  x   on  n'aurait  pas 

V=o,  puisque  —  ne  doit  pas  être  nulle  en  même  temps  que  Vpour 

x  =  x.  L'équation  (10)  à  laquelle  on  vient  d'arriver  est  donc  ab- 
surde, à  moins  que  /a  ne  soit  nulle.   Ainsi  l'équation  ¥(r)  =  o  ne 
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peut  point  avoir  de  racines  imaginaires  de  la  forme  A  -f-  A*  \/  —  '  • 
On  remarquera  que  cette  proposition  a  lieu,  lors  même  que  la 
fonction  l  ne  serait  pas  constamment  positive  entre  les  limites  x  et  X, 
et  que  les  constantes  h  et  H  ne  seraient  pas  aussi  toutes  deux  positives, 
comme  on  l'a  supposé,  n*  i  ;  il  faut  seulement  que  g  et  À"  soient 
positives. 

IV. 

C'est  à  M.  Poisson  qu'est  due  la  première  démonstration  générale  et 
rigoureuse  de  la  réalité  des  racines  de  ces  équations  transcendantes 
auxquelles  on  est  conduit  dans  la  résolution  des  problèmes  de  physique 
mathématique.  Il  l'a  donnée  d'abord  dans  le  Bulletin  de  la  Société 
philomathique  pour  l'année  1828,  et  l'a  reproduite  dans  d'autres  mé- 
moires et  dans  sa  Théorie  de  la  Chaleur,  page  178. 

Je  crois  devoir  appliquer  cette  démonstration  de  M.  Poisson  à  l'équa- 
tiou  F(r,  =0  dont  il  est  ici  question.  On  verra  que  celle  du  numéro 
précédent  est  au  fond  la  même,  et  n'en  diffère  que  par  la  forme.  Je 
ferai  voir  en  outre  que  la  même  équation  F^  =  o  n'a  pas  de  racines 
égales.  Mais  auparavant  il  faut  établir  les  formules  qui  servent  de  base 
à  ces  démonstrations,  et  qui  ont  d'ailleurs  un  autre  usage 

Considérons  r  comme  variable,  en  supposant  que  la  fonction \  {X.r . 
soit  assujettie  à  vérifier  seulement  les  deux  équations  (6)  et  (7)  , 


'  4.  (gf—l) t=='o,  (6) 


dx 
V 

d  e 


et  k-j h\  =  o  pour  x  =  x.  (7) 


On  n'a  point  égard  ici  à  l'autre  condition  (8)  qui  doit  servir  à  déter- 
miner les  valeurs  de  /'.  Attribuons  à  r  une  autre  valeur  r',  et  désignons 
par  \  '  ce  que  devient  la  fonction  V  par  le  changement  de  r  en  r' ,  nous 

aurons  aussi 

dV 


■('%) 


4-  (^'-/)V'  =  o,  (6') 

et  k  -j~  —  AY  =  0   pour  x  =  x.  (7') 


dx 

dx 
En  multipliant  l'équation  (6)  par  V,  l'équation  (6'j  par  V,  et  re- 
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tranchant,  on  a  la  suivante 

Son  premier    membre  est    la   différentielle    de  l'expression 

k  CV  — ^'-j-J,  <îu'  est  nulle  pour  x  =  x  en  vertu  des  équa- 
tions (7)  et  -').  Donc  en  intégrant  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion depuis  x  =  x  jusqu'à  .r=X,  on  aura 

(r  ~  O/f fVVTfa  =  A  ( V  g  -  V  ~)  pour  x  =  X        ,  , 

Si  l'on  diffère  ntie  cette  équation  (14)  par  rapporta  l'indéterminée  r 
qui  entre  dans  V  et  non  dans  V,  on  aura 

/>v^+(r_,)/>£ *=*(£#  -r^)W*=x. 

Eu  faisant  dans  cette  dernière  équation  r'=;-,  V  se  change  en  V, 
et  l'on  obtient  cette  formule 

/s*V'rf*  =  A-(^-  - V^.)  pour.r=X.       (r5) 

Ou  peut  encore  y  arriver  de  la  manière  suivaote,  sans  faire  usage 
des  équations  (6')  et  (7'). 

En  différentiant  l'équation  (6) 


+  (g'--/)V  =  o,  (6 


(41) 

dx 

par  rappor 

t  à  r,  on  a 

\     dxdr) 

dx 


+  >-0^+sV  =  o. 


En  multipliant  cette  équation  par  V  et  1  autre  (b)  par  ^,  puis  retran- 
chant ,  on  obtient 
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Le    second    membre   de    cette    équation    est   la    différentielle    de 

kCUl   _  —  y^t^V  et  cette  expression  se  réduit  à  zéro  pour  x  =  x; 
\dx  dr  dxdr/'  r 

car  on  a  k  -p  —  h\  =  o  pour  x  =  x , 

d'où,  l'on  tire  en  différentiant,  par  rapport  à  r, 

,  ddV  ,  d\T 

k  -, — r   —  «  -r-   =  o   pour  x  =  x  , 
dxdr  dr       (  * 

et  de  là  résulte 

,    /dYdV  -r   ddV   \ 

k{dxTr-YdxTr)=°^rX  =  X' 
En  intégrant  donc  l'équation  qui  précède  entre  les  limites  x  et  X  , 
on  retrouvera  la  formule  (i5). 

On  en  déduit  encore,  H  étant  une  constante, 

/><'-  =  (*  s + »v)£'  -  y4(*£ + HV)  p°"«=x-  (■") 

Au  surplus,  les  formules  (14)  et  (i5)  sont  comprises  dans  les  for- 
mules (g)  et  (4)  de  notre  premier  Mémoire  (_*),  nos  IV  et  V,  dont  elles 
se  déduisent  en  y  remplaçant  l'indéterminée  m  par  r,  et  prenant  X 
pour  la  seconde  limite  de  l'intégration. 

Supposons  maintenant  qu'on  prenne  pour  r  et  r  deux  racines  dif- 
férentes de  l'équation  F(r)  =  o,  c'est-à-dire  deux  valeurs  telles 
qu'on  ait 

yt^Y  +  HV=o,    et  A"^-'-r-HV'  =  opoura-=X. 

dx  dx  ■ 

Alors  le  second  membre  de  l'équation  (14)  sera  nul,  et  cette  équa- 
tion deviendra 

fcW'dx  *=  o;  (.7) 

Mais  si  l'on  prend  pour  r  et  /■'  une  seule  et  même  racine  de  l'équa- 
tion F(r)  =  o,  l'intégrale  définie  f   gVY'dx  n'est  plus  nulle,  car  elle 

devient  IgY'dx,   quantité  essentiellement  positive.  D'après  la  for- 
mule (16)  on  a  alors 


{*)  Mémoire  sur  les  Equation*  dijjérentielles  linéaires  du  second  ordre. 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  38g 

JlgV'dx  =  -  V.~(*2  4-  HV)  pour  x  =  X,       (.8) 

puisqu'on  suppose  que  la  valeur  actuelle  de  r  annulle  k  ^-  -f-  HV  pour 

x  =  X. 

D'après  M.  Poisson,  la  réalité  des  racines  de  l'équation   ¥(r)  ==  o 

résulte   très   simplement  de  la  formule  (17).   Supposons   que   cette 

équation  F(r)  =  o  ait  une  racine  imaginaire  A  -f-  fx.  \ ' — 1.    Si  l'on 

prend  r=  A  -|-  f*  y' —  1  >  la  fonction  V  qui  vérifie  les  trois  équations 

(6),  (7)  et  (8),    deviendra  P  +  Q\ — t,    P  et  Q  étant  des  quantités 

réelles  dépendantes  de  x,  A  et  u,  qui  ne  seront  pas  nulles  pour  toutes 

les  valeurs  de  x  depuis  x  jusqu'à  X.  En  effet ,  leurs  valeurs  pour  l'une 

de  ces  limites  ,  par  exemple  pour  x  =  x,  sont  arbitraires  (si  toutefois 

on  ne  doit  pas  avoir  V  =  o  pour  „r  =  x);  et  d'ailleurs  quand  on   fait 

/■=  A  -\- [>.  V' — 1  et  V  =  P-f-Q\' — 1  dans  les   équations  (6)  et  (7), 

elles  se  partagent  en  d'autres  (qui  sont  les  équations(c))et  (10)  dun'lll), 

qui  doivent  visiblement  donner  des  valeurs  de  P  et  de   Q  différentes 

de  zéro  pour  des  valeurs  de  x  croissantes  à  partir  de  x.  Cela  serait 

encore  vrai,  lors  même  qu'on  supposerait  V  =  0  pour  x  =  x,  atlendu 

dX  r 

quon  ne  peut  pas  avoir  en  même  temps  -r- =  o.    Les  remarques  ont 

déjà  été  faites  au  n°  III. 

L'équation  F(r)  =0  ajant  pour  racine  A-f-f1  V/ — 1  »  il  est  aisé  de 
voir,  en  changeant  dans  les  formules  V7 —  1  en — \/ —  1,  qu'elle  aura 

aussi  pour  racine  ->  — \j.\/ — 1,  et  en  faisant  r'~=.7 fj.  \/ — 1   dans 

l'équation   (6')  du  n°  précédent,   on  aura  V  =  P  —  Q  \/ — 1. 

En  mettant  ces  expressions  de  V  et  de  V  dans  la  formule  (17),  on 
trouvera 

ce  qui  est  impossible,  puisque  g  est  une  fonction  positive  de  x,  et 
que  P  et  Q  ne  peuvent  être  nulles  que  pour  des  valeurs  e  dx  particu- 
lières. 

L'équation  F(r)  =  o  ne  peut  donc  pas  avoir  des  racines  imagi- 
naires de  la  forme  A  -f  a  \/—  1 . 

Novembre  i836.  5o 
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J'ajouterai  qu'elle  n'a  pas  de  racines  égales,  c'est-  à-dire  qu'une 
même  valeur  de  r  ne  peut  pas  réduire  à  zéro  en  même  temps  la  fonc- 
tion h ■ \-  HV  et  sa  dérivée  -J  ( k  '-z f-  HVY    où  l'on  fait    cc=-  X  ; 

c'est  ce  qui  résulte  immédiatement  de  la  formule  (16).  D'ailleurs  cette 
proposition  n'est  qu'un  cas  particulier  de  celle  qui  est  énoncée  à  la  fin 
du  n"  XX  du  premier  Mémoire. 

V. 

On  peut  encore  s'assurer  que  l'équation  F  (r)  =  o  n'a  point  de 
racines  imaginaires  ni  égales  par  une  démonstration  analogue  à 
celle  dont  Laplace  a  fait  usage  dans  le  6e  chapitre  du  2'  livre  de  la 
Mécanique  céleste  pour  prouver  la  réalité  des  racines  d'une  équation 
algébrique  provenant  de  l'intégration  d'un  système  d'équations  dif- 
férentielles linéaires. 

Soient  p  et  :  q  deux  variables  fonctions  de  x  et  de  t  qui  vérifient 
les  équations  suivantes  : 

+  &&     . 


1 


(-9) 

dq 


dt-  dx  +    lP 

k  J-   —  hp  =  o,        k-j-  —  hq  =  o ,  pour  x  =  x 

—   +  Hp  =  o,        A :  -—   -+■  Hq  =  o,   pour  x  =  X 


(20) 


On  satisfait  à  ces  équations  en  supposant 

p  =  \.  cos.  rt        \ 

q  =  V.   sin.    rt         j      v     ; 

les  quantités  V  et  r  étant  les  mêmes  que  précédemment. 

En  effet  en  substituant  ces  valeurs  de  p  et  de  q  dans  les  équations 
(  19)  et  (20)  on  obtient  les  équations  (6) ,  (7)  et  (8)  d'où  résulte  l'équa- 
tion en  r,  F(r)  =  o. 

Supposons  que  cette  équation  puisse  avoir  une  racine  imaginaire 
A  -j-  u    V'  —    1  •     Pour    cette    valeur    de    r,    V    se   changera   en 
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P  -j-  Q    \/  —   i  ,  et  pour  que  les  valeurs  de  p  et  de  q  ne  cessent 
pas  d'être  réelles,  on  les  modifiera  de  la  manière  suivante. 
On  a  d'après  les  formules  (21): 

p  -f.  q  \/^~j  =  V.  (cos.  rt  -f-  V '  —  î  skauft)  =  V. en ^~'_ 

=(P_f_Q  y'^y^+MV'^T'V-'  =(P-j-QVr7)  (cos.  A<  +  V  -1  sm.At).ef 

d'où  l'on  tire  en  séparant  les  parties  réelles  d'avec  les  imaginaires, 

p=(Pcos.  AZ — Q  sin.Af).fi"',  ,     , 

q  =  (P  siu.  AÉ-f-Qcos.A^.e-'. 

Cette  nouvelle  expression  de  p  est  la  demi-somme  des  deux  valeurs 
de  V.  cos.  rt  qui  répondent  à  /==  A  -f-  fx  V  — ietàr=A — u.  \  — 1, 
il  en  est  de  même  pour  q.  Ou  peut  au  surplus  s'assurer  par  une  vérifi- 
cation directe  que  ces  valeurs  (22)  satisfont  aux  équations  (ig)et(2o). 
Car  leur  sub  titution  dans  ces  équations  reproduit  les  équations  (9), 
(10)  et  (î  1)  dans  lesquelles  se  transforment  les  équations  (6),  (7)  et (8) 
quand  on  fait  r  =  A  -f-  fi.  \  — ■  1  . 

Maintenant  je  multiplie  les  équations  (19),  la  première  par   2  pdx 
la  seconde  par  2qdx,  et  je  trouve  en  ajoutant 

,(a±+à*)  f-fztfi  4*)  -  °ydi*!> 

Intégrant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  rapport  à  x  depuis 
x  =  x  jusqu'à  x=  X,  j'obtiens 

&ft<rVffc = '■fXp-i-  (»  |)  -  «!K  ( 4)]  (=') 

Mais  l'intégrale  de  p.d.  ^  ^  —  q .d.  Ç  k  -£)  est  ft  (p^|  —  ?g) 

expression  qui  est  nulle,  soit  pour  a'  =  x,  suit  pour  .r  =  X,  à  cause 
des  équations  (20).  L'équation  (25)  se  réduit  donc  à  celle-ci 

d      f* 
■jt  ■  f  J  (/>*  ■+■  q  )  dx  —.  o. 

qui  donne  en  intégrant  par  rapport  à  t 

f  ,  g  (p'  -f-  <7*)  ntar  =  constante. 

5o.. 
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Je  substitue  maintenant  dans  cette  équation  les  valeurs (22)  de  p  et  cie<j, 
et  je  trouve 

e-'f  ./,  gCP'-f-Q*)  dr  =  constante , 

résultat  absurde,  puisque  l'intégrale  définie  qui  multiplie  ici  l'expo- 
nentielle e—^f'  ne  dépend  pas  de  t  et  qu'elle  ne  peut  pas  être  nulle, 
attendu  que  g  est  une  quantité  positive,  et  que  d'ailleurs  P  et  Q  ne 
peuvent  pas  être  nulles  pour  toutes  les  valeurs  de  x  depuis  x  jusqu  aX. 
Un  prouverait  d'une  manière  semblable  que  l'équation  F(r)  =  o  ne 
peut  pas  avoir  de  racines  multiples. 

VI. 

Je  vais  maintenant  taire  voir  que  l'équation  F(r)  =  o  ne  peut  pas 
être  vérifiée  par  une  valeur  de  r  négative  ou  nulle,  si  les  fonctions  k, 
g,  l,  et  les  constantes  h,  H,  sont  positives,  comme  on  l'a  supposé 
n*  I. 

En  intégrant  l'équation  (6)  par  rapport  à  x  depuis  xs=x  jusqu'à 
une  valeur  quelconque  de  x,  on  a 

*ï  =  c  +  fjsr+  l^x-  M 

dV 
La  constante  C  est  égale  à  la  valeur  de   k  -r-  pour  x  =  x.  Si  V  ne 

doit  pas  être  nulle  pour  x=\,  on  peut  lui  attribuer  une  valeur  arbi- 
traire, et  supposer  cette  valeur  positive;  d'après  l'équation  (7)  celle  de 

— -  pour  x  =  x  sera  aussi  positive  ou   nulle;  et  si  V  était  nulle  pour 
dx  * 

.r=x,  ou  prendrait  toujours  la  valeur  de  —  pour  x  =  x   positive. 

Ainsi  C  est  positive  ou  nulle  dans  l'équation  (24).  H  résulte  de  cette 
équation    que    si    l'on    donne    à    r   une    valeur    négative    ou    nulle 

—  doit  être  positive  pour  toutes  les  valeurs  de  x  croissantes  depuis  x 

dx 

jusqu'à  X.  En  effet,  supposons,  s'il  est  possible,  qu'en  faisant  croître  «r 

à  partir  de  x,  -r-  vienne  a  changer  de   signe  en    s  évanouissant    une 


•" 


remière  fois  pour  x  =  £.   L'équation  (24)  donnera 
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o  ==  C  +  fl  (—gr+l)\dx.  (25) 

dV 
Or  ici  C  est  positive  ou  nulle,  et  comme  —■  est  positive  pour  toutes 

les  valeurs  de  x  moindres  que  £,  V  qui  est  positive  ou  nulle  pour 
x  =  x,  prendra  des  valeurs  croissantes  et  par  conséquent  positives, 
tandis  que  x  croîtra  depuis  x  jusqu'à  £.  Donc,  si  l'on  suppose  r 
négative  ou  nulle,    les  fonctions  g  et  l  étant  positives,    l'intégrale 

/  ( — gr-\-l)Ydx  sera  une  quantité  positive,  et  l'équation  (25)  sera 
impossible. 

Ainsi,  quand  on  attribue  à  r  ui:e  valeur  négative   ou    nulle,    -y- 

doit  demeurer  positive  dans  tout  l'intervalle  compris  entre  x  et  X. 
Conséquemment  V  est  positive  et  croissante  dans  cet  intervalle,  et  il 

s'ensuit,  d'après  l'équation  (24),  que  la  fonction  positive  k -7-  est  aussi 

dV 

croissante.  La  fonction  k  - — (-HV  est  donc  encore  positive  et  crois- 
sante, et  ne  peut  pas  être  nulle,  lorsque  x  atteint  la  limite  X,  c'est- 
à-dire  que  l'équation  F(r)=o  ne  peut  pas  être  vérifiée  par  une  va- 
leur de  /'  négative,  ni  par  r=o. 

On  peut  encore  le  démontrer  de  la  manière  suivante. 

On  a,  en  multipliant  l'équation  (16)  par  Ydx,  puis  intégrant  de- 
puis a?  =  x, 

L'intégration  par  parties  donne 

/t.a(*£)-v.  *£-/*©■*, 

de  sorte  que  l'équation  précédente  devient 

*VS  =  C  +/;  k(£)  **  +fl{-gr+l)Vdx.      (26) 

La  constante  C  étant  égale  à  la  valeur  de  AV  -j-  pour  x=x,  est 
positive  ou  nulle,  d'après  l'équation  (7). 
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Si  l'on  fait  /■  négative  ou  nulle,  on  voit  que  le  second  membre  de 
cette  équation  aura  une  valeur  positive  et  croissante  avec  x  ,  de  sorte 

qu'il  ne  pourra  pas  devenir  nul;  doncAVj-,  et  conséquemment  ni  V,  ni 
-y-  ne  peut  s'évanouir  quand  on  attribue  à  r  une  valeur  négative  ou 
nulle;  V  et -T-    restent  donc    positives,  et  l'on   ne    peut    pas    avoir 

k  -j — H-  HV  =  o  pour  .r =X ,  H  étant  positive. 

Si  la  fonction  l  n'était  pas  constamment  positive  entre  les  limites 
x  et  X,  mais  que  les  fonctious  k ,  g  et  les  constantes  h,  H  fussent  tou- 
jours positives,  il  serait  possible  que  l'équation  F(r)  =  o  fût  satisfaite 
par  des  valeurs  de  r  négatives  ou  par  r=o.  Mais  alors  les  racines  né- 
gatives de  cette  équation  seraient  en  nombre  limité,  et  toutes  com- 
prises entre  o  et  la  plus  grande  valeur  négative  de  -  (c'est-à-dire  la 
plus  éloignée  de  zéro).  En  effet,  si  l'on  attribue  à  r  une  valeur  né- 
gative  qui  surpasse  numériquement  -,  la  quantité — gr-\-L  sera  cous 

tamment  positive,  et  l'on  reconnaîtra,   en  reprenant  les  démonstra- 

d\ 
tions  précédentes,  que  les  fonctions  —  et  V  ne  pourront  point  passer 

du  positif  au  négatif  pour  aucune  valeur  de  x. 

La  plus  petite   racine  de  l'équation  F(r)=o  serait  r==o,  si  /était 

nulle,  et  si  l'on  supposait  À--  =  o  pour  i  =  x    et    pour  x  =  X; 

alors  V  serait  égale  à  une  constante. 

On    peut    encore    démontrer    les    propositions   de   ce   numéro    à 
l'aide  de  la  théorie  exposée  dans  notre  premier  Mémoire. 


VII. 


L'équation  F  (/")  =  o  a  une  infinité  de  racines  positives. 

Cette  proposition  peut  se  déduire  du  n°  XL  du  premier  Mémoire. 
Mais  nous  préférons  la  démontrer  directement  de  la  manière  suivante. 

Soient  k'  et  n  des  constantes  positives  telles  qu'on  ait  pour  chaque 
valeur  de  x  comprise  entre  x  et  X 
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k  <  k'     et     gr  —  /  >  k'n*. 


Posons  l'équation  différentielle 


>'S) 


rfr 


4.  ytV.V  =  o, 


qui  se  re'duit  à 


-j-r  -4-  n'\'  =  o. 


Elle  a  puur  intégrale     V  =  Csin.(«.r  -f-  c). 

On  peut  prendre  la  constante  arbitraire  c  telle  qu'on  ait 

=  -^—     pour     .r  =  x  , 

ou  bien  V'=  o,  si  V  est  nulle  pour  x  =  x. 

Cela  posé ,  il  résulte  du  théorème  du  n°  XII  du  premier  Mémoire 
qfie  la  fonction  V  doit  s'évanouir  et  changer  de  signe  entre  les  li- 
mites x  et  X  au  moins  autant  de  fois  que  V,  et  en  outre  d'après  le 
n°  XVI  deux  valeurs  de  x  consécutives  qui  aunullent  V  doivent  tou- 
jours comprendre  au  moins  une  valeur  de  x  qui  annulle  V.  Mais  V 
s'annulle  pour  une  suite  de  valeurs  de  x  équidifférentes  dont  la  dif- 
férence constante  est  -.  Donc  V  doit  s'évanouir  entre  x  et  X  au  moins 
n 

autant  de  fois  que  l'intervalle  X — x   contient  -   ou  autant   de   fois 

qu'il  y  a  d'unités  entières  dans — .  Or  on  peut  rendre  ce  nom- 
bre plus  grand  que  tout  nombre  donné,  en  faisant  croître  r  indéfini- 
ment ;  car  on  peut  prendre  n  aussi  grand  qu'on  voudra,  et  remplir 
toujours  la  condition  gr —  l  >  k'n*,  en  attribuant  à  r  des  valeurs 
positives  suffisamment  grandes. 

Concevons  maintenant  que  r  croisse  par  degrés  insensibles  depuis  o 
jusqu'à  une  valeur  R;  la  fonction  gr  —  l  croîtra  en  même  temps  que 

r.  Si  l'on  suppose  toujours  que,  quelle  que  soit  r,  on  ait 
k hV  =  o    pour     x  =  x  , 
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ce  qui  revient  à   — =-    =  h  j  et  si  l'on  observe  que  ,  quand  r=o  , 

V  ne  s'évanouit  pas  entre  ies  limites  x  et  X,  on  conclura  de  la  deuxième 
partie  du  théorème  du  n°  XII,  en  y  remplaçant  le  paramètre  m  par  r, 
que  le  nombre  des  valeurs  de  r  comprises  entre  o  et  R  qui  annullent 
la  fonction  V(X ,  r)  est  égal  au  nombre  i  des  valeurs  de  x  qui  annullent 
V(  x ,  R)  entre  les  limites  x  et  X.  Il  résulte  ensuite  du  n*  XX  du 
même  mémoire  que  le  nombre  des  valeurs  de  r  comprises  entre  o  et  R 
qui  satisfont  à  l'équation  F(r)  =  o,  c'est-à-dire  qui  annullent  la  fonc- 
tion  À"  -j — (-HV  où  l'on  fait  x  =  X  est  égal  à  i  ou  à   i+  i ,   selon 

Z^'  +  HV 
que  la  fonction  -== est  positive  ou   négative  pour  ,rs=X    et 

/■=R,  sa  valeur  pour  x  =  \  et  r=o  étant  positive,  comme  on  l'a  vu 
plus  haut  n"  V. 

L'équation  F(r)=o  a  donc  une  infinité  de  racines  positives,  puisque 
/augmente  jusqu'à  l'infini,  quand  on  prend  la  quantité  R  de  plus  en 
plus  grande. 

VIII. 


Nous  désignerons  par  p, ,  p, ,  ps,  etc.  les  différentes  î-acines  de  l'é- 
quation F  (r)  =  o  rangées  par  ordre  de  grandeur  en  commençant  par 
les  plus  petites.  Pour  chacune  de  ces  valeurs  de  r,  les  trois  équations 
(6),  (7)  ,  (8)  sont  vérifiées  en  même  temps.  Nous  représenterons  géné- 
ralement par  V,  la  fonction  V  correspondante  à  la  racine  pf  :  elle  ren- 
ferme implicitement  comme  facteur  une  constante  arbitraire. 

On  a  supposé  n°  II,  u=Xe~rt  pour  satisfaire  aux  trois  équations  (1), 
'2),  (3).  On  a  donc  maintenant  une  infinité  de  solutions  particulières 
de  cette  forme;  savoir 

u—X^e— M,     u  =  V,e_f'(,     u  =  \je-f't     etc., 
et  en  général, 

u  =.  Xfi-f'K  (27) 

Cette  valeur  (27)  de  u  qui  vérifie  les  équations  (1),  (2),  (5)  satisfera 
eu  outre  à  l'équation  (4)  si  les  températures  initiales  des  différents 
points  de  la  barre  sont  exprimées  par  la  fonction  Vj.  Alors  la  formule 
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(27)  remplit  toutes  les  conditions  du  problème  :  les  températures  va- 
riables de  tous  les  points  de  la  barre  sont  à  chaque  instant  proportion- 
nelles à  leurs  valeurs  initiales  ;  et  si  l'on  conçoit  que  le  temps  croisse 
par  intervalles  égaux  ,  les  valeurs  numériques  de  ces  températures  dé- 
croissent comme  les  puissances  successives  d'une  même  fraction  dont 
le  logarithme  pris  positivement  est  proportionnel  à  p;;  de  sorte  qu'elles 
s'approchent  de  zéro  d'autant  plus  rapidement  que  la  racine  f,-  est  plus 
grande.  Nous  allons  faire  connaître  les  principales  propriétés  qui  dis- 
tinguent ces  différents  états  simples  représentés  par  les  foi-mules  (27) 
où  les  températures  variables  sont  exprimées  par  un  seul  terme.  Ces 
propriétés  ne  sont  autres  que  celles  des  fonctions  V,,  V, ,. .  .  V{, ... 
et  se  déduisent  de  la  théorie  exposée  dans  notre  premier  mémoire. 

IX 

En  considérant  r  comme  variable,  nous  supposerons  toujours, 
comme  dans  les  nr*  VI  et  VII,  que  la  fonction  V(.r,  r)  qui  satisfait  à 
l'équation 

A-gJ    +    (ê/'-/)V  =  0 

remplit  la  condition 


dX 
dx 


k  —  —  hV  =  o   pour   a:  =  x. 
it^H-HV 

dx 


Cela  posé,  la  quantité  — - — — étant  positive  pour  x  =  X   et 

r=o,  comme  on  l'a  vu  n°  VI,  on  conclut  du   théorème  du   n°  XX 

dV 
du  premier  Mémoire,  que  les  deux  fonctions  V  et  k  -y-  -j-  HV  où  l'on 

fait  ,x  =  X  doivent  s'évanouir  et  changer  de  signe   alternativement 

dV 
pour  des  valeurs  croissantes  de  r,  et  que  c'est  k- 1-  HV    qui    s  éva- 
nouit la  première. 

Ainsi,  V(X,  r)  qui  est  positive  quand  r  =  o,  demeure  positive 
tandis  que  r  croit  depuis  o  jusqu'à  p,;  elle  change  de  signe  une  foi? 
et  devient  négative  pour  une  valeur  de  r  comprise  entre  p,  et  p3;  elle 

Novembre  i83fi.  ~" 
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s'évanouit  une  seconde  fois  pour  redevenir  positive  quand  x  croît  de- 
puis p,  jusqu'à  f>3,  et  ainsi  de  suite. 

De  là  et  du  n*  XII  du  premier  Mémoire  on  conclut  encore  les 
propriétés  suivantes  :  V,  ne  change  pas  de  signe  ou  demeure  positive 
entre  les  limites  x  et  X  (comme  V(x,  r)  quand  r=o).  V,  change  de 
signe  une  fois  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  ces  limites. 
V3  change  de  signe  deux  fois  entre  les  mêmes  limites,  et  en  général 
Vj  change  de  signe  i —  i   fois  entre  x  et  X. 

Si  l'on  devait  avoir  V  =  o  pour  ,r=X  au  lieu  de  K^  -f-  HV=o 

(ce  qui  revient  à  supposer  H  infinie  dans  l'équation  (8),  Vf  s'éva- 
nouirait toujours  pour  i — i  valeurs  de,x  plus  grandes  que  x,  en  comp- 
tant X  parmi  ces  valeurs.  Et  si  l'on  avait  V  =  o  pour  x=x,  au  lieu  de 

k  -j hV  =  o,  V,  s'évanouirait  encore  pour  / —  i  valeurs  de  x  plus 

grandes  que  x;  X  pouvant  être  encore  la  plus  grande  de  ces  valeurs. 


D'après  les  nos  XVI  et  XVII  du  premier  Mémoire,  la  valeur  de  x 
unique  qui  annulle  V,  est  comprise  entre  les  deux  valeurs  de  x  qui 
annullent  V3  ;  chaque  valeur  de  x  qui  annulle  V3  tombe  seule  entre 
deu:c  des  trois  valeurs  qui  annullent  V4;  en  général ,  les  deux  fonctions 
Vfet  V}4.,  correspondantes  à  deux  racines  consécutives  p,,  ft+,  de  l'é- 
quation F(r)  =  o,  s'évanouissent  l'une  après  l'autre  alternativement, 
tandis  que  x  cro4t  depuis  x  jusqu'à  X,  et  c'est  V<+I  qui  s'annulle  la 
première.  Il  en  sera  de  même  si  l'on  a  V=opour  jc=x,  pourvu  qu'on 
ne  compte  pas  x  parmi  les  valeurs  de  x  qui  annullent  V,  et  V(+I 

Si  l'on  compare  les  deux  fonctions  correspondantes  à  deux  racines 
de  rangs  quelconques  p*  et  fi+^,  la  ?iitm'  valeur  de  x  à  partir  de  x  qui 
annulle  Y,  est  plus  grande  que  la  nltmt  valeur  de  x  qui  annulle  Vi+a  , 
et  plus  petite  que  la  valeur  de  x  qui  annulle  V,+A  dont  le  rang  à 
partir  de  x  est  marqué  par  /z-f-A. 

D'après  les  n"  XVI  et  XVIII  du  premier  Mémoire,  deux  valeurs 
de  x  consécutives  qui  annullent  V,  comprennent  toujours  au  moins 
une  valeur  de  x  qui  annulle  V,+  û.  Si  l'on  considère  deux  valeurs  de 
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x  quelconques  a  et  b  entre  x  et  X  (a  pouvant  être  égale  à  x  et  b  à  X), 
Vf-f-a  ne  peut  s'évanouir  entre  les  limites  a  et  b  qu'une  fois  de  moins 
que  V,;  V,+  A  s'évanouit  entre  a  et  b  au  plus  A  fois  de  plus  que  V,, 
et  entre  deux  valeurs  de  x  consécutives  qui  annullent  V,  il  ne  peut 
exister  plus  de  A  valeurs  de  x  qui  annullent  V,+  A. 

A  ces  propositions  il  faut  ajouter  les  remarques  énoncées  à  la  fin  du 
n°  XVIII,  en  y  remplaçant  V  par  V,  et  V'par  V,+  A. 

D'après  une  observation  générale  que  nous  avons  faite  u°  XLIII  de 
notre  premier  mémoire,  on  peut  encore  à  l'aide  des  théorèmes  des 
nos  XII,  XVI,  XVII  et  XVIII,  comparer  les  changements  de  signe 
qu'éprouve  la  fonction  \t  dans  l'intervalle  compris  entre  a  et  b ,  avec 
ceux  qu'éprouve  la  même  fonction  \t,  ou  une  autre  V„  correspon- 
dante à  une  autre  racine  p„,  dans  un  second  intervalle  égal  au  premier 
b  — a,  et  compris  entre  deux  autres  valeurs  de  or,  a'  et  b'. 

Par  exemple,  si  a  et  b  sont  deux  valeurs  de  x  consécutives  qui  an- 
nullent V,,  et  si  en  superposant  les  deux  intervalles  égaux  b-a  et  b'-a' 
on  trouve  que  les  valeurs  de  la  fonction  gfL  —I  dans  le  premier  inter- 
valle sont  plus  petites  que  les  valeurs  correspondantes  de  gft —  /ou de 
g f„ —  l  dans  le  second,  et  que  celles  de  k  sont  au  contraire  plus  grandes 
dans  le  premier  que  dans  le  second,  on  sera  certain  que  V  ou  V„ 
change  de  signe  au  moins  une  fois  dans  ce  second  intervalle,  V*  ou 
V„  pouvant  d'ailleurs  être  nulle  pour  x=a'  ou  x=:b'. 


XI. 

Soit  p  une  quantité  constante  ou  une  fonction  de  oc  telle  qu'on  ait 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  depuis  x  jusqu'à  X 

(gp,  —  l)k  +/>'-  kd£  >  o.  (28) 

On  aura  aussi  à  fortiori 

(gp,+A  —l)k  +  p*  ~kd£>  o. 

Nous  allons  comparer  les  valeurs  de  x  qui  annullent  les  deux  fonctions 

5i.. 
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d\  t^i-UA 

k  -r1  -}- />V,    et   À  -j-pY.+  s   qu'on  obtient  en   faisant   r=f, 

et  r  =  fi+A  dans  l'expression  k  -, — \-  pY. 

Quelle  que  soit  la  racine   de  l'équation   F(rj  =  o    qu'on    substitue 
,  d\ 

kdï+PX 
à  la  place  de  /dans — ,  cette  quantité  a  toujours  une  valeur 

constante  h-\-p  pour  jc=x,  et  une  autre  valeur  constante  —  H-f-/> 
pour  j:  =  X,  en  vertu  des  équations  (7)  et  (8).  Si  l'on  fait  croître  r 
d'une  manière  continue  depuis  ft  jusqu'à  f,n-A  en  supposant  toujours 
d\T  .  dV       Tr 

-^-  =  h  pour  .r  =  x,  la  fonction — où  l'on  fait  x  =  X  va- 
riera ,  et  comme  elle  a  pour  r=f;  et  pour  r  =  fi+û  une  seule  et 
même  valeur — H-f-/;,  et  conséquemment  le  même  signe,  on  en 
conclut  d'après  le  théorème  du  n°  XX  du  premier  mémoire,  que  r 

croissant  depuis  p;  jusqu'à-,.^,  la  fonction  k  - — hfV  où  l'on  fait  x=X 

doit  s'évanouir  et  change  de  signe  le  même  nombre  de  fois  que  V(X,  r), 
c'est-à-dire  a  fois.  Il  s'ensuit,  d'après  le  n"  XXVI,  que  la  fonction 

<*Vl+A 
k  —y \- p\  .+  a  s'évanouit  entre  les  limites  x  et  X,  A  fois  de  plus  que 

k  -3-^ -f- ^/\  y  :  d'ailleurs  chacune  change  toujours  de  signe  en  seva- 

nouissant. 

XII. 

Cela  posé,  on  peut  appliquer  à  ces  deux  fonctions  les  propositions 
énoncées  dans  le  n°  XXIX  du  premier  Mémoire,  en  remplaçant  dans 
ce  numéro 

'_+/,V'par    k^pV„      K  ^  +  /A     par  k-^-+pVi+A 

et  le  nombre  £  par  A. 

Ainsi  deux  valeurs  de  x  consécutives  qui  annullent  k-j- ■  -f-/Af  compren- 

dX,, 
nent  toujours  au  moins  une  valeur  de  x  qui  annulle  k — r- $-p\t+^ 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  401 

et  deux  valeurs  de  x  consécutives  qui  amiullent    A       '+-  _i_  DV ., 

dx  '      l~t~A 

ne  peuvent  pas  comprendre  plus  d'une  valeur    de   x    qui   annulle 

*§  +  itf 

La  n"°"  valeur  de  x  à  partir  de  x  qui  annulle  k  — --f-pV,  est  plus 

grande  que  la  nla"  valeur  de  x  qui  annulle  k — ^t^.-f_pV,  +  A  etplus 

petite  qu'une  autre  valeur  de  .r  qui  annulle  k — ^—  -f-  pYJ+A     d'un 

rang  marqué  par  n-j-  A  (à  partir  de  x).  En  faisant  en  particulier  a=i 

ou  voit  que   les  deux  fonctions   k  — -3— +pV,-j_.   et  k -    -f-  pV, 

s'évanouissent  l'une  après  l'autre  alternativement,  tandis  que  x  croît 
depuis  x  jusqu'à  X;. 

Si  l'on  prend  entre  x  et  X  des  valeurs  a  et  b ,   k      "^  -j-  pV,+A 

dx 

ne  peut  s'évanouir  qu'une  fois  de  moins  que  k  ~~  +  pV,  entre  ces  li- 
mites a  et  b  et  s'évanouit  au  plus  A  fois  de  plus   que  K  — -f-pV-, 

dx         '      '* 

Conséquemment  entre  deux  valeurs  de  .r  consécutives  aetf  qui  an- 
nullent  ^^r  +  P^o  ^  ne  Peut  exister  plus  de  A  valeurs  de  x  qui 

dV- 
aunullent   À  —j- — \-p\ ',+*.  Il  faut  joindre  à  ces  propositions  tirées 

du  n°  XXIX  les  remarques  qui  terminent  ce  numéro. 

d\ 
D'après  le  n°  XXXII,  la  fonction  h -—.-\-p\.  doitchanger  de  si<me 

une  fois  ou  un  nombre  impair  de  fois  dans  l'intervalle  compris  entre 
deux  valeurs  de  x  consécutives  qui  amiullent  \lt  elle  ne  peut  pas 
s'évanouir  sans  changer  de  signe  si  la  condition  (28)  est  toujours 
remplie. 

De  plus  si  la  quantité  ^ est  positive  pour  uue  certaine 

valeur  de  jt,   k  -~  +/A  t  changera  de  signe  une  fois  ou  un  nombre 
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impair  de  fois  dans  l'intervalle  compris  entre  cette  valeur  de  x  et  celle 
immédiatement  supérieure  qui  aunulle  Vjj  et  k  -r1 ,+  pV;  ne  chan- 
gera pas  de  signe  ou  en  changera  un  nombre  pair  de  fois  dans  l'in- 
tervalle compris  entre  la  même  valeur  de  x  et  celle  immédiatement 

,  Mi 
inférieure    qui  aunulle  V,.  L'inverse  aura  lieu,  si — est  né- 
gative pour  la  valeur  de  x  que  l'on  considère. 

XIII. 

Supposons  actuellement  que  p  soit  une  quantité  constante  ou  une 
fonction  de  .r  qui  décroisse  continuellement,  taudis  que  x  croît  depuis 
x  jusqu'à  X  et  qui  remplisse  toujours  la  condition 

(gf,  -  i)k  +  P*  -  kd£  >  o.  (28) 

Il  peut  se  faire  que  quelques-unes  des  fonctions  gf,  —  l,  gpt  —  /, . .  . 
gfi  —  Z,   etc.,  changent  de  signe  entre  les  limites  x  et  X.  Mais  pour 

toutes  les  valeurs  de  r  supérieures  à  la  plus  grande  valeur  de  -,  gr —  / 
sera  constamment  positive  entre  ces  limites.  Soit  p,  +A  l'une  de  ces 
valeurs  de  r.  Alors  la  fonction  k — -7 hpYi  +  A  jouira  des  pro- 
priétés énoncées  dans  le  n°  XXXI  du  premier  Mémoire.  Ainsi  elle  s'é- 
vanouira entre  les  limites  x  et  X,  autant  de  fois  que  V,  +  a  ou  unefoisde 
plus,  ou  une  fois  de  moins,  c'est-à-dire  un  nombre  de  fois  marqué  par 
i-\- A —  1  ou  i-f-A  ou  î-f-A — 2 ,  selon  que  les  valeurs  h-{-p  et  —  H-f-p  de 

Tl pour  a  =  x   et   pour  .r=X  seront    toutes  deux 

de  même  signe,  ou  la  première  positive  et  la  seconde  négative; 
ou  enfin  la  première  négative  et  la  seconde  positive.  En  outre, 
d'après  le  même  n°  XXXI  ces  deux  fonctions  doivent  s'évanouir 
l'une  après  l'autre  alternativement  quand  x  croît  depuis  x  jusqu'à  X, 
et  suivant  l'ordre  indiqué  dans  ce  numéro. 
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dV- 
Considérons   maintenant  la   fonction  k  -~  •+■  p\,.  Elle  sevanouit 

toujours  A  fois  de  moins  que  k-y- +  pV,  +  ±   entre    x    et  X , 

pourvu  que  la  condition   (28)  soit  toujours  vérifiée.  Donc  les  valeurs 

de  i-^ pour  x  =  x  et  pour  x  =  X  étant  les  mêmes  que 

celles  de — ^ savoir  h  -f-  p  et  —  H  +  p ,  on  voit  que 

cette  fonction  K-t-î    -+-  p\ \  doit  s'évanouir  un  nombre  de  fois  mar- 
qué par  i —  1   ou  i'ou  i —  2,  selon  que  ces  valeurs  h-\- p  et  —  H-f-/j 

de  ^ pour  x  =  x  et  a"  =  X  seront  toutes  deux  de  même 

signe   ou   la  première   positive    et   la   seconde   négative ,    ou   enfin 
la  première  négative  et  la  seconde  positive. 

dV, 
Dans  le  premier  cas,  où  les  deux  fonctions  V(  et  K-j-  -f-  //V,   s'é- 
vanouissent le  même  nombre  de  fois  i  —  1  entre  x  et  X,  je  dis  qu'elles 
doivent  s'évanouir  l'une  après  l'autre  alternativement  pour  des  va- 
leurs de  x  croissantes,  et  que  c'est,  k-^  +  pVt  ou  V#  qui  s'annulle 

la  première  selon  que  les  valeurs  h  -f-  p  et  —  H  -f-  p  pour  x  =  x 
et  x—H  sont  toutes  deux  positives  ou  toutes  deux  négatives.       s' 

dV 
Car  d'après  le  n°  XXXII,   K-j-'  -f-  pV t  doit  changer  de  signe  au 

moins  une  fois  dans  l'intervalle  compris  entre  deux  valeurs    de  x 

dv  ■ 
consécutives  qui  annullent  V,  et  de  plus  À'  -r-!-\-pYj  doit  changer  de 

signe  au  moins  une  fois  entre  x  et  la  plus  petite  valeur  de  x  qui 
annulle  V,-,  si  h -\- p  est  positive  pour  x  =  x,  ou  bien  une  fois 
au  moins  entre  X  et  la  plus  grande  valeur  de  x  qui  annulle 
Vj  si  —  H  -\-  p  est  négative  pour  x  =  X.  Donc  ces  deux  fonctions 
devant  s'évanouir  le  même  nombre  de  fois  i —  1  ne  peuvent  s'an- 
nuller  que  l'une  après  l'autre  alternativement. 


404  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

On  voit  de  même  que  si  h-\-  p  est  positive  pour  x=x  et  — H-f-/; 
négative  pour  x  =  X  ,  les  deux  fonctions  V,  et  k  -^~  -f-  p\t 
s'évanouiront  encore  Tune  après  l'autre  alternativement ,  et  que 
A   — !  -f-  p\i  qui  doit  s'évanouir  une  fois  de  plus  que  \it  deviendra 

nulle  la  première.  Enfin  si  h  -{-ppour  x  =  x  est  négative  et  —  H-\-p 
pour  x  =  X  positive  ,  les  deux  mêmes  fonctions  s'évanouiront 
encore  l'une  après  l'autre  tour  à  tour,  Y,  deviendra  nulle  la  première 

et    le   sera  une  fois  de  plus   que  k  -r1  -f-  p\  ■. 

Ces  propriétés  ont  lieu  pourvu  qu'on  ait  constamment  depuis 
x  jusqu'à  X, 

BTi- 0  *  +  !*•— *3È'>Ô  (=8) 

et  que  p  ne  croisse  pas,  tandis  que  x  augmente. 

Cette  condition  (28)  sera  remplie,  si  la  fonction  gp,  —  l  reste 
positive  entre  les  limites  x  et  X;   alors   on  peut  ajouter  à   ce  qui 

1  W  1  v 
~d7+P  : 
précède  que  ^ décroîtra  continuellement  tandis  que  x  croî- 
tra depuis  une  valeur  quelconque  jusqu'à  celle  immédiatement  su- 
périeure qui  annulle  Vf.  Enfin  d'après  le  n°  XXXIII,  gf>t — /étant 
toujours  positive,  si  l'on  prend  successivement  pour  p  des  valeurs 
constantes  croissantes  depuis —  x  jusqu'à  -f-  00  ou  des  fonctions  de 
x  de  plus  en  plus  grandes  qui  décroissent  taudis  que  x  croit  depuis 
x  jusqu'à  X,  chaque  valeur  de  x  qui  annulle  k  -j—  -f-  pV;  aug- 
mentera en  même  temps  que  p,  sans  cesser  d'être  seule  comprise 
entre  deux  valeurs  de  x  consécutives  qui  annullent  V;;  celles-ci  ré- 
pondent à  p  =  ±  00  . 

XIV. 

Les  valeurs  de  x  qui  annullent  -j-  répondent  à  p=o.  Quand  ou 

fait  p  =  o ,  la  condition  (28)  se  réduit  à  gj>,  —  /  >  o.  Alors,  d'après  le 
n"  XXV  et  aussi  d'après  le  n°  XXX  du  1"  mémoire,  pour  chaque 
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dV  dx 

innulle    -3—',     -^= —  passe  toujours  du  positif  au  négatif,  et  V,  devient 

maximum ,  abstraction  faite  de  son  signe.  V,  'n'a  pas  de  minimum.  En 
7  dVi 

~dï 
outre,    comme  —=-  a  une  valeur  positive  -\-h  pour  x  =  x  et  une  va- 
leur négative  — H  pour  x=X  (aucune  des  constantes  h,  H  n'étant 
nulle  ou  infinie)  on  conclut  du  n°  XXXI  que  lorsque  x  croît  depuis 

dV- 
\  jusqu'à  X ,  les  deux  fonctions  V,  et  -r-1  doivent  s'évanouir  en  chan- 

dV 
géant  de  signe  l'une  après  l'autre  alternativement;  -3—' devient  nulle 

la  première  et  s'évanouit  i  fois ,  c'est-à-dire ,  une  fois  de  plus  que  V, , 
ainsi  V(  passe  tour  à  tour  d'un  maximum  à  zéro,  puis  de  zéro  à  un  autre 
maximum  de  signe  contraire  au  précédent,  puis  change  de  signe  de  nou- 

'TET 

veau,  et  ainsi  de  suite,  sans  avoir  de  minimum.  De  plus,  ■ décroît 

toujours,  quand  x  croît. 

La  fonction  Y,+  A  jouit  de  ces  propriétés  en  même  temps  que  V,. 
On  peut  d'ailleurs,  d'après  le  n°  XXIX  où  l'on  fera  p  =  o,  comparer 

les  valeurs  de  x  qui  annullent  ~  et  — -^-^  et  pour  lesquelles  V,  et 

Vi+A  deviennent  des  maxima.  On  voit  ainsi  qu'entre  deux  maxima 
consécutifs  de  V,  il  y  a  toujours  au  moins  un  maximum  de  V,+A  et 
entre  deux  maxima  consécutifs  de  V,  +  A  il  ne  peut  exister  plus  d'un 
maximum  de  Vf.  Le  n'"1"  nuzximum  de  Vt  tombe  toujours  entre  les 
deux  maxima  de  V,-fA  dont  les'rangs  sont  n  et  n-\-  A  à  partir  de  x  • 
de  sorte  que  si  A  =  1 ,  les  deux  fonctions  V;  et  VI4_A  atteignent  leurs 
maxima  l'une  après  l'autre  tour  à  tour.  Entre  deux  limites  a  et  b 
\l+A  ne  peut  avoir  qu'un  maximum  de  moins  que  V,  et  au  plus  A 
maxima  de  plus  que  V,;  et  conséquemment  entre  deux  maxima  con- 
sécutifs de  Vf  il  ne  peut  exister  plus  de  A  maxima  de  V1+A.  Voyez 
la  fin  du  n»  XXIX. 

On  peut,  dans  ce  qui  précède,  supposer  en  particulier  i=\  ,  2, 
5 , . . .  On  en  conclut  que  si  la  fonction  gf,  —  l  est  positive  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  x  et  X,  V,  qui  ne  s'évanouit 
pas  entre  ces  limites  a  un  maximum  unique  dans  leur  intervalle. 

Novembre  i83G.  r 
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Si  g/>. —  /  esl  constamment,  positive  entre  x  et  X,  V,  a  deux  valeurs 
maxima  entre  lesquelles  elle  s'aunulle.  Et  si  gp,  —  l  est  aussi  positive 
en  même  temps  que  gf>t — /,  le  maximum  unique  de  V,  se  trouvera 
entre  les  deux  maxima  de  Vs. 

Si  gf3 — /  est  positive  entre  x  et  X ,  V3  qui  change  deux  fois  de  signe 
entre  ces  limites  aura  trois  valeurs  maxima  tour  à  tour  positives  et 
négatives. 

Si  gpa  —  l  est  aussi  positive  entre  x  et  X,  chaque  maximum  de  Va 
se  trouve  placé  entre  deux  maxima  consécutifs  de  V3 ,  et  si  g? ,  —  /  est 
aussi  positive ,  le  maximum  unique  de  V,  tombera  entre  le  premier  et 
le  troisième  maximum  de  V3. 

Il  en  sera  de  même  des  fonctions  V4,  \  5 ,  etc. 

Ce  qui  précède  fait  connaître  à  peu  près  la  forme  des  courbes  qui 
représentent  ces  différentes  fonctions  V„  V»,  V3.  .  .  dans  l'intervalle 
de  x  à  X. 

Nous  pourrions   encore    considérer   les  points   d'inflexion  de   ces 

d*V- 
courbes  qui  sont  donnés  par  l'équation  -7-^  =  0  laquelle  à  cause  de 

l'équation  (8)  est  la  même  que  la  suivante 

dx    '         (dk\ 
\dx) 

En  supposant,  dans  tout  ce  qui  précède,  p  =  -^Vr —  >  si  la  condi- 

tion  (28)  était  satisfaite ,  on  pourrait  connaître  le  nombre  de  ces  points 
d  inflexion  sur  chaque  courbe  et  les  comparer  sous  le  rapport  de  leurs 
positions  respectives  sur  la  même  courbe  ou  sur  des  courbes  différentes, 
soit  entre  eux,  soit  avec  les  points  d'intersection  de  ces  courbes  avec 
l'axe  des  x  et  les  points  maxima.  Mais  ces  détails  deviendraient  trop 
longs  et  auraient  peu  d'intérêt.  Il  vaudra  mieux  ne  s'occuper  des  points 
d'inflexion  que  dans  chaque  problème  particulier  où  les  fonctions  g , 
À  ,  /  auront  des  expressions  connues. 
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XV. 


Les  valeurs  des  racines  de  l'équation  F(r)  =  0  dépendent  de  celle 
des  constantes  h  et  H  et  des  fonctions  g,  l  et  k  et  varient  en  même 
temps  que  ces  diverses  quantités. 

En  supposant  constante  la  valeur  h  de  — =-   pour  x-=.  x,  si  l'on 

attribue  successivement  à  H  des  valeurs  positives  de  plus  en  plus 
grandes  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini,  les  racines  de  l'équation  F  (/)=o, 

e  est-à-dire  les  valeurs  de  r  qui  annullent  la  fonction  k  —-  -+■  HV  où 

l'on  fait  x  =  X,  augmenteront  toutes  à  la  fois  en  convergeant  vers 
celles  qui  annullent  \ -(X,  r),  d'après  le  n°  XXI  du  premier  mémoire. 
En  même  temps  la  fonction  gp, —  /  devenant  plus  grande,  les  valeurs 
de  x  qui  annullent  chaque  fonction  \';  deviendront  plus  petites,  de 
sorte  que  les  points  de  la  barre  pour  lesquels  cette  fonction  Y,  est 
nulle ,  s'éloiguent  tous  de  l'extrémité  de  la  barre  correspondante 
à  l'abscisse  X,  où  le  pouvoir  émissif  devient  plus  grand. 

D'après  le  n°  XX\I  les  valeurs  de  x  qui  annullent  la  fonction 

A  -7—'  +  pVi  doivent  aussi  diminuer,  si  l'on  a 
dx  ' 

{g?i-l)k   +    p>    -    k%    >    O.  28 

On  en  conclut  en  faisant  p  =0  que,  si  l'on  a  £j?f —  />  o,  les  valeurs 
de  x  qui  rendent  V,-  maximum  deviendront  aussi  plus  petites,  de 
sorte  que  les  maxima  de  Vf  s'éloigneront  de  l'extrémité  de  l'abscisse  X. 
Si  l'on  donne  à  l'autre  constante  h  des  valeurs  positives  de  plus 
en  plus  grandes  ,  sans  faire  varier  H ,  les  racines  de  l'équation 
F(r)  ==  o  comme  aussi  celles  de  l'équation  V  X,  r)  =  o  augmen- 
teront toutes  à  la  fois,  d'après  le  n°  XXII  du  premier  mémoire, 
et  en  même  temps  d'après  le  11°  XXVIII.  les  valeurs  de  x  qui  an- 
nullent chaque  fonction  V,  deviendront  plus  grandes,  de  même  que 

52.. 
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celles  qui  annullent  k -r1  -f~  pVi>  Sl   ^a  condition    (28)  est  remplie. 

En  particulier  si  l'on  a  gft  —  /  >  o,  les  maxima  de  Vj  s'éloigneront 
de   l'extrémité  de  l'abscisse  x. 

Au  surplus,  le  cas  où  h  augmente  ne  diffère  pas  réellement  de 
celui  où  H  augmente ,  puisque  A  et  H  mesurent  la  grandeur  du 
rayonnement  aux  deux  extrémités  de  la  barre;  ainsi  ce  qu'on  a  dit 
pour  l'un  de  ces  cas  peut  s'appliquer  à  l'autre,  par  une  simple 
inversion. 

Si  H  et  h  prennent  ensemble  des  valeurs  plus  grandes,  les  racines 
fi  de  l'équation  F(r)  =  o  augmenteront  plus  que  si  une  seule  de 
ces  quantités  H,  h  augmentait;  mais  alors  on  ne  peut  pas  décider 
en  général  si  une  valeur  de  x  qui  annulle  V,  doit  devenir  plus 
grande  ou  plus  petite,  car  elle  deviendrait  plus  petite,  si  H  seule 
augmentait ,  et  plus  grande  si  h  seule  augmentait. 

Si  h  augmente  et  si  H  diminue,  on  ne  peut  pas  dire  en  général 
si  une  racine  ft  de  l'équation  F(r)  =  o  doit  devenir  plus  grande 
ou  plus  petite,  car  p;  deviendrait  plus  grande  si  h  seule  augmentait 
et  plus  petite  si  H  seule  diminuait.  Mais  ces  deux  causes  réunies  feront 
croître  les  valeurs  de  x  qui  annullent  V* ,  comme  aussi  celles  qui  an- 
nullent A'  -j1  -f-  p\ i  si  la   condition  (28)  est  remplie ,  et  celles  qui 

rendent  V,-  maximum  si  l'on  a  gp,  —  l  >•  o. 

Ces  valeurs  de  x  deviendront  au  contraire  plus  petites,  si  h  di- 
minue et  si  H  augmente,  sans  qu'on  puisse  décider  dans  quel  sens 
variera  la  racine  p(. 

XVI. 

En  donnant  à  A  et  à  H  des  valeurs  constantes,  supposons  qu'on 
remplace  la  fonction  que  k  représente  par  une  autre  fonction  h' 
qui  pour  chaque  valeur  de  x  soit  plus  petite  que  la  première  k  ou 
au  moins  égale  à  k,  et  les  fonctions  g,  l  par  d'autres  g',  V  telles 
que  g'r  —  V  soit  plus  grande  que  gr  —  l,  ou  au  moins  égale,  pour 
chaque  valeur  de  r  comprise  entre  certaines  limites. 

Supposons  qu'après  ces  changements  de  fonctions  la  racine  p,  de 
l'équation  F(/)  =  o  dont  le  rang  est  i  devienne  p'i  et  que  la  fonc- 
tion correspondante  V,  soit  changée  en  V/. 
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H  résulte  du  n°  XXIII  du  premier  mémoire  que  les  nouvelles 
racines  p't  seront  plus  petites  que  les  premières  />,,  pourvu  qu'elles 
satisfassent  comme  les  premières  à  la  condition  g'r — Z'>  ou  =  gr — L; 
mais  on  ne  saura  pas  si  la  nouvelle  fonction  V/  s'annullera  pour 
des  valeurs  de  x  plus  petites  ou  plus  grandes  que  celles  qui  annullent 
V(;  car  d'après  le  théorème  du  n°  XII,  V/  s'annullerait  pour  des 
valeurs  plus  petites,  si  la  racine  f't  n'était  pas  plus  petite  que  p,, 
puisqu'on  aurait  g'f',  —  V  >  gp,  —  l  et  k'  <  k;  mais  d'un  autre 
côté,  les  valeurs  de  x  qui  annullent  V,  deviennent  d'autant  plus 
grandes,  que  p',  est  plus  petite. 

Si  l'on  prend  de    nouvelles  fonctions  g',  V  et  k!  telles  qu'on   ait 

g'r  —  V  _  gr  —  /  et  k'  >•  À'  on  ne  peut  plus  dire  si  la  racine  p',- 

(|ui   remplacera  f,  sera  plus  petite   ou   plus   grande   que    f,;  car  p', 

serait   <  fi,  si  l'on  avait  seulement  g'r  —  l  _  gr —  l  et  k'  =  k,  et 

/';  serait  >  p,  si  k  seule  était  changée  en  k'  >  à-  et  que  g'  et  l' 
fussent  les  mêmes  que  g  et  l. 

Si  pour  chaque  valeur  de  x  on  a  g'f,' —  Z_  gpt  —  /  et  k'  _  k  , 

les  valeurs  de  x  qui  annulleront  V,  seront  plus  petites  que  celles 
de  même    rang   à    partir  de   x   qui   annullent  Y,;    elles   seront  au 

contraire  plus  grandes  si  l'on  a  g'p',  —  /' g?L  —  /  et  k! /-. 

Pareillement  si   les  deux  fonctions  gf,  —  l  et  g'f>\  —  /'  sont  po- 
sitives, selon  qu'on  aura  pour  chaque  valeur  de  x, 

g'r'i  -  i'  ^  gfi  -  \  ft  k'<k 

on  bien  g'f',  —  l'  _  gf,  —  l  et  k'   \_  k , 

les  valeurs  de  x  correspondantes  aux  maxima  de  V/  seront  plus  petites 
ou  plus  grandes  que  celles  de  même  rang  à  partir  de  x  qui  répon- 
dent aux  maxima  de  Vj. 

XVII. 

Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  que  les  valeurs   particulières   de 
la   fonction  u  données    par    la    formule     u  =  V(  e~til   (27)  qui  sa- 
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testait  a  toutes  les  équations  du  problème  (i),  (2),  (5)  et  (4), 
lorsque  la  fonction  f(x)  qui  représente  les  températures  initiales 
«les  pointsde  la  barre  est  la  même  que  V,:  V,  contenant  implicitement 
comme  facteur  une  constante  arbitraire.  Si  f (x)  n'est  égale  à  aucune 
des  fonctions  V, ,  V3,  V3,...  on  formera  l'expression  générale  de 
u  en  faisant  la  somme  de  toutes  les  valeurs  particulières  (27)  après 
les  avoir  multipliées  par  des  constantes  arbitraires  C^C,,  C3,  C,,  etc.. 
de  sorte  qu'on  aura 

u  =  C,V,e-f'!  -f-  CaVae-?<f  -f-  . .  -f-  Q  Vj'e-f*  -f-  etc.      (29) 

Cette  expression  de  u  satisfait  aux  trois  équations  (1),  (2),  (3)  puis- 
que chacun  de  ses  termes  y  satisfait  séparément.  Il  reste  à  remplir 
la  condition 

u  '==  f{x)  pour  t  =  o.  (4) 

Il  faut  donc  qu'en  faisant  t  =  o  dans  l'équation  (29)  on  ait  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  depuis  x  jusqu'à  X 

•  f{x)  =  C,V,  -f-  Ca  V,  4-  •  •  -f-  C,  V;  -f-  etc.  (3o) 

c'est-à-dire  qu'il  s'agit  d'exprimer  dans  l'intervalle  de  x  à  X  la 
fonction  arbitraire  f(x)  par  une  série  de  fonctions  assujetties  à 
vérifier  les  trois  équations  (6),  (7),  (8)  et  qui  diffèrent  les  unes  des 
autres  par  les  valeurs  f,  p».  .f,.  .  du  paramètre  r  tirées  de  l'équation 
transcendante  F  (r)  =  o.  En  admettant  la  possibilité  de  ce  dévelop- 
pement ,  on  détermine  chaque  coefficient  C,  par  le  procédé  connu  que 
nous  allons  rappeler. 

Multiplions  les  deux  membres  de  l'équation  (5o)  par  g\tdx ,  puis 
intégrons-les  entre  les  limites  x  et  X  ;  nous  aurons 

fXgVtf(x)  dx=ClJX  g\,  Vi  dx  +  Cj^gV,  \/dx  -h  ... 

+  df    gW'  dx  ■+■  etc.  (3i) 

Or,  d'après  la  formule  (17)  toutes  les  intégrales  qui  dans  le  second 
membre  de  cette  équation  sont  multipliées  par  les  coefficients 
C,  C...  .  autres  que  C,  sont  nulles.  Celle  qui  est  multipliée  par  C, 
est  évidemment  une  quantité   positive.   Si  l'on  suppose  connue  l'ex- 
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pression    de    V    en   fonction   de  x  et   de    r   qui  satisfait   aux    deux 
équations    (1)    et    (2)  ,     en    considérant   r   comme   indéterminée, 

gY'dx  sera  d'après  la  formule  (16)  égale  à  la  valeur 

de  l'expression  —  V-j\  A- -7-  -f-  H  V  j  où  l'on  fera  ,r  =  X  et  r  =  f,. 

En  désignant  pour  abréger,  cette  quantité  par  R*,  on  tirera  donc  de 
l'équation  (3ij 

r        f*  $V'   S  (x)  dx  ^ 

Li  —  R, 

et  en  mettant  cette  valeur  de  C,  dans  les  formules  (29)  et  (3o)  qu'on 
peut  écrire  ainsi  : 

u  =  J     CVie-f"  f(x)  =  2.QV, 

elles  deviendront 


t=x 


z=     2 


>xgXi  f{x)  dx 


(=1 


r*g\iJWdx 

Yi6t  J,        5  (55) 


ISSI  » 


On  arrive  aux  mêmes  résultats  par  la  méthode  générale  dont 
M.  Poisson  a  fait  usage  depuis  long-temps  dans  un  grand  nombre 
de  problèmes  et  en  particulier  dans  celui  qui  nous  occupe.  {Théorie 
de  la  chaleur,  pages  261  — 264.  ) 

On  n'a  point  encore  démontré,  lorsque  les  fonctions  positives  g,  A ,  l, 
sont  quelconques,  la  possibilité  d'exprimer  une  fonction  arbitraire  y(.r) 
par  une  série  convergente  de  la  forme  C.Vj+C.Vj+etc.  (3o).  Fourier  et 
d'autres  géomètres  semblent  avoir  méconnu  l'importance  et  la  difficulté 
de  ce  problème  qu'Us  ont  confondu  avec  celui  de  déterminer  les  coeffi- 
cients C,.  M.  Liouville  a  résolu  une  partie  de  la  question  en  démontrant 
par  une  méthode  très  ingénieuse  (n°  de  juillet  de  son  journal  ) ,  que  la 
somme  de  la  série  (34),  si  cette  série  est  convergente,  ne  peut  qu'être 
égale  à  f{x),  pour  toutes  les  valeurs  dex  comprises  entre  x  et  X.  Dans 
le  numéro  suivant,  nous  admettrons  provisoirement  l'intégrale  (35)  qui 
est  fondée  sur  la  formule  (34),  pour  en  déduire  quelques  conséquences. 
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XVIII. 

On  voit  qu'à  mesure  que  le  temps  t  augmente,  tous  les  termes  de 
la  série  (33)  tendent  vers  zéro  ,  avec  des  vitesses  inégales  ,  de  sorte 
qu'après  un  certain  temps,  la  température  variable  u  de  chaque  point 
de  la  barre  finit  par  se  réduire  sensiblement  à  zéro,  c'est-à-dire  à  la 
température  fixe  du  milieu  où  la  barre  est  placée.  Mais  avant  que  la 
valeur  de  u  soit  nulle  ,  il  y  aura  une  époque  où  la  série  (35)  se  réduira 
à  très  peu  près  à  son  premier  terme  correspondant  à  la  plus  petite  ra- 
cine p,  de  l'équation  F(r)  =  o,  en  sorte  qu'on  aura  sensiblement 

u  =  C.V.e-  f'(, 
C,  désignant  la  quantité 


/. 


XgV,/(x)dx 


f. 


X 

ffV.dx 


En  faisant  abstraction  du  coefficient  constant  C, ,  on  voit  que  cet 
étatfincd  des  températures  ne  dépend  point  de  leur  distribution  ini- 
tiale représentée  par  f(x)  qui  n'influe  que  sur  la  valeur  de  la  cons- 
tante C,  :  il  se  confond  avec  le  premier  des  états  simples  que  nous 
avons,  considérés  précédemment.  Par  conséquent,  après  un  certain 
temps  plus  ou  moins  long,  les  températures  de  tous  les  points  de  la 
barre,  quel  que  soit  leur  état  initial,  seront  supérieures  à  la  tempé- 
rature fixe  du  milieu,  si  la  valeur  de  C,  est  positive,  ou  lui  seront  in- 
férieures,  si  C,  est  négative.  Eu  outre,  si  la  fonction  gp,  —  l  est 
positive  pour  toutes  les  valeurs  de  x  depuis  x  jusqu'à  X  ,  ces  tempéra- 
tures finales,  abstraction  faite  de  leur  signe  quand  elles  seront 
négatives ,  ne  présenteront  qu'un  seul  maximum ,  c'est-à-dire  qu'elles 
seront  croissantes  depuis  une  extrémité  de  la  barre  jusqu'à  un  certain 
point,  puis  décroissantes  depuis  ce  point  jusqu'à  l'autre  extrémité;  et 

si  l'une  des  équations  (a),  (5)  se  réduit  à  ^=  o  pour  l'une  des  ex- 
trémités, ces  températures  finales  iront  en  croissant  ou  décroissant 
depuis  cette  extrémité  jusqu'à  l'autre.  Ces  propriétés  n'ont  pas  lieu 
dans  l'état  initial ,  puisque  la  fonctionner)  est  arbitraire. 

Elles  supposent  toutefois  que  la  valeur  de  la  constante  C,  qui  dépend 
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de  cette  fonction/^)  n'est  pas  nulle.  Or  C,  devient  nulle,  dans  le  cas 
oùf(x)  remplit  la  condition   j     gV ,/(x)dx  =  o.   Alors  si  l'on  na 

pas  en  même  temps  Ç  g\if(x)dx  =  o,  les  températures  finalesse- 
ront  exprimées  par  le  second  terme  CaVae-f''  de  la  série  (333,  la  va- 

leur  de  C, étant  — — ^ .   Dans  cet  état  final,  les  températures 

seront  positives  dans  une  partie  de  la  barre  et  négatives  dans  la  par- 
tie restante.  De  plus,  si  gp3  —  /  est  positive  pour  toute  la  barre,  il  y 
aura  une  valeur  maximum  de  u  sur  chacune  de  ces  parties  et  il  n'y  en 
aura  qu'une. 

Si  l'on  avait  à  la  fois 

f^gV<Ax)d*  =  °>     et     f^g^,f(x)dx  =  o, 
l'état  final  serait  exprimé  par  le  troisième  terme  de  la  série  (55).   Si 
l'on  avait  en  outre  j     g\3f(x)dx  =  o,  l'état  final  serait  donné  par 
le  quatrième  terme  et  ainsi  de  suite. 

XIX 

On  vient  de  voir  qu'après  un  temps  plus  ou  moins  considérable ,  la 
fonction  u  finit  par  avoir  le  même  signe  dans  toute  l'étendue  de  la 
barre,  si  la  valeur  de  C,  n'est  pas  nulle,  ou  bien  par  n'avoir  qu'un 
nombre  de  changements  de  signe  égal  au  nombre  des  coefficients  suc- 
cessifs C,,  C, ,  C3.  .  .  qui  se  trouvent  nuls  à  la  fois.  Donc,  si  à  une 
époque  déterminée,  u  s'évanouit  une  ou  plusieurs  fois  entre  les  limites 
x  etX,  il  faut  que  par  l'accroissement  du  temps,  le  nombre  des  va- 
leurs nulles  de  u  diminue,  jusqu'à  se  réduire  enfin  à  zéro  ou  au 
nombre  des  coefficients  C, ,  C». .  .  qui  seront  nuls  à  la  fois.  Xous  al- 
lons examiner  comment  s'opère  cette  disparition  des  valeurs  nulles 
de  u.  Cette  recherche  a  des  applications  importantes. 

Supposons  d'abord  que  u  soit  nulle  pour  t  =  r  et  ;r  =  £,  et  que 

■j-  ne  soit  pas  nulle  en  même  temps.  On  peut  douner  à  x  une  valeur 
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a  plus  petite  que  |  et  une  autre  valeur  b  plus  grande  que  £  telles  que 
y-  (je,  t)  qui  n'est  pas  nulle  pour  x  =  £  ne  s'annulle  ni  pour  x  =  «, 
tii  pour  x  =  b ,  ni  pour  aucune  valeur  de  jr  comprise  entre  a  et  6. 

Alors  -rç  (je,  t)  ayant  constammment  le  même  signe  dans  cet  in- 
tervalle, selon  que  ce  signe  est  +  ou  —,  la  fonction  u{x ,  t)  doit 
croître  ou  décroître  continuellement,  tandis  que  x  croit  depuis  a  jus- 
quà  b,  elle  ne  s'évanouit  donc  que  pour  x  =  %  dans  cet  intervalle, 
et  les  valeurs  de  u(a,  x)  et  u(b,  t)  sont  différentes  de  zéro  et  de  signes 
contraires. 

Faisons  maintenant  t  =  t  -f- 1 ',  t'  étant  uue  quantité  positive  qu'on 

prendra  aussi  petite  qu'on  voudra.   Comme  —  (x ,  t)  n'est  nulle  pour 

aucune  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  b ,  —  (jc,  t  -+-  t')  aura,  pour 
chaque  valeur  de  x  entre  a  et  b  une  valeur  différente  de  zéro  et  de 
même  signe  que  -t-(x,t),  pourvu  que  t'  soit  suffisamment  petite. 

Donc    —  (x,t  -\-t')  aura  dans  tout  l'intervalle  de  a  à  b  le  signe 
dx  v     *  .  '  ° 

de   ,"(£,  t)  :  donc,  selon  que  ce  signe  sera  -f-  ou  — ,  la  fonction 

u  x  ,  t  -j-  z')  ira  en  croissant  ou  en  décroissant  dans  cet  intervalle. 

Or,  aux  deux  limites  a  et  b  cette  fonction  a  des  valeurs  de  signes 
contraires.  Car  u{  a,  r)  n'étant  pas  nulle,  u(a,  r-f- 1')  aura  le  même 
signe  que  u(a,  t)  si  l'on  prend  t'  suffisamment  petite,  puisqu'on 
peut  rendre  la  différence  entre  u(a,  t)  et  u(a,  T  +  t')  plus  petite  que 
ufa,   r)  en  diminuant  <* ï    donc  u{a ,  r-\-t')   a  un   signe  contraire 

a  celui  de  -j^fjf,  t).  De  même  u[b,   t  -f- 1')  aura  le  même  signe  que 

*  i  a  du  f ~        x 

u  7),  r)  et  consequemment  le  même  signe  que  ~  (Ç,  t;. 

Donc  «(x,  t  -\-t')  a  deux  valeurs  de  signes  contraires  pour  x  =  a 
et  pour  x  =  b;  ec  comme  cette  fonction  croit  ou  décroît  continuelle- 
ment dans  l'intervalle  de  a  à  b,  on  voit  qu'elle  s'annulle  une  seule 
fois  et  qu'elle  change  de  signe  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre 
a  et  b. 
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En  faisant  xz=r —  t' ,  on  verra  de  même  que  la  fonction... 
u{x,  t — t')  doit  aussi  s'évanouir  une  seule  fois  en  changeant  de 
signe  pour  une  valeur  de  x  entre  a  et  b. 

XX. 

Supposons  à  présent  que  u  et  -r-  soient  nulles  à  la  fois  pour 
t  —  t  et  x=%,  mais  que  -j-;  ne  le  soit  pas,  et  admettons  pour 
fixer  les  idées  que  —    soit  positive. 

On  peut  donner  à  x  une  valeur  a  plus  petite  que  ?  et  une  valeur  b 

plus  grande  que  £  telles  que  -7— a  ait  dans  tout  l'intervalle  de  a  h  b  le 

même  signe  qu'elle  a  pour  ,r  =  ^,  c'est-à-dire  le   signe +.    Alors  x 

croissant  depuis  a  jusqu'à  /;,  —  (x ,  t)   ira   en  croissant,    et  comme 

cette  fonction  est  nulle  pour  x  =  %  ,  elle  sera  négative  dans  l'inter- 
valle de  a  à  0  puis  positive  dans  l'intervalle  de  £  à  b. 

Donc  x  croissant  depuis  a  jusqu'à  £  ,  la  fonction  u(x ,  t)  décroîtra 
et  sera  par  conséquent  positive,  puisqu'elle  est  nulle  pour  x  =  £  ; 
ensuite  x  croissant  depuis  £  jusqu'à  b ,  u(x ,  t)  croîtra  et  par  consé- 
quent sera  encore  positive. 

Faisons  maintenant  t=  t  +  t'  ■  -r-',,  {oc  ,  r-f- 1')  aura  pour  chaque 
valeur  de  x  entre  a  et  b  une  valeur  différente  de  zéro  et  de  même 
signe  que  —'  {x ,  t)  c'est-à-dire  positive,  pourvu  qu'on  prenne  t. 
suffisamment  petite ,  puisqu'alors  ces  deux  fonctions  diffèrent  l'une 
de  l'autre  aussi  peu  qu'on  veut.  Donc  -r-  [x ,  t  -j-  t')  croîtra   conti- 

nuellemment  dans  l'intervalle  de  a  h  b;  mais  cette  fonction  a  une 
valeur  négative  pour  x  =  a  et  positive  pour  x  =  b ,  puisque  ces  va- 
leurs diffèrent  aussi  peu  qu'on  veut  de  celles  de  ^-(fl,  r)et  ^[b,  r) 

qui  ne  sont  pas  nulles.  Donc  -y-  {x,  r-f-*')  s'anuulle  entre  les  limites 

a  et  b  une  seule  fois  et  passe  en  s  évanouissant  du  négatif  ou  positif. 

Pour  discuter  u(x,  r-^-t'),  il  faut  considérer  la  fonction  —  {x ,  t). 
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Pourx=?et  tz=r  on  a  par  l'équation  (i)  g—  =k  -r—,  puisque 
u  et  —  sont  alors  nulles.  Donc  -7-  (jj,  t)  n'est  pas  nulle  et  a  le  même 
signe  que  — ;(£,  t)  ,  c'est-à-dire  le  signe-}-.  Or,  on  peut  prendre 
a  et  b  assez  près  de  £  pour  que  -r{x ,  t)  reste  positive  enlre  ces  li- 
mites a  et  &.  Mais  en  prenant  t'  suffisamment  petite,  la  différence 
a(x,  t  -\-t')  —  u(x  ,  r)  a  le  même  signe  que  j-  {x ,  t).  Donc  pour 

toutes  les  valeurs  de   x  comprises   entre   «  et   b,    la  fonction.... 
u{x  ,  t  -\-t')  est  plus  grande  que  u{x,  r)  et  par  conséquent  positive. 
Si  l'ou  fait  x=.x — t',  on  prouvera,  comme   tout  à  l'heure,  que 

-7-(x,  t  —  t')  s'annulle  entre  les  limites  a  et  b  une  seule  fois  et  passe 

du  négatif  au  positif. 

Pour  chaque  valeur  de  .r  comprise  entre  a  et  b,  la  fonction  u(x,  r — t') 
est  plus  petite  que  u(x,  r),  puisque  la  différence  u{x ,  t — t') — u(x,  t) 

a  un  signe  contraire  à  celui  de  -r-  (x,  t),  t'  étant  suffisamment  petite  : 

donc  u(x,  t  —  t')  est  négative  pour  ,r  =  ?.  Mais  elle  est  positive  pom- 
mer;: a  et  x=b,  comme  m  (.r,  t),  car  en  prenant  t'  suffisamment  petite, 
u(a,  t  —  t')  et  u(l),  t  —  t)  diffèrent  aussi  peu  qu'on  veut  de  u(a,  r)  et 
uJj,  r)qui  ont  le  signe  -j--  H  suit  de  là  que  u{x,  r — t')  change  de  signe 
au  moins  deux  fois,  d'abord  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre  aetç, 
puis  pour  une  autre  entre  ?  et  b.  Je  dis  de  plus  que  cette  fonction  ne  peut 
pas  s'évauouir  plus  de  deux  fois  enîre  les  limites  a  et  b:  car  si  elle  s'é- 
vanouissait une  troisième  fois,  en  changeant  ou  ne  changeant  pas  de 

signe,  j-.  (x  >  T —  t ')  devrait  s'annuller  au  moins  deux  fois  entre  les 

mêmes  limites  a  et  b,  ce  qui  n'arrive  pas. 

Nôns  avons  supposé  — t  (£,  t)  positive.  Si  cette  quantité  est  néga- 
tive on  reconnaîtra  de  la  même  manière  que  u(x ,  T-f-/')  doit  être 
négative  et  ne  pas  s'évanouir  entre  les  limites  a  et  b,  et  que... 
u[x,  t  —  t)  doit  changer  de  signe  et  s'évanouir  deux  fois  seulement , 
d'abord  entre  a  et  £ ,  puis  entre  £  et  /;.  D'ailleurs,  ce  cas  se  ramène 
au  précédent,  en  changeant,  u  en  —  u. 

En  supposant  que  u  ne  soit  pas  constamment  nulle  pour  x  =  x 
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quelle  que  soit  t,  il  peut  arriver  que  u  s'évanouisse  pour  x  =  \  quand 

t.  atteint  une  valeur  t.  Alors  -=-  sera  nulle  en  même  temps,  à  cause 

dx  l 

de  l'équation  k -^  —  hu  =  o.   (2).  Si    t— 4   n'est   pas  nulle   aussi,   on 
verra  par  le  raisonnement  précédent  qu'en  faisant  croître  x  depuis  x 
jusqu'à  une  valeur  b  un  peu  plus  grande  que  x,  it[x ,  T-\-t')  ne  s'é- 
1  «  d  u  ,         .  .  ... 

vanouira  pas  et  aura  le  même  signe  que  -r-Ax>  rJ>  et  que  u\x,  t — t  ) 

changera  de  signe  et  s'évanouira  une  seule  fois  entre  x  et  b. 
1     De  même,  si  u  est  nulle  pour  x  =  X  et  t=  r,    -7-   sera   nulle   en 
même  temps;  à  cause  de  l'équation  (3).  Alors  u(x ,   i-{-t')  aura  pour 
les  valeurs  x  un  peu  plus  petites  que  X  et  pour  x  =  X,  le  même  signe 
que  -j-j^X,  t)  :   et  u(x,  t  —  t')  changera   de  signe  et  s'évanouira 

une  (ois  près  de  la  limite  X. 

XXI. 

Je  suppose  actuellement  que  la  fonction  u  et  plusieurs  de  ses  deiï- 
,  .        du     d'u  .  ;>    dm~'u   ,     .  u      ■  1    <•  • 

vees  successives  -r- ,   t— - , .  .  .  jusqu  a  -3——  deviennent  nulles  a  la  (ois 

pour  x=%  et  tz=r ,  et  je  vais  examiner  ce  que  u  deviendra  pour  des 
valeurs  de  x  et  de  t  très  peu  différents  de  Ç  et  de  t.  Pour  traiter  ce 
cas  général  qui  comprend  ceux  dont  je  me  suis  occupé  dans  les  deux 
numéros  précédents ,  j'emploierai  une  autre  méthode  fondée  sur  le 
développement  de  u  suivant  les  puissances  de  x'  et  de  t' ,  en  faisant 
x  =  %-\-x'  et  t S  =  t  +  € 
L'équation  (1)  devient 

du  \     dx'J  }    ,  ,   , 

Sd7=— -w lu;  (0 

On  a,  d'après  la  formule  de   Taylor  , 
KÇ+*',  t+0=Y+Y/+Y,  -f~2  +.  .  .+Y„  _^"_+6^«(*)  (55) 

(*)  On  arrive  immédiatement  à  cette  formule  en  intégrant  n  -f-  1   fois   de  suite 
.  ,J+1 .  ai  ""'  depuis  t  =0  jusqua   t  =  t    et  introduisant  successivement  comme 

....  .  ,     d"u  da~'u  ,  , 

constantes  arbitraires  les  valeurs  de  -— ; — r; —  ,  etc.  pour  t  =  o  ,   qu  on  suppose 

dl  '  de"-'  '  r  '    *  rr 

donne'es. 
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en  désignant  par  Y,   Y,,   Y2...Y„,  ce  que  deviennent  les   fonctions 

du        d'il  d"u  t  /-  ..     .1  .  j 

il.—,.    —r....-rr.   quand  on   fait  t  =  o    ou    t=r.  de   sorte  que 
'  di :  '    dt  "  dt"'    n  ^ 

Y,  Y,.  ..Y,  ne  dépendent  que  de  la  seule  variable  x'.  Le  terme  G*'"-1"1 

t' 

/"*/"*/**  dn'^',ij 

remplace    l'intégrale  multiple  Jjj  .  .  .  ^;+T^'',+  ,>  d'où  il  suit  que  0 

est  comprise  entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  valeurs  que 

prend  la  fonction  ,      ,  '■t-t.  -wj+ï,  tandis  que  /'  varie  depuis  o 

jusqu'à  sa  plus  grande  valeur. 

,  t,  ,         P  .  du 

On   a   suppose   que  pour  x  =  Ç   et    t=T,    les  fonctions  u ,  j^, 

—  .  etc.  jusqu'à  -, — -  sont  toutes  nulles  et  que  -=— -  a  une  valeur  A 

dx%  J      n         dx"'~'  '         dxm 

différente  de  zéro.  Quand  on  fait  (=t  ou   t'  =  o,  ces  fonctions  u, 

du      d'u  i  «  \r     dY      d'Y        ,      t-.  , 

—  ,  — ....  sont  les  mêmes  que  x,   y-  ,  -tt-,  ,  etc.  Donc  ,  pour  x  =«> 
dx'    dx''  n  dx'      dx a  r 

,r      dY  .  „     dm~"Y  ,,         .    dmY        .    ,     .     ,     . 

Y,  i — .etc.  iusqua  -j-r:—  sont  nulles  et   -3-7-  est  égale  a  A. 

Pour  des  valeurs  de  x'  suffisamment  petites,  soit  positives  ,  soit  né- 
gatives ,  différera  de  A  aussi  peu  qu'on  voudra.  On  en  conclut 

3  '    dx  m 

(en  intégrant  m  fois) ,  que  pour  ces  mêmes  valeurs ,  on  aura 


Y=(A  +  a)    - 


2.3. . .  m 


a  étant  une  quantité  positive  ou  négative,  fonction  de  x',  qui  s'éva- 
nouira avec  x',  et  qu'on  pourra  rendre  plus  petite  que  toute  quantité 
donnée  en  prenant  x'  suffisamment  petite. 

Pour  avoir  les  expressions  de  Y,,  Y,. .  .  .,  il  faut  dans  l'équation  (1) 
et  dans  celles  qu'on  en  déduit  en  la  différentiant  plusieurs  fois  par  rap- 

,     ,     -  .         ,  _         .    .  ,  ,  du      d'il 

port  a  t ,  faire  t  =  o.  On  obtient  alors  en  remplaçant  u ,  y-, ,    — .  . . , 

par  Y,  Y, ,  Y, . . . .  les  équations  suivantes  : 
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'■(*£) 


d. 

(?Y.  =  -V^—  —  /Y, , 


d 


(S) 


»Ï3     —  W  '■■■ 

etc. 

La   première     g\ ,  =  — — , —  —/Y  diflerentiée  ^  fois  par  rap- 
port à  x',  donne 

crî^Xl-U       dg      dP~'Y      ■  ^     V 

_  ,  ffi+*Y  .  dk    rfP+'Y        (p\\)p  d'k  dPY  dP+'k-   d\ 

dx'f+-  ~*~  ^P~*~l>  dx'  dx'**'  "*"      1.2      dr'2  dr'''~'~  *  *  ""*"  dx'P+<  dx 

—  ldn  —        —  fi\ 
dx'r       '  '  '        dx'r     ' 

n  v     dY  dm-Y  E       „  ,  d»Y         . 

Comme  Y,   -j-, ,.  .  .  .-r-T^n  sont  nulles  pour  x=oet  que  -t-t^=  A 

on  voit  par  les  deux  dernières  équations  que  Y,  -j-f  ,     etc.  ,    jusqu'à 

d""Y,  ,.  , 

j--^—  sont  nulles  aussi  pour  x  =o  et  quon  a 

d"-»Y,  /k\  drl  /k\  .  , 

4Û~  =  (g)  W*  =  WA'  pour  x  =°- 

Par  conséquent,  pour  des  valeurs  de  .r'  suffisamment  petites,  on  aura 

\g)  \  V   i.a. 3... (m—  2) 

a  étant  une  fonction  de  .r'  qui  doit  être  très  petite  et  nulle  en  même 
temps  que  x',  et  (-)  désignant  ici    la  valeur  de   -  qui  répond  à... 
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En  différentiant  p  fois  par  rapport  à  x'  l'équation 

ffY.  =  -A_4iZ  _  /Y,, 

j     ,  .,  „       rfï.  „    rfm-5Y, 

on  verra  de  la  même  manière  que  Y,,    -7— , ••  •    jusqua    j-^t-tj-    sont 

nulles  pour  x'  =  o  et  que 

rfm-'ïa        /£\  rf—'Y,         /*v    .  , 

d^  =  K-s)l^=->  =  Kg)  'A'   P<>ur*=o, 

doù   l'on  conclura 

y,=  c*y.(a  +  «.)_ ^:m;i_ 7>. 

On  trouvera  de  même 

Y3=0(A+a3)r^^6), 
et  en  général , 

Y^(y.(A  +  a,)[2,3^;_2?i). 

Toutes  les  quantités  a,  a,,  a,. .  .  .a  ,  fonctions  de  a?'  pourront  de- 
venir plus  petites  que  toute  grandeur  donnée,  pourvu  qu'on  attribue 
à  x'  des  valeurs  suffisamment  petites  soit  positives ,  soit  négatives. 

Supposons  maintenant  le  nombre  m  pair  et  =  in.  Nous  aurons  en 
mettant  dans  la  formule  (35)  les  valeurs  précédentes  de  Y,  Y, ,  Y,. .  . 

u (£+*',  t+0=  (A-H«) — Ç- KA-M.) ë^r 5  (~) 

'       v  '1.3.3. ..an       v  "'  1.3. 3.  ..(an — i)\gJ 

(-)'  ■  -    C-T 


+<M-*-0  ^-T^xfe) +(A  +  ^rS~ 
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Si  l'on  fait 


et  si  l'on  représente  par  Q  le  polynôme 


_j t L. 


1 .2.3. .  .  2/1  ~  1 .2.3. .  .{in. — 2)  x  1  1.2. 3...  (ara — 4)Xi-2 


4- 


1.2.3. ..(2« — 6)  X  1  .2.3  1.2  X  1 .2.3...(n — 1)  1.2.3.  ..n' 

la  somme  des  termes  affectés  du  coefficient  A  dans  le  développement 
précédent  sera  A /—j  .  Q;   la  somme    des   termes   qui    renferment 

a,  a,,  a,.  ..a,  aura  une  valeur  absolue  plus  petite  que  (  —  J  .  £Q,  € 

étant  un  nombre  qui  surpasse  toutes  les  quantités  et,  at.  .  ,an  prises 
positivement,  et  qu'on  pourra  prendre  aussi  petit  qu'on  voudra,  en 
donnant  à  x'  des  valeurs  assez  petites,  pour  que  a ,  a, ,  aa. .  .  a„  soient 
encore  moindres  que  Q. 

En  joignant  à  ces  termes  la  partie  â^'"4"*,  on  voit  que  la  valeur  pré- 
cédente de  11  pourra  se  mettre  sous  cette  forme 

U  (g    +    OC',       T    +    t>)    =   (j)".  A(Q   +    «). 

g  est  une  quantité  positive  ou  négative,  fonction  de  z  et  de  2',  qu'on 
rendra  aussi  petite  qu'on  voudra  ,  en  prenant  £' suffisamment  petite  et 
donnant  d'ailleurs  à  3  des  valeurs  finies,  positives  et  négatives, 
qui  ne  soient  pas  tellement  grandes  que  les  vrleurs  correspondantes 

de  x'  ou  de  z  y  (— j  sortent  des  limites  que  nous  avons  assignées  à 

cette  variable  x'.  On  pourra  donc  donner  à  z  des  valeurs  d'autant  plus 
grandes  que  t'  sera  plus  petite.  Nous  désignerons  par  —  a  et  -f-  b  les 
limites  entre  lesquelles  .r'  devra  rester  comprise  pour  que  la  quantité  1 
soit  moindre  qu'une  quantité  donnée  aussi  petite  qu'on  voudra. 

Cela  posé,  pour  toutes  les  valeurs  de  z ,  le  polynôme  Q  est  constam- 
ment positif  et  plus  grand  que  son  dernier  terme ^ ,  qui  est  lui- 
même  plus  grand  que  f,  qu'on  peut  diminuer  à  volonté.  Donc  pour  toutes 
les  valeurs  de  .r' comprises  entre  —  a  et  -\-b,  la  fonction  u{%-\-x' ,  r-f-«') 

Décembre  i836.  5:i 
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sera  différente  de  zéro  et  de  même  signe  que  A  ,  la  quantité  positive  t' 
éiant  très  petite. 

Supposons  maintenant  m  impair  et  =  2/2  -f-  1.  En  substituant  dans 
la  série  de  Taylor  (55)  les  valeurs  de  Y,  Y,,  Y,, .  .Y„,  on  aura 

u{Z+x',  t  +  0=(A+*) — S^-^-KM-*')  ■    f""' A-) 

'  K  '  1.2.3.  ..(2«+l)  V         '  '   1.2.3.  ..(2rt 1)    \g/ 


Tl     T     i;i.2.3...(2n-3)      1.2   ^ 


(7)'. 

t— 3/ 


+  (A-f-<f 

v  7  1       1.2.3.  .  .n 

Si  l'on  fait  encore 


'-V& 


6  y  .     •>     3  ^r._l_,1~'~    .      o  /.,.,__.>  VX    .    "T 


1.2.3.  .  .(2/2-J-l)  1.2 (2H— l)X  •  1-2  3   ..(2/i 3)Xl-2 


1 .2.3 X  1 .2. . .(« — 1)  ~  1   X  I.2.3...R 


+ 


on  aura 


u{%  +  x',     t  +  *')  =  \/(j)n+'  •  A(Q  +  6), 

la  quantité  £  sera  comme  précédemment  aussi  petite  qu'on  voudra, 
pourvu  que  x'  reste  comprise  entre  des  limites — a  et  +  b  suffisam- 
ment petites. 

Cela  posé  ,  le  polynôme  Q  est  nul  pour  z  =  o,  positif  quand  z  est 
positive,  et  négatif  quand  s  est  négative.  On  voit  d'ailleurs  que  la 
fonction  «(£  +  x',  t  -f- 1')  a  le  même  signe  que  AQ  pour  toute  va- 
leur finie  de  z  qui  n'est  pas  très  petite,  puisquealors  Q  surpasse  e.  Donc, 
Q  changeant  de  sigue  pour  z  =  o,  la  fonction  u(%-{-x',  r-\-t') 
doit  aussi  changer  de  signe  au  moins  une  fois,  tandis  que  x'  varie  entre 
les  limites  —  a  et  -{-  b.  Je  dis  de  plus  qu'elle  ne  peut  s  évauouir  qu'une 

seule  fois  dans  cet  intervalle,  parce  que  sa  dérivée  ~  ne  s'évanouit 

pas  et  conserve  constamment  le  signe  de  A  dans  ce  même  intervalle. 
En  effet,  on  a ,  d'après  la  formule  (35) , 
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dx     —  dx'^dx      l     ^   dx'      ,.2^"-     '        dx'      |.J.J.MiTtfV        '  ^ 

On  trouve  d'ailleurs 

^v         /■  »    i     /\        .r'"1-'  dY1         /i\ ,  K   .       .  af  °,~3 

5?=(A+a),.a,3...(>B--ô>     ^tg=(y;(A+a:),.a.3...(M-3)»etc^ 


a  ,  a 


étant  très  petites  et  nulles  eu  même  temps  que  x  . 


Substituant  ces  valeurs  de  -r-, ,  -7-7  .  .  .  dans  la  formule  précédente, 
remplaçant  rapar  2n-\-  1 ,  et  faisant  ensuite 

*  =  --  \/W) 

on  trouvera 

du       /ki'\"   ,  r      z"  c'°-î  1  ,  ~i 

—  =1  —  1  •  A 1-   H I-  «      > 

dx       \g  J        |_i-2.3...2rc       i.2.3...(2n — 2J  X  '  i.2.3...n  _J 

c  étant  comme  €  une  quantité  qu'on  rendra  aussi  petite  qu'on  voudra 
en  prenant  t'  et  ce'  suffisamment  petites. 

On  voit  par  cette  expression  de  -r-,  que  cette  dérivée  conserve  cons- 
tamment le  signe  de  A  quand  x'  varie  entre  les  limites  très  petites  — a 
et  -\-b  ,  et  qu'ainsi  la  fonction  u[^-\-x' ,  r-{-t')  croît  ou  décroît  conti- 
nuellement dans  cet  intervalle;  de  sorte  qu'elle  s'y  évanouit  une  seule 
fois  en  changeant  de  signe. 

On  peut  encore  démontrer  ces  propositions  sans  employer  les  déve- 
loppements précédents.  Lorsque  m  est  pair  et  =2«,  on  a  Y„=(-Y  A 

pour  x'  =  0  ,  et  les  autres  fonctions  Y  ,  Y, ,  Ya, .  .  .  Y„_,  sont  nulles 
pour  x'  =  o.  D'après  les  relations  qui  existent  entre  Y,  Y,, . .  .  Y„,  et 
leurs  différentielles,  il  est  aisé  de  voir  que  toutes  ces  fonctions  Y, 
Y,,.  .  .Y„  sont  différentes  de  zéro  et  de  même  signe  que  A  pour  des 
valeurs  de  x'  suffisamment  petites,  soit  positives,, >oit  négatives;  donc 
alors  tous  les  termes  de  la  formule  de  Taylor  (55)  qui  renferment  ces 

fonctions  sont  de  même  signe  que  A  et  comme  le  dernier  Y.  — — = 

01  1  2 . 3 ...  n 

surpasse  Ht'"*1 ,  on  voit  que  u(£-\-x',   T-\-t')  ne  s'annulle  pas  et 

conserve  le  signe  de  A  dans  l'intervalle  suffisamment  petit  où  l'on  fait 

varier  x' . 

54.. 
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Lorsque  m  =  2«+  i  ,  Y,  Y, .  .  .Y„  ont  toutes  le  signe  de  A,  quand 
•r  est  positive,  et  le  signe  contraire,  quand  x'  est  négative;  d'où  l'on 
conclut  d'abord  que  la  fonction  u(%-\-x',  r-{-t')  change  de  signe 
dans  le  petit  iutervalle  où  l'on  fait  varier  x'.  Mais  elle  ne  peut  s'éva- 


nouir qu'une  seule  fois  dans  cet  intervalle,  parce  que  ~   ne    s'y   an- 


du 


i/.r' 


nulle  pas.  En  effet,  —,  étant  exprimée  par  la  formule  (56),  on  trouve 

dY     dY,  dY„ 

'ue   3?'*?' 5Z   °nt 

*r  =  \i)  A  P°ur  x=°- 


dY      dY,  dYn 

<Iue   j-p  y  -jp  > -j^r   ont   constamment   le  signe   de  A   et    que 


XXII. 


Considérons  maintenant  la  fonction  u{%-\-x',  r —  t').  En  changeant 
dans  les  formules  qui  précèdent  t'  en  —  t' et  faisant  encore 


x 


on  trouvera ,  si  m  est  pair  et  =  an , 

<£+.«',     T  —  0=(j)'.A.(P  +  €),         (37) 
P  désignant  le  polynôme  (58) 


zs— »  .  z'-i 


1.2. 3...  271  I.2.3...(2R — 2)Xl  1.2.  3...  (271 — 4)Xl-2 


*  "•"   I  .  2  X  1.2...  (n 1  )  t  .  2  .  3  . 

Si  m  est  pair  et  =  211  +  1  ,  on  obtiendra 

a(|  -f  *',    r  -  F)  =  y/(| )""*'  .  A  (P  +  É)    (39) 

en  posant  (4°) 

P-  __£^_— _;  a"~' I ^ 

—  i.2.3...(an+i)         i.2.3...(2n-i)Xi        i.2.3...(an— 3)Xi  .2 


1  X  1 . 2 . 3 ...  « 
la  quantité  e  remplit  les  mêmes  conditions  que  dans  le  numéro  pré- 
cédent. 

Nous  allons  montrer  que  le  polynôme  P  (5g)  ou  (40)  s'évanouit  en 
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changeant  de  signe  pour  autant  de  valeurs  de  z  qu'il  y  a  d'unités  dans 
son  degré  m  qui  est  arc  ou  %n  -f-  i . 

Il  est  à  remarquer  d'abord  que  quel  que  soit  le  degré  m  pair  ou  im- 
pair de  ce  polynôme,  ses  fonctions  dérivées  — ,  —,  etc.,  peuvent  se 

déduire  de    P   en  y    remplaçant    successivement   m   par   m  —    i , 
m  —  2 ,  etc. 

Si  l'on  divise  P  par  ■—  ,  ou  trouve  la  partie  entière  du  quotient  égale 


a  —  z  et  le  reste  égal  a .  — ,  de  sorte  qu  on  a  identiquement 


dz 

2 

dz 

m?  =  z  Tz  -  2dF-  (40 

En  différentiant  cette  équation  par  rapport  à  z ,  on  en  conclura 


,  .  dP  d'P         d3P\ 

('"-  l^Tz   =zdF-aô 

.  .  d*V  rf3P  dW* 


(40- 


Enfin  l'on  a 


etc. 

tf-P 

dim 


—  +    i, 


On  peut  aussi  déduire  ces  équations  de  la  première 

p  dP  d'P 

dz  dz" 

sans  la  différentiel-,  puisque  cette  équation  a  lieu,  quel  que  soit  le 

degré  m,  et  que  si  dans  l'expression  de  P  on  change  successivement 

„        ,  dP    d'P  „ 

m  en  m — i ,  m — 2,  etc.,  r  se  change  en  -r-  ,  -r— . .  -  ,   comme  on  1  a 

observé  tout  à  l'heure. 

Les  fonctious  P,  -y  ,  -, — ,  -rr ....   ; —  étant  liées  entre  elles  par  les 

'  dz  '  dz2  '  dz'  '  tfc'"  r 

équations  (40  >  deux  fonctions  consécutives  de  cette  suite  ne  peuvent 
pas  s'évanouir  pour  une  même  valeur  de  z;  car  ces  équations  (4i) 
font  voir  qu'une  valeur  de  z  qui  annullerait  deux  fonctions  consé- 
cutives réduirait  aussi  à  zéro  toutes  les  autres  jusqu'à  -j-^  inclusive- 
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ment,  ce  qui  ne  peut  être,  puisque^  est  égale  à  -f-  i.  Il  suit  de  là 

que  lequation  P  =  o  n'a  pas  de  racines  égales. 

De  plus,  les  équations  (40  montrent  que  pour  toute  valeur  de  z 

,  , ,  .    ,     rfP    rfaP 

qui  annulle  1  une  quelconque  des  fonctions  dérivées  ^r  »  ^rr>  etc.,  les 

deux  fonctions  adjacentes  ont  des  valeurs  de  signes  cent  rai  res  :  on  en 
conclut  d'après  uo  théorème  connu  que  l'équation  P=  o  a  ses  m  ra- 
cines à  la  fois  réelles  et  inégales.  On  peut  tirer  la  même  conclusion  du 
théorème  de  Fourier  et  aussi  de  celui  que  j'ai  donné  pour  la  résolution 
des  équations  numériques,  en  ayant  égard,  dans  leur  application, 

aux  relations  (40- 

Le  polynôme  P  s'évanouit  donc  et  change  de  signe  pour  des  valeurs 
finies  de  s  en  nombre  égal  à  son  degré  m  ;  l'une  de  ces  racines  est  zéro 
quand  m  est  impair,  les  autres  racines  sont  deux  à  deux  égales  et  de 
signes  contraires ,  quel  que  soit  m.  Toutes  ces  racines  sont  comprises 
entre  —  m  et  ■+-  m ,  car  en  faisant  ;  =  mou>  m,  on  voit  que  chaque 
terme  positif  de  P  surpasse  le  terme  négatif  qui  le  suit  immédia- 
tement. 

Puisque  P  change  de  signe  m  fois,  on  peut  donner  à  z,  m  +  ï  va- 
leurs (entre  —  m  et  -f-  m) ,  pour  lesquelles  P  aura  des  valeurs  alter- 
nativement positives  et  négatives,  qui  d'ailleurs  surpasseront  les  valeurs 
correspondantes  de  « ,  attendu  qu'on  peut  rendre  g  moindre  que  toute 
quantité  donnée,  en  prenante  etx'  suffisamment  petites. 

Il  résulte  de  là  que  la  fonction  u  (%+x',  r  —  t')  exprimée  par  l'une 
des  formules  (5y),  (5g)  change  de  signe  au  moins  autant  de  fois  que  P, 
c'est-à-dire  m  fois ,  tandis  que  x'  croît  depuis  —  a  jusqu'à  -j-  b. 

Je  dis  de  plus  que  cette  fonction  ne  peut  s'évanouir  plus  de  m  fois  dans 
cet  intervalle.  En  effet,  si  elle  s'évanouissait  /rc-f-i  fois,  sa  dérivée  pre- 

mière  —  (£  +  •*"'>  t  —  t')  changerait  de  signe  au  moins  m  fois  dans 
dx   Kh 

cet  intervalle ,  donc  sa  dérivée  seconde  ~   changerait  de    signe   au 

moins  m ï  fois,  puis  -r-^  en  changerait  au  moins  ;?/ — 2  fois,  et  ainsi 

de  suite;  de  sorte  qu'enfin  ~j^m  (jf  +  x',  r—  t')  changerait  de  signe  au 
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moins  une  fois  dans  le  même  intervalle.  Or  c'est  ce  qui  ne  peut  arriver, 
si  l'on  prend  cet  intervalle  suffisamment  petit,  aussi  bien  que  t'  ;  car 

en  diminuant)!',  ~  (f>  +  oc' ,  t  —  t')  diffère  aussi  peu  qu'on  veut  de 

dy^  (%  +  x',  t)  pour  une  même  valeur  de  x',  et  cette  dernière  fonction 

ne  s'annulle  pas  et  conserve  le  signe  de  A  dans  l'intervalle  dont  il  s'a- 
git, si  on  le  prend  suffisamment  petit. 

Les  m  valeurs   consécutives  de   z  ou  de  x'  qui    annulent 

UŒ -\-oc' ,  t — t'),  en  comprennent  d'autres  qui  annulent  -r-„  ainsi  — . 
1  '  dx  dx 

doit  s'évanouir  m  —  1  fois,  ni  plus  ni  moins,  tandis  que  x'  croit  de- 
puis —  a  jusqu'à  -\-b,  on  en  conclut  que  -ry  ne  peut  pas  être  nulle 

en  même  temps   que  u,  et  que  u  n'a  point  de  valeurs  miuima  dans 

cet  intervalle. 

En   résumé,   si  la   fonction   u  et  plusieurs  de  ses  dérivées    suc- 

du     d'u  .  „   dm~'u  „ 

cessives-r-,   -7-,  jusqua      „,_,  sont  nulles  pour  t  =.  r  et  x  =  Ç,  en 

prenant  la  quantité  positive  t'  assez  petite  et  faisant  varier  x  dans  un 
intervalle  suffisamment  petit  renfermant  la  valeur  0,  la  fonction 
u(x,  t -f-  t')  ne  s'évanouira  pas  dans  ce  petit  intervalle,  si  m  est  pair, 
et  s'y  évanouira  une  seule  fois  en  changeant  de  signe  sizraest  impair; 
mais  la  fonction  u(x ,  r  —  t')  s'évanouira  et  changera  de  signe  préci- 
sément m  fois  dans  le  même  intervalle,    quel  que  soit  m,  la  dérivée 

du  .    - 

-r— ;  ne  s  évanouira  pas  eu   même  temps  que  u. 

11  en  sera  de  même  pour  chacune  des  valeurs  de  x ,  telle»  que  £ 
comprises  entre  x  et  X ,  qui  annulleront  la  fonction  u  (x ,  r). 

Les  petits  intervalles  qui  renfermeront  ces  différentes  yaleurs  de  x 
et  qui  jouiront  des  propriétés  précédentes  seront  séparés  les  uns  des 
autres,  ou  de  l'une  des  extrémités  de  la  barre  par  d'autres  intervalles 
plus  ou  moins  grands,  dans  lesquels  la  fonction  u  (x ,  t)  ne  s'annul- 
lera  pas;  dans  ces  derniers,  les  fonctions  u(x,  r — t')  et  u{x, x-\-t') 
ne  s'annulleront  pas  non  plus,  si  t'  est  suffisamment  petite,  puisqu'a- 
lors  elles  diffèrent  aussi  peu  qu'on  veut  àeu{x,  r),  qui  n'est  pas 
nulle. 
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XXIII. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  la  fonction  u(x,  t)  n'était  nulle 
ni  pour  x=x  ni  pour  .r  =  X.  Examinons  maintenant  le  cas  où 
elle  serait  nulle  à  l'une  de  ces  limites. 

Si  u  (x;  t)  est  nulle  pour  .r:=x,  ;j-(x,  t)  est  nulle  en  même 
temps,  à  cause  de  l'équation  k  —  —  hu=o  qui  a  lieu  pour  x=s  , 

quel  que  soit  t.  Si  -j-i  n'est  pas  nulle  aussi,  on  a  déjà  vu  au  n°  XX, 

qu'en  faisant  croitre  x  depuis  x  jusqu'à  une  valeur  un  peu  plus  grande 
que  x,  la  fonction  u[x,  r  -\-  t')  ne  s'évanouit  pas  et  a  le  même  signe 

que    j-j(x,  t)  et  que  u(x ,  t  —  t')  s'évanouit  en   changeant  de  si- 

gue  une  seule  fois  dans  ce  petit  intervalle,  sa  dérivée  -j-{x>   T  —  O 
ne  pouvant  pas  y  être  nulle. 

Mais  il  peut  arriver  que  plusieurs  dérivées  consécutives  -7-  , 


jusqu'à  y-^=,    soient   nulles  en   même  temps  que  u  pour  x=x  et 


t  =  t.    On  va  voir  qu'alors  la  première  dérivée  -3-^   qui  n'est   pas 

nulle  est  d'un  ordre  pair. 

Faisons  t  =  r-f-  t'  et  x  =  x  -f-  x',  et  désignons,  comme  précé- 
demment par  Y„  ce  que  devient  la  fonction  -^  ou  -7-^  quand  on  fait 

t  =  r  ou  t'  =  o.  On  a  vu  n°  XXI  que  cette  fonction  Y„  est  nulle 
pour  x'  =0,  si  271  est  <  m.  En  outre  ,  on  a  en  général,  quel  que 
soit  11,   pourvu  que  m  —  in  soit  positif, 


1û^  =  (i)  A    P°ur  *  =  °» 


de  zéro. 
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Dodc  ,  si  l'on  suppose  le  nombre  m  impair  et  =  in  +  1  ,  on  aura 

Y.  =  o     et     -£  =  (-)  .A     pour  x   =  o. 

Ainsi  Y„=o  sera  nulle  pour  x'  =  o  et  ^-?  ne  le  sera  pas.  Or,  au 

contraire,  il  résulte  de  lequation  k  -3 hu  =  o   qui  a  lieu  pour 

x  =  x,  quel  que  soit  £,  que  Y„  ne  peut  pas  être  nulle  sans  que  -^ 
le  soit  en  même  temps.  En  effet,  cette  équation  revient  à  la  suivante  : 

k  -r-,  —  hu  =  o     pour     x'  =  o, 

qui  différentiée  n  fois,    par  rapport  à  t',  donne 

,      \dl*J         ,      dt  "  1 

k  —-; — -   — h     jr-  =  o     pour     x'  =  o. 

dx'  d*u  r 

t'  étant  quelconque. 

En  faisant  dans  cette  dernière  t'  =  o,   on  aura  donc 

k  -—■   —  h\m  =  o     pour     x'  =  o. 

On  ne  peut  donc  pas  avoir  en  même  temps  Y„  =  o  et  -=-7  =(-)  A , 

ce  qui  résulterait  de  l'hypothèse  de  m=  2«+  1. 

Ainsi  m  ne  peut  être  qu'un  nombre  pair  m  ;  alors  Y„  est  égale  à 

(-)  A  pour  x'  =  o. 

Cela  posé ,  on  conclut  de  ce  qui  a  été  démontré  dans  les  n08  XXI  et 
XXII,  qu'en  prenant  la  quantité  positive  t'  suffisamment  petite  et  fai- 
sant croître  x  depuis  la  limite  x  jusqu'à  une  valeur  un  peu  plus  grande 
que  x,  la  fonction  u(x,  r-\-t')  ne  s'évanouira  pas  et  que  u{x,  r — t') 
s'évanouira  n  fois  en  changeant  de  signe.  Au-delà  de  ce  petit  inter- 
valle }  ces  deux  fonctions  ne  s'évanouiront  pas,  jusqu'à  ce  que  x  en 
croissant  atteigne  un  autre  petit  intervalle  comprenant  la  valeur  0  la 
plus  voisine  de  x  qui  annulle  u  (x,  t). 

Décembre  i836.  55 
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On  arriverait  à  une  conclusion  semblable,  si  u  et  plusieurs  de  ses 
du       d 'u 
dx'    dx- 


dérivées  successives  -=-  ,  -r— . . .  .    étaient  nulles  à  la  fois  pour  t=  t 


et  x  =  X. 

XXIV. 

De  tout  ce  qui  précède  \  résulte  l'énoncé  suivant  : 
Concevons  que  t  croisse  par  degrés  insensibles,  à  partir  d'une  valeur 
quelconque.  Aussi  long-temps  que  pour  des  valeurs  croissantes  de  t, 

la  fonction  u(x ,  i)  et  sa  dérivée  -r-  ne  s'évanouiront  pas  simultané- 
ment pour  quelque  valeur  de  x  comprise  entre  les  limites  x  et  X,  et 
que  u(x,  t)  ne  deviendra  pas  nulle  à  l'une  de  ces  limites ,  cette  fonc- 
tion u  [x ,  t)  s'évanouira  toujours  le  même  nombre  de  fois  entre  ces 
limites ,  en  changeant  de  signe  chaque  fois.  Quand  t  dépassera  une 
valeur  t  telle  que  u(x ,  t)  et  quelques-unes  de  ses  dérivées  succes- 
sives  -j- ,  -r~;,...  jusqu'à       m_,    deviendront  nulles  à  la  fois  pour 

une  valeur  £  de  x  comprise  entre  x  et  X,  la  fonction  u(x ,  t)  perdra, 
si  m  est  pair,  un  nombre  m  de  changements  de  signe  ou  de  valeurs 
nulles  qu'elle  possédait  avant  que  t  atteignît  cette  valeur  t  et  qui  ré- 
pondaient à  des  valeurs  de  x  très  voisines  de  £;  mais  si  m  est  impair, 
elle  en  perdra  m —  i ,  de  sorte  qu'elle  ne  s'évanouira  plus  qu'une  seule 

lois  en  changeant  de  signe  près  de  la  valeur  ?,  et  -z-  ne  sera  pas  nulle  en 

même  temps.  Il  en  sera  de  même  pour  toute  autre  valeur  de  x  com- 
prise entre  x  et  X  qui  annullera  à  la  fois  u  (x ,  t)  et  quelques-unes 

â,  .   .     ,        du        d**. 
e  ses  dérivées  —  .    -— .  .  . . 
dx  '     dx' 

Quand  u  deviendra  nulle  pour  t  =r  à  l'une  des  limites   x  ,  X  ,  — 
s'évanouira  en  même  temps .  et  s'il  arrive  que  d'autres  dérivées  suc- 

d2u      d3u  ,  ,,  .       , 

cessives  -r— ,  -t-j  ,...  sannullent  aussi,  la  première  qui  ne  s  éva- 
nouira passera  d'un  ordre  pair  2.11.  Alors  un  peu  avant  que  t  atteigne 
la  valeur  r ,  u  s'évanouit  en  changeant  de  signe  n  fois  près  de  la  limite 
pour  laquelle  u(x ,  t)  est  nulle  ,  et  quand  t  croît  au-delà  de  t,  u  cesse 
de  s'évanouir  en  cet  endroit. 
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Si  t  continue  à  croître ,  le  nombre  des  valeurs  nulles  ou  des  change- 
ments de  signe  de  u(x,  t)  diminuera  toujours  de  la  même  manière, 
chaque  fois  que  u  deviendra  nulle  à  l'une  des  limites  x ,  X ,  ou  que  u 
et  quelques-unes  de  ses  dérivées  consécutives  s'évanouiront  simulta- 
nément entre  ces  limites. 

Il  est  aisé  de  voir,  en  modifiant  légèrement  l'analyse  précédente, 
que  la  fonction  u(x ,  t)  jouirait  encore  des  mêmes  propriétés,  lors 
même  que  g ,  k,  l  dans  l'équation  ( i )  seraient  des  fonctions  des  deux 
variables  x  et  t,  et  que  h  et  H  dans  les  équations  (2)  et  (3)  seraient 
aussi  des  fonctions  de  t,  toutes  ces  fonctions  étant  assujetties  à  la 
condition  d'être  constamment  positives. 

Si  l'équation  (2)  se  réduisait  à  u=  o  pour  x  =  x,  on  aurait  encore 
les  mêmes  propositions  ,  en  ne  tenant  compte  que  des  autres  valeurs 
de  x  plus  grandes  que  x  qui  annulleraient  la  fonction  u. 

De  même,  on  n'aura  pas  égard  dans  l'énoncé  à  la  valeur  X,  si  l'é- 
quation (3)  se  réduit  à«  =  u  pour  xz=~K.. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  la  variable  t  peut  être  négative  aussi 
bien  que  positive,  en  supposant  u  égale  à  une  fonction  arbitraire  de 
x  pour  tz=o,  ou  pour  une  valeur  donnée  de  t. 

Ces  propositions  pourraient  ne  plus  subsister,  si  quelques-unes  des 
quantités  que  nous  avons  considérées  dans  notre  analyse  pouvaient 
devenir  infinies  pour  certaines  valeurs  de  x  qui  annulleraient  la  fonc- 
tion u  (x,  t). 

XXV. 

On  satisfait  aux  trois  équations  (1),  (2)  et  (5),  en  posant 

u  =  Ç.V,  e-f  4-  Ci+,\t+,  e-f+.«   -j-  .  .  .+  C,V,«-M.      {$) 

C(>   Q-t-i  y-'C,,  étant  des  constantes  arbitraires. 

Cette  fonction  u  (42)  jouit  donc  des  propriétés  qui  viennent  d'être 
énoncées.  Il  est  aisé  de  voir  combien  de  fois  elle  s'évanouit,  quand  on 
donne  à  t  de  très  grandes  valeurs  positives  ou  négatives.  Si  l'on  donne 
à  t  une  valeur  positive  très  grande,  u  devient  sensiblement  propor- 
tionnelle à  son  premier  terme  CjV.e-f'',  quand  V,  n'est  pas  nulle,  car 
les  rapports  des  autres  termes  à  celui-ci  sont  d'autant  plus  petits  que 
la  valeur  de  t  est  plus  grande,  comme  on  le  voit  en  écrivant   cette 

55.. 
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fonction  de  la  manière  suivante  : 

u  '==  e-f'[C(V,  +  Q+,Vf+1  e-(f.-+.-f.O»  +. .  .Crype-(fp-t'-t']. 

Or,  la  fonction  V,  sevaaouit  et  change  de  signe  i —  i  fois  entre  les  li- 

j\r. 
mites  x  et  X  sans  que  la  dérivée  — ' s'annulle  en  même  temps.  Donc, 

t  ayant  une  valeur  positive  très  grande  ou  infinie,  f/doit  aussi  s'éva- 
nouir et  changer  de  signe  / —  i  fois  entre  x  et  X  pour  des  valeurs  de 

x  très  peu  différentes  de  celles  qui  anuullent  V(  et  —   ne  s'annul- 

lera  pas  en  même  temps  que  u.  Cette  proposition  peut  être  établie  plus 
rigoureusement  comme  i!  suit: 

Soit  0  l'une  des  valeurs  de  x  entre  x  et  X  pour  lesquelles  Yt  s'an- 

nulle.  Comme  -j±  n'est  jamais  nulle  en  même  temps  que  V,,  on  peut 

donner  à  x  une  valeur  a   plus   petite  que  £  et  une  valeur  b  plus 
grande  que  £  telles  que  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre 

a  et  b,  -t-  ait  constamment  le  même  signe  qu'elle  a  pour   x  =  %. 

Alors  Vj  croîtra  ou  décroîtra  continuellement  dans  cet  intervalle  et 
n'y  devieudra  nulle  que  pour  x=£.  Or,  on  a 

-  =  e-,<  (Q~  +  C,+1  -f-  r^'+  etc.), 

dV 
et  le  terme  C,  ~  qui  n'est  pas   nul  dans  l'intervalle  de  a  à  b  sur- 
passe la  somme  de  tous  les  termes  suivants  qui  deviennent  plus  pe- 
tits que  toute  quantité  donnée ,  quand  on  donne  à  t  une  valeur  po- 
sitive suffisamment  grand?. 

Donc ,   -r  a  dans  le  même  intervalle  le  signe  constant  de  C  -7-^. 

'    dx  n  •   <£r 

Mais  pour  x  =  a  comme  pour  x  =  b  ,  u  a  le  même  signe  que  le 
lerme  C,Vj  qui  n'est  pas  nul  et  qui  surpasse  la  somme  de  tous  les  termes 
suivants!}  quand  la  valeur  de  t  est  suffisamment  grande.  Donc  u  a 
comme  Vf  deux  valeurs  de  signes  contraires  pour  x=.a  et  pour  x=b, 

et  puisque  -r-  ne  change  pas  de  sign»  entre   a  et  b ,    on  voit  que  u 

Vévanouit  et  change  de  signe  uue  seule  fois  dans  cet  intervalle. 
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De  même  u  s'évanouit  une  seule  fois  dans  chacun  des  petits  inter- 
valles semblables  qui  comprennent  les  autres  valeurs  de  x  pour  les- 
quelles V|  est  nulle.  Hors  de  ces  intervalles ,  V,  n'étant  pas  nulle,  u  ne 
le  sera  pas  et  aura  le  même  signe  que  C/Vj ,  pourvu  que  la  valeur  de  t 
soit  assez  grande  pour  que  ce  terme  qui  n'est  pas  nul  surpasse  la 
somme  de  tous  les  autres. 

On  verra  de  même  qu'en  donnant  à  t  une  valeur  négative  très 
grande,  u  s'évanouira  et  changera  de  signe  p — i  fois  pour  des  valeurs 
de  x  comprises  entre  x  et  X  très  peu  différentes  de  celles  qui  anuui- 

lent  la  fonction  Vp,  -j-  ne  s'annullera  pas  en  même  temps  que   u. 

Si  l'on  fait  t  =  o,  u  devient 

y  =  ci\t-h  ei;,vl+I  +....+  c,v,. 

Cette  Jonction  Y  doit  changer  de  signe  entre  les  limites  x  e£  X  au 
inoins  i —  i  fois.  En  effet,  d'après  les  numéros  précédents,  lorsque  t 
croit  depuis  o  jusqu'à  -f-cc  ,  le  nombre  des  changements  de  signe  de 
la  fonction  u(x ,  t)  entre  les  limites  x  et  X  ne  peut  que  diminuer  ou 
lester  le  même;  donc  ce  nombre  ,  étant  i —  i  quand  £  =  -f-x  ,  doit 
être  supérieur  ou  au  moins  égal  à  i — i  quand  t  =  o.  Ainsi  Y  change 
de  signe  au  moins  i —  i  fois  pour  i —  i  valeurs  de  x  différentes  com- 
prises entre  x  et  X;  il  peut  arriver  d'ailleurs  que  quelqu'une  de  ces 
i —  i    valeurs    annulle    un    nombre   pair   de    dérivées   consécutives 

dY      d'Y  ».  17     t*  17  , . 

-j-  >  -y--.  >■  ■  ■  en  même  temps  que  i.  Ln  outre  Y  peut  encore  s  éva- 
nouir sans  changer  de  signe  pour  d'autres  valeurs  de  x  comprises  entre 
x  et  X  et  aussi  être  nulle  à  ces  deux  limites  ou  à  l'une  d'elles.  iNous 
supposons  ici  qu'aucune  des  équations  (2),  (3j  ne  se  réduit  à  V==o 
pour  x=x  ou  x  =  X. 

On  voit  de  même  que  le  nombre  des  valeurs  de  x ,  depuis  x  jus- 
qu'à X  ,  qui  annullent  la  fonction  Y,  ne  peut  surpasser  p —  1  ,  en  comp- 
tant x  ou  X  parmi  ces  valeurs,  si  Y  est  nulle  à  l'une  de  ces  limites. 
En  effet,  quand  t  =  —  x  ,  u  s'évanouit  et  change  de  signe  p  —  1  fois 
pour  p  —  1  valeurs  de  x  comprises  entre  x  et  X  infiniment  peu  dif- 
férentes de  celles  qui  annullent  Y?  :  et  quand  /croit  depuis —  ao  jus- 
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qu'à  o,  le  nombre  des  valeurs  nulles  de  u(x,  t)  correspondantes  à  des 
valeurs  de  x  comprises  entre  x  et  X,  ou  même  égales  aces  limites, 
ne  peut  que  diminuer  ou  rester  le  même.  Donc  ce  nombre  est  au  plus 
p  —  i  pour  u  {x ,  o)  ou  Y. 

On  peut  même  prouver  que  le  nombre  des  valeurs  différentes  de  x  qui 
annullent  Y  doit  être  plus  petit  que  p —  i,  si  x  ou  X  est  l'une  de  ces  va- 
leurs ou  si  parmi  celles  qui  sont  comprises  entre  x  et  X  il  s'en  trouve  qui 

annullent  à  la  fois  Y  et  —  ou  Y  et  plusieurs  dérivées  consécutives-^ 
d'Y 

dx-  ' 

En  effet,  supposons  que  la  valeur  £  comprise  entre  x  et  X  annuité 

à  la  fois  Y  et  les  dérivées  -j- ,  -1—  .  .  .    jusqu'à  - inclusivement.  Si 

dx  '  dx*         J      i        dxm~' 

l'on  donne  à  t  une  valeur  négative  très  petite  —  t',  on  vient  de  voir 
que  la  fonction  u(x ,  —  t')  s'évanouira  pour  un  nombre  de  valeurs 
de  x  au  plus  égal  hp  —  i  ,  en  comprenant  parmi  ces  valeurs  x  ou  X  , 
si  elle  est  nulle  à  l'une  de  ces  limites.  Or  à  la  valeur  £  qui  annulle  Y 
ou  u(x,  o)et  ses  dérivées,  jusqu'à  celle  de  l'ordre  m  —  i  ,  correspon- 
dent m  valeurs  de  *  très  peu  différentes  de  £  qui  annullent  u'x,  —  t'  , 
comme  on  l'a  prouvé  dans  les  numéros  précédents.  Ainsi  quand  t 
passe  de  —  t!  à  o,  m  valeurs  qui  annullent  a(x,  —  t')  deviennent 
toutes  à  la  fois  égales  à  la  valeur  £  qui  annulle  Y.  D'ailleurs  à  chacune 
des  autres  valeurs  de  x  qui  annullent  Y  correspond  toujours  au  moins 
une  valeur  qui  annulle  u{x,  —  t')  différente  des  m  valeurs  très  voi- 
sines de  £,  dont  il  vient  d'être  question.  Donc  le  nombre  total  des  ra- 
cines x  de  l'équation  u(x,  —  t')  =  o  depuis  x  jusqu'à  X,  étant  au 
plus/?  —  i ,  on  voit  que  le  nombre  des  racines  x  de  V équation  Y  =  o , 
depuis  x  jusqu'à  X,  est  aussi  au  plus  p  —  i ,  en  comptant  chaque 
valeur  de  x  telle  que  %  comprise  entre  x  et  X  qui  anmdle  à  la  fois  Y  et 

quelques-unes  de  ses  dérivées  consécutives  -r-  ,  — -%}...  pour  autant  de 

racines  égales  entre  elles  qu'il  j  a  d'unités  dans  l'ordre  de  la  première 
dérivée  que  cette  valeur  %  n  annulle  pas.  Quand  aux  autres  valeurs 

de  x  qui  annullent  Y  sans  annuller  en  même  temps  -=- ,  ce  sont  lesra- 
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dites  simples  de  l'équation  Y  =  o;  chacune  d'elles  ne  doit  être  comp- 
tée qu'une  seule  fois. 

Le  degré  de  multiplicité  d'une  racine  de  l'équation  Y  ==  o ,  tel 
que  nous  venons  de  le  définir ,  a ,  comme  on  voit,  la  même  ex- 
pression   que  dans    les    équations    algébriques   ordinaires,  puisqu'il 

est  égal  au  nombre  des  fonctions  consécutives  Y,  —,  j~t,-  ■  •    que 

cette  racine  annulle  à   la  fois. 

Cette  définition  des  racines  égales  de  l'équation  Y  =  o  ne  con- 
vient toutefois  qu'aux  valeurs  de  x  >  x  et  <  X.  En  supposant 
que  l'équation  (2)  ne  se  réduise  pas  à  V==  o  pour  x  =  x,  si  l'on 
a  Y  =  o  pour  x  =  x ,    on  a  vu    que  cette  valeur  de  x  doit  an- 

11  «  <*Y  ,        .         .  *    ,      \ ,  .    , dt 

nuller  en   même  temps  -r-  ou   un  nombre  impair  de  dérivées  -r- 1 

d''\ 

-j-j-,...    La    première    de   ces   dérivées,    qui    n'est  pas   nulle   pour 

x  =  x  étant  alors  d'un  ordre  pair  in ,  je  dis  que  le  nombre  des 
racines  x  de  l'équation  Y  =  o  sera  encore  au  plus  e'gal  à  p  —  1 , 
en  comptant  la  racine  x  pour  n  racines  égales  entre  elles;  de  sorte 
que  le  degré  de  multiplicité  de  cette  racine  x  n'est  que  la  moitié 
de  l'ordre  in  de  la  première  dérivée  qui  n'est  pas  nulle  pour  x  =  x. 
La  raison  en  est  qu'à  cette  valeur  x  qui  annulle  Y  ou  u  (x .  o) 
correspondent  n  valeurs  un  peu  plus  grandes  que  x  qui  annullent 
u(x,  —  t');  et  comme  le  nombre  total  des  valeurs  de  x  qui  an- 
nullent u(x ,  —  t')  est  au  plus  p —  1,  il  s'ensuit  que  le  nombre  des 
racines  x  de  l'équation  Y  =  o  sera  toujours  au  plus  égal  à  p  —  1 , 
en  comptant  la  valeur   x  pour  n  racines  égales  entre  elles. 

En  supposant  que  l'équation  (5)  ne  se  réduise  pas  à  Y  —  o 
pour  x  =  X,  si  l'on  a  Y  =  o  pour  x  =s=  X,  on  estimera  de  la 
même    manière   le  degré  de  multiplicité  de  la   racine   X. 

En  admettant  ces  conventions ,  le  nombre  des  racines  x  de  l'é- 
quation Y  =  o,  x  variant  depuis  x  jusqu'à  X,  ne  surpassera  ja- 
mais p  —  1 . 

dV 
Si  l'équation  (2)  k  -j hV  =  o  pour  x  =  x  se  réduisait  àV  =  o 

pour  x  =  x,  on  aurait  aussi  Y  =  o  pour  x  =  x    et  en  général 
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u  (x ,  t)  =  o  pour  x  =  x.  Il  est  aisé  de  voir  que,  dans  ce  cas,  notre 
théorème  subsisterait  toujours  en  ne  comptant  pas  la  valeur  x  parmi 
les  racines  de  l'équation  Y  =  o,  mais  en  comptant  X  pour  une 
racine  simple  ou  pour  plusieurs  racines  égales,  comme  on  l'a  expliqué 
plus  haut,  si  l'on  a  Y  =  o  pour  x  =  X,  et  si  l'équation  (3)  ne  se 
réduit  pas  à   V  =  o  pour  x  =  X. 

De  même,  si  l'équation  (3)  est  V=o  pour  x=\,  et  que  1  équation  (2) 
ne  soit  pas  V  =  o  pour  x=  x,  le  théorème  aura  lieu  en  ne  comp- 
tant pas  la  racine  X ,  mais  en  comptant  x  quand  on  aura  Y  =  o 
pour  x  =  x. 

Enfin,  si  les  deux  équations  (2)  et  (5)  se  réduisent  à  la  fois  à 
Y  =  o  pour  x  =  x  et  x  =  X,  auquel  cas  on  a  aussi  Y  =  o 
pour  x  =  x  et  x  =  X,  le  même  théorème  aura  lieu  en  faisant 
abstraction  des  deux  racines  x  et  X;  parce  que  \p  s'annulle  en- 
core p  —  1   fois  entre  ces  limites. 

XXVI. 

M.  Liouville  a  démontré  directement  le  théorème  du  numéro  pré- 
cédent (dans  le  cahier  d'août  de  son  journal  )  sans  employer  la  consi- 
dération de  la  variable  auxiliaire  t  qui  entre  dans  la  fonction  u{/^i) 
dont  j'ai  fait  usage.  Il  n'a  pas  tenu  compte  toutefois  de  la  racine  x  ou  X 
lorsqu'elle  existe.  Je  vais  donner  ici  une  autre  démonstration  directe 
du  même  théorème,  indépendante  de  celui  du  n°  XXIV. 

Soit 

Y  =  C,V,  H-  C(+,V,  +. .  .-r-C,V,.  (45) 


On; 


J  +(gf.  -/)V,  =  0, 


dx 


<'^) 


dx 
etc. 


h(gp,+i  —  /)VJ+,  =  o, 


En  multipliant  ces  équations  par  C,  _,  C,+1. .  .C,,  ajoutant  et  posant 
Y,  =  _  (C^V,  +  Q+1fl+,V(+1  +. . .+  C,r,Y,) , 
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ou 

«*■-*£  +  =  •=-"•  «4) 

On  voit  par  l'expression  même  de  la  fonction  Y  (43)   qu'elle  satisfait 
aux  deux  équations 

k  j-  —  hY  =  o   pour  x  =  x , 


dx 
dY 
dx 


k  -7 — {-  HY  =  o  pour  x  =  X, 


puisque  chacun  de  ses  termes  satisfait  se'parément  aux  deux  équations 
(2)  et  (3). 

Je  vais  prouver  que  si  l'équation  Y  =  o  a  un  certain  nombre  \x  de 
racines  x  tant  égales  qu'inégales,  plus  grandes  que  x  et  plus  pe- 
tites que  X,  les  racines  égales  étant  définies  comme  dans  le  numéro 
précédent,  l'équation  Y,=o  aura  au  moins  ,&  racines  tant  égales  qu'iné- 
gales, comprises  entre  les  mêmes  limites  x  et  X. 

Soit  Ç  une  valeur  de  x  >  x  et  <  X  pour  laquelle  Y  s'annulle  et 
change  de  signe.  Supposons  que  cette  valeur  j»  ne  soit  ni  la  plus  petite 
ni  la  plus  grande  de  celles  qui  annullent  Y.,  Il  y  aura  entre  £  et  la 
valeur  de  x  immédiatement  inférieure  à  £  qui  annulle  Y  au  moins 

une  valeur  a  qui  rendra  Y  maximum,  et  pour  laquelle  -3-   sera    nulle  , 

et  -7-J-  aura  une  signe  contraire  à  celui  de  Y  ou  sera  nulle.  L'é- 
quation (44)  fait  voir  que  pour  x  =  a,  et  pour  les  valeurs  de 
x    un    peu    plus    grandes   que   a,    la    fonction    Y,   sera   différente 

de  zéro  et  aura  le  même  signe  que  -j-y  ou  un  signe  contraire  a  celui 

de  la  valeur  maximum  de  Y  dont  il  s'agit  (quand  même  la  fonction  l 
serait  nulle  pour  x  =  a  ou  nulle  identiquement).  De  même  entre 
£  et  la  valeur  de  x  immédiatement  supérieure  à  g  qui  annulle  Y,  il  y 
aura  au  moins  une  valeur  b  qui  rendra  Y  maximum  et  pour  laquelle 

Décembre  iS36.  ■*" 
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-j-  sera  nulle  et   -r—,    aura  un  signe  contraire   à  celui  de   Y   ou  sera 

nulle.  D'après  l'équation  (44)  Y,  aura  encore  pour  ,r=6  un  signe 
contraire  à  celui  de  cette  valeur  maximum  de  Y.  Mais  les  deux 
valeurs  maxima  de  Y  pour  x  =  a  et  x=b,  sont  de  signes  con- 
traires, puique  par  hypothèse  Y  change  de  signe  en  s'évanouissant 
pour  x  =  £.  Donc  Y,  a  deux  valeurs  de  signes  contraires  pour  x  =  a 
et  x  =  b  ,  et  par  conséquent  Y,  change  de  sigue  au  moins  une  fois , 
tandis  que  x  croit  depuis  a  jusqu'à  b. 

Cette  conclusion  subsiste,  quand  la  valeur  de  x  immédiatement  in- 
férieure ou  supérieure  à  £  qui   annulle  Y  est  x  ou  X. 

Si  £  est  la  plus  petite  racine  de  l'équation  Y  =  o,  Y  n'étant  pas  alors 
nulle  pour  x  =  x ,  il  existe  entre  x  et  £  au  moins  une  valeur  de  x  qui 

rend  Y  maximum.  Car  à  cause  de  l'équation  k-. AY  =  o  qui  a  lieu 

pour  x  =  x,  Y  et  —  ont  d'abord  le  même  signe  pour  j?  =  x  et 
pour  les  valeurs  de  x  un  peu  plus  grandes  que  x  ;  donc,  x  croissant 
à  partir   de  x,  la    fonction  Y  ne  peut  pas  s'évanouir   avant  que  — 

change  de  sigue  et  prenne  un  signe  contraire  à  celui  de  Y.  Donc  Y 
doit  atteindre  une  valeur  maximum  avant  de  s'aunuller  la  première 
lois  pour  ,r  =  £.  Ce  maximum  pourrait  avoir  lieu  pour  .r  =  x,  si  la 
constante  h  était  nulle.  Entre  la  valeur  de  x  correspondante  à  ce 
maximum  et  celle  immédiatement  supérieure  à  £  qui  répond  à  un 
autre  maximum  de  Y ,  il  y  aura  au  moins  une  valeur  de  x  pour  la- 
quelle Y,  s'évanouira  et  chaugera  de  sigue,  puisque  d'après  l'équation 
(44)  >  Y,  a  toujours  un  signe  contraire  à  celui  de  Y,  chaque  fois  que 
Y  devient  maximum,  et  que  les  deux  maxima  dont  il  vient  d'être 
question  sont  de  signes   contraires. 

On  verra  de  même  que  si  £  est  la  plus  grande  valeur  de  x  qui  an- 

//V 
nulle  Y,  il  y  a  ,  à  cause  de  l'équation  k  - — r-HY=o  pour  a:  =  X,  au 

moins  une  valeur  de  x  comprise  entre  £  et  X  qui  rend  Y  maximum  ;  elle 
peut  être  égale  à  X,  si  H  est  nulle.  Pour  cette  valeur  et  pour  celle  im- 
médiatement inférieure  à  Ç,  qui  donne  un  autre  maximum  de  Y,  Y,  a 
deux  valeurs  de  signes  contraires ,  de  sorte  que  Y,  change  de  signe  au 
moins  une  fois  dans  cet  intervalle. 
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Si  £est  la  seule  valeur  de  x  qui  annulle  Y,  cette  fonction  a  encore 
au  moins  un  maximum  dans  l'intervalle  de  x  à  g  et  un  autre  dans  l'in- 
tervalle de  j»  à  X,  d'où  il  suit  que  Y,  change  de  signe  dans  l'intervalle 
compris  entre  ces  deux  maxima. 

On  peut  déjà  conclure  de  ce  qui  précède  que  Y,  doit  changer  de 
signe  au  moins  autant  de  fois  que  Y  entre  les  limites  x  et  X  ,  Y  étant  ou 
n'étant  pas  nulle  à  chacune  de  ces  limites. 

Supposons  maintenant  que  la  valeur  £  toujours  comprise  entre  x 
et  X  soit  une  racine  multiple  de  l'ordre  m  de  l'équation  Y=  o,  c'est- 
à-dire  qu'elle  annulle  à  la  fois  les  m  fonctions  consécutives  Y,  -7-.  .  . 
1  dx 

jusqu'à       m_, .  En  désignant  par  A  la  valeur  de   -—^  pour  x  =  £  et 

dmY         dmY 
faisant  x  =  £  -f-  x',  on  aura  -=--  ou  -— -  =  A  -f-  am,    a.m  étant   une 
^  dx  dx 

fonction   de  x'  qui  deviendra  très  petite  et  nulle  en    même  temps 

que  x'.  Puis  par  une  suite  d'intégrations ,  il  viendra 

dn~'Y  dm~'Y        /»     ,  \    <       dm~''Y         ..  .    x'' 

dx  ■    '  dxm    '  v        irai/  dxm    •  v  '1.2' 

....^  =  (A  +  a,) fi^ -,     Y  =  (A+«)   — 4- — , 

<fx        x       '       i'  1.2. 3...  (m — 1)  v       '       >    1.2. 3. ..m' 

les  quantités  «„_,.  • .  a,,  a  étant  comme  aB  très  petites  et  nulles  en 

même  temps  que  x'. 

En  mettant  les  valeurs  de  Y,  -j-  et  -y--  dans  l'équation  (44^  on  voit 

A.r'm— '■ 
que  Y,  est  égale  au  produit  de ^ .  par  une  fonction  de  x' 

qui  approche  d'autant  plus  d'être  égale  à  -que  x'  est  plus  petite. 

Par  conséquent ,  si  ?  est  une  racine  double^e  Y  =  o,  £  n'est  pas  ra- 
cine deY/=  o,  ce  qu'on  voit  d'ailleurs  immédiatement  à  l'inspection 
de  l'équation  (44)-  Si  m  est  >  2  ,  £  est  racine  de  l'équation  Y,  =  o ,  et 
s'y  trouve  m — 2  fois;  car  en  supposant  qu'elle  s'y  trouve  un  nombre  s 

jy  Jt —  ,  y 

de  fois,  c'est-à-dire  qu'elle  annulle  les  s  fonctions   Y,   -3-^  ...  - '  • 

dx  dx'~  ' 

Y.  est  égale  au    produit   de  ^ par   une  fonction  de  x'  qui 

56. 
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ne  devient  pas  très  petite  ,et  nulle  en  même  temps  que  x1  ;  s  est 
donc  =  m  —  2. 

L'expression  de  Y,  en  fonction  de  x'  fait  voir  aussi  que  pour  une 
valeur  £  +  x1  un  peu  plus  grande  que  §  ,  Y,  doit  avoir  le  même 

signe  que  -r—  et  par  conséquent  le  même  signe  que  Y  attendu  que 
pour  x  =  £  -f-  x'  toutes  les  fonctions  Y ,  -7-, .  .  .  -—  ont  le  signe  de  A, 

x'  étant  positive  et  suffisamment  petite.  Or  x  croissant  au-delà  de  ?  doit 
toujours  atteindre  une  valeur  (plus  petite  que  X  ou  égale  àX),  pour 
laquelle  Y  est  maximum  et  Y,  a  un  signe  contraire  à  celui  de  Y,  qui  n'a 
pas  changé  de  signe  en  passant  de  zéro  à  ce  maximum.  Donc  Y, 
change  de  signe  au  moins  une  fois  dans  le  même  intervalle.  On  verra 
de  même  que  Y7  doit  changer  de  signe  au  moins  une  fois  dans  l'inter- 
valle compris  entre  la  racine  £  et  la  valeur  de  x  immédiatement  infé- 
rieure à  £  (supérieure  ou  égale  à  x)  qui  rend  Y  maximum. 

Il  est  donc  prouvé  que  si  l'équation  Y  =  o  a  m  racines  égales  à  £, 
ç  étant  comprise  entre  x  et  X,  l'équation  Y,  =  o  aura  m —  2  racines 
égales  à  Ç,  et  en  outre  deux  autres  racines  pour  lesquelles  Y,  changera 
de  signe,  l'une  comprise  entre  £  et  la  valeur  de  x  immédiatement 
supérieure  à  £  qui  rend  Y  maximum  ,  l'autre  entre  £  et  la  valeur  de  x 
immédiatement  inférieure  à  ç  qui  rend  Y   maximum. 

On  conclut  de  ce  qui  précède,  que  si  l'équation  Y  =  o  a  (t  racines 
tant  égales  qu'inégales  comprises  entre  x  et  X,  l'équation  Y,  =  o  aura 
aussi  au  moins  fx.  racines  tant  égales  qu'inégales  entre  les  mêmes 
limites,  et  renfermées  entre  les  valeurs  de  x  qui  répondent  à  des  va- 
leurs maxima  de  Y,  alternativement  positives  et  négatives.  Ce  théo- 
rème a  lieu,  com  ne  on  voit,  en  faisant  abstraction  de  la  racine  x  ou 
X  que  chacune  des  équations  Y  =  o,  Y,  =  o  pourrait  avoir. 

On  peut  aussi  compreiidre  dans  l'énoncé  de  ce  théorème,  la  ra- 
cine x  ou  X  que  peut  avoir  Y  =  o,  en  la  comptant  pour  autant  de 
racines  égales  entre  elles  qu'il  y  a  d'unités  dans  la  moitié  du  nombre 

.       .  ,      .        „    dY    d'Y        rfm~'Y        ,  „  „ 

des  fonctions  consécutives  Y,  -y-  ,  -j-r .  .  .    ,  „_,   quelle    annuité,    ce 
•   dx     dx*  dxm    '    n  ' 

nombre  m  étant  nécessairemeut  pair. 
En  effet,  si  l'on  a  Y  =  o  pour  x  =  x  ,  on  aura  en  même  temps 
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d*  i  j     i"         ■        ,   dY        lXJ  .      ,. 

^  =  oa  cause  de  1  équation  k  -j^  —  h  i  =  o  qui  a  lieu  pour  x  =  x. 

jjy 

Si  ^r  n'est  pas  nulle  en  même  temps,  Y,  d'après  l'équation  (44)  ne 
sera  pas  nulle  pour  x  =  x  et  aura  le  signe  de  j^.  Entre  x  et  la  valeur 

de  x  immédiatement  supérieure  à  x  qui  rend  Y  maximum  il  y  en 
aura  au  moins  une  pour  laquelle  Y/  changera  de  signe  ,  comme  on  l'a 
vu  plus  haut.  Ainsi  en  comptant  x  pour  une  racine  simple  de  Y  =  o, 
l'équation  Y,  =  o  a  au  moins  une  racine  correspondante  plus  grande 
que  x. 

Si  la  valeur  x  annulle    les   m  fonctions    consécutives    Y,   —  .... 

'    dx 

Jm  —  lV 

■5C5£T>  ^e  nombre  m  est  pair.  En  effet ,  si  l'on  fait  x  =  x  +  £',  la  fonc- 
tion Yy  ou  —  (Clp,Vi+  C,+,pi+1Vj+1  -f-.  .  . -f-  C,p,V,)  sera,  d'après  ce 
qu'on  a  vu  plus  haut ,  divisible  par  x'm~ %  c'est-à-dire  égale  au  pro- 
duit de  x'm~ *  multiplié  par  uue  fonction  de  x'  qui  ne  sera  ni  nulle  ni 
infinie  pour   x'  =  o.   Pareillement  ,  si   l'on  multiplie  les   différents 

termes    de     Y,    par   p,,   fl+,  ,    etc.,    la    nouvelle    fonction 

C,-fi""V"i+.  .  .+Cpp'pVp  sera  divisible  par  x'm~i ,  et  en  continuant  ainsi 
on  trouvera  que  la  fonction  C;  p"V,  -f-  .  .  .  +  CpPpV?  est  divisible 
par*-'  — *". 

Donc ,  si  le  nombre  m  est  pair  et  =  in ,  cette  dernière  fonction  Y. 
ne  s'évanouira  pas  pour  x'=  o.  Si  l'on  suppose  m  impair  et  =2«  -f-  i, 

Y„  sera  divisible  par  x'.  Or  on  a  l'équation  k  -r-r — AYa=opourj:'=o 

Donc  -j-?  serait  nulle  pour  x'  =  o  en  même  temps  que  Y.,  et  il  s'en- 
suivrait que  Y„  serait  divisible  par  une  puissance  de  x'  supérieure  à  la 
première,  ce  qui  est  contraire  à  ce  que  nous  venons  de  trouver.  Il  est 
donc  impossible  que  m  soit  un  nombre  impair  m  +  i. 

En  supposant  m  =  zn,  Y,  est  divisible  par  x'*"~*  et  par  conséquent 

la  racine  x  annulle  à  la  fois  les  in  —  i  fonctions  consécutives  Y,  — '. . . 

-r-^zrr>  et  d'ailleurs  entre  x  et  la  valeur  de  x  immédiatement  supérieure 
à  x  qui  rend  Y  maximum ,  il  y  a  au  moins  une  racine  de  Y/  =  o. 
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Donc  si  l'on  convient  de  compter  la  valeur  x  qui  annulle  les  2n  fonc- 
tions Y-j-,  . .         _,  pour  n  racines  égales  entre  elles  de  l'équation 

Y  =  o  ,  l'équation  Y,  =  o  aura ,  selon  la  même  convention ,  ti  —  i 
racines  égales  à  x ,  et  de  plus  une  racine  comprise  entre  x  et  la  valeur 
de  x  immédiatement  supérieure  qui  rend  Y  maximum. 

Les  mêmes  observations  s'appliquent  à  l'autre  limite  X. 

Nous  avons  donc  démontré  que  si  l'équation  Y  =  o  ou  CV,-f-  .  .  . 
-f-  C,,V,  =  oaun  certain  nombre  fJt.  de  racines  j?  tant  égales  qu'inégales 
depuis  x  jusqu  à  X,  sans  exclure  ces  limites  mêmes,  l'équation  Y,  =o 
ou  C,  f; V;  +...-)-  Cpçp\r  =  o  aura  aussi  au  moins  u.  racines  tant 
égales  qu'inégales,  depuis  x  jusqu'à  X,  les  racines  égales  étant  défi- 
nies comme  nous  l'avons  dit  précédemment. 

En  conséquence,  il  y  aura  aussi  à  fortiori  au  moins  p  racines,  soit 
inégales,  soit  égales,  dans  chacune  des  équations  suivantes  qui  dé- 
rivent les  unes  des  autres  comme  Y,  dérive  de  Y. 

GrïV, +....+ c>;v,  =  o, 

Clfrv\-4-....-r-C^V,  =  0, 


Ctf^Ti  +  ....+  Cpf;\p=  o. 

Ou  peut  même  ajouter,  d'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut,  que  chacune 
de  ces  fonctions  change  de  signe  entre  les  limites  x  et  X,  au  moins 
autant  de  fois  que  la  première  QV,  +...-+-  CpV,,  en  faisant  abstrac- 
tion de  la  multiplicité  des  racines  et  de  celles  qui  sont  égales  à  x  ou 
àX. 

La  dernière  équation  pouvant  s'écrire  ainsi 

(g)©"v.+(^)(9>**-+^  -  » 

se  réduit  à  très  peu  près  à  V,  =  o  quand  on  suppose  le  nombre  n  très 
»rand  ou  infini,  et  alors  elle  a  p — i  racines  inégales,  comprises 
entre  x  et  X  ;  ce  qu'on  peut  au  surplus  établir  plus  rigoureusement  par 
le  raisonnement  déjà  employé  au  commencement  du  n"  XXIV. 

Donc  on  a  f*  <.  p —  l   ou  au  plus  égal  à  p —  i  ;   ce  qu'il  fallait 
démontrer. 
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On  peut  prouver  par  la  même  méthode  que  l'équation.  .  . 
C.V.-+-.  •  .-\-Cp\p  =  o  a  au  moins  i —  i  racines  différentes  com- 
prises entre  x  etX.  et  pour  lesquelles  la  fonction  C,V,+  etc. .  .-\-CF\p 
change  de  signe. 

En  effet,  on  a  vu  tout- à-1'heure  que  la  fonction 

c.frv,.  +  ....-f-cpPpnvp 

a   au  moins  autant  de  changements  de  signe  entre  x  et  X  que 

C-  C- 

On  en  conclut,  en  remplaçant  C,  par  -~  ,     C,+,  par  -^-  f    etc.    que 

«■"  P.+. 

c.v  +  ....+  c,v, 

a  au  moins  entre  x  et  X  autant  de  changements  de  signe  que  la  fonc- 
tion 

^v.-f-....+  c;v, 

p:  fv 

qui  en  a  i —  i  lorsqu'on  fait  n  infini,  puisqu'alors  elle  est  proportion- 
nelle à  ¥,(*). 

Les  fonctions  Y ,  Y, .  .  .Y.,  dont  je  viens  de  m'occuper  ne  sont  autre 
chose  que  la  fonction  u  (l\i)  et  ses  dérivées  -g  . . .  t^où  l'on  fait  t=o. 
Au  lieu  de  Y  et  Y, ,  j'aurais  pu  aussi  bien  considérer  la  fonction 
u(x,    t)  et  sa  dérivée    -r-  définies  par  les  équations  (i),  (2),  (3), 

et   prouver    à    l'aide   de    ces   équations  ,   que    l'équation   — -  =  o  , 
a  au  moins  autant  de  racines  x  tant  égales  qu'inégales  depuis  x  jus- 

(*)  J'ai  admis  dans  ces  derniers  n01  qu'une  fonction  Y  de  la  forme 
C;  Vi  -f-  Cj+I  Vj+,  -+-  •  •  •  +  CpVp  ne  peut  pas  être  identiquement  nulle  pour 
toute  valeur  de  x  comprise  entre  x  et  X  ,  quand  les  coefficients  C;C1+I. .  .Cp  ne 
sont  pas  tous  nuls.  On  reconnaît  aise'ment  cette  propriété'   en  observant   qu'on  a 

f*  gVi  Ydx  =  Qif.^lfïdç  +  Ci+,y^érVi  V,+1dr  +  . .  +Cpf\Vi  V,rfr, 
ou  simplement 

/     gV, Ydx  =  C,  /     gVfdx, 
d'où  il  résulte  que  Y  ne  peut  pas  être  identiquement  nulle. 
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qu'à  X  que  l'équation  u  (x ,  f)  =  o,  d'où  j'aurais  conclu  le  théo- 
rème relatif  à  C,V,  -+-•••  +  CPVP  =  o. 

Ce  théorème  a  lieu,  comme  on  l'a  déjà  vu  dans  la  démonstration 
du  n°  XXIV,  quand  même  la  fonction  /  ne  serait  pas  constamment 
positive  entre  les  limites  x  et  X.  Il  est  aisé  d'étendre  à  ce  cas  où  /  est 
quelconque,  la  démonstration  que  je  viens  de  donner  dans  ce  dernier 
numéro  ,  en   la  modifiant  de  la  manière   suivante. 

Ayant  désigné  par  Y  la  fonction  C,V/  +Ci^.,Vj+1  +  . .  .  +  C,V,  ,  je 
prends 

Y,  =  -  [C,V,(f,  -f-  c)  H-  C,+  IV,  (ft+,  +  c)+  . . .  -f  C,V,(f,  +  c)], 
c  étant  une  constante  arbitraire.  J'ai  alors  au  lieu  de  l'équation  (44)> 
la  suivante  gY,  =  A"  g  +  ^  g  -  (gc  +  /)  Y. 

Au  moyen  de  cette  équation,  en  prenant  la  constante  c  positive  et 
assez  grande  pour  que  la  fonction  gc  -f- 1  reste  positive  entre  les  li- 
mites x  et  X,  je  prouve  comme  précédemment,  que  si  l'équation 
¥  =  oa/t  racines  x  tant  égales  qu'inégales  depuis  x  jusqu'à  X,  sans 
exclure  ces  limites  mêmes ,  l'équation  Y,  =  o  doit  avoir  aussi  au 
moins  /a  racines  égales  ou  inégales  depuis  x  jusqu'à  X,  ce  qui  suffit 
pour  établir  le  théorème  eu  question. 

Il  faut  ajouter  ici  les  remarques  qui  terminent  le  n°  XXIV  (*). 


L'équation  (44)  fait  voir  d'ailleurs  que  si  Y  était  constamment  nulle ,  entre 
1rs  limites   x  et  X ,  la  fonction 

Y.ou  — (C,ei-V,+  ....  +  Cp{,  V,) 
serait  nulle  aussi ,  et  par  conséquent  la  fonction 

Ciji"  Vj  -+-    ..  .  -r-CjV  Vp, 
ou  celle-ci 

le  serait  encore ,  taudis  qu'au  contraire  cette  dernière  fonction  se  réduit  à  Vp  quand 
on  fait  n  infini. 

(*)  Le  défaut  d'espace  m'oblige  à  supprimer  quelques  détails  relatifs  à  1  a  sphère 
et  au  cylindre  que  j'ai  annoncés  dans  l'introduction  et  auxquels  le  lecteur  peut 
suppléer  aisément. 
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MÉMOIRE 

Sur  un  nouvel  usage   des  fonctions   elliptiques  dans    les 
problèmes  de  mécanique  céleste  ; 

Par  Joseph  LIOL  VILLE. 

(Présenté  à  l'Académie  la   n   juillet  i?3j. 


i .  Pour  résoudre  le  problème  difficile  des  perturbations  planétaires, 
les  géomètres  ont  successivement  imaginé  diverses  méthodes.  La  plus 
remarquable  est  sans  doule  celle  où  l'on  regarde  les  constantes  arbi- 
traires du  mouvement  elliptique  comme  devenues  variables  sous  l'in- 
fluence des  forces  perturbatrices,  en  conservant  d'ailleurs  entre  la  lon- 
gitude, la  latitude,  le  rayon  vecteur  de  la  planète  troublée  et  le 
temps  t,  toutes  les  relations  algébriques  propres  au  cas  où  l'on  tient 
compte  de  la  seule  action  du  soleil.  On  peut  trouver  à  la  rigueur 
dans  les  ouvrages  de  Newton  l'idée  première  de  cette  méthode  dont 
Lagrange  est  le  .principal  inventeur  et  que  M.  Poisson  a  simplifiée 
en  quelques  points.  La  détermination  des  inégalités  périodiques  du 
mouvement  des  planètes  se  trouve  ainsi  ramenée  au  développement  en 
série  et  à  l'intégration  d'une  certaine  quantité,  nommée  R  dans  la 
Mécanique  céleste,  ou  plutôt  des  différentielles  partielles  de  cette 
quantité,  prises  par  rapport   aux  éléments  de  la  planète  troublée. 

Dans  la  théorie  des  principales  planètes,  les  excentricités  e,  e', . .  . . 
de  ces  planètes,  et  leurs  inclinaisons  A,  A', .  . .  sur  l'écliptiqne  ont 
des  valeurs  très  petites.  Tl  est  naturel  de  développer  alors  la  fonction  R 
en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  e,  e',  A,  A',  etc., 
ce  qui  conduit  à  une  série  rapidement  convergente.  Mais  les  divers 
termes  de  R ,  dans  ce  développement,  contiennent  en  dénominateur 

Décembre  i836.  5"] 
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les  puissances  successives  de  la  distance  moyenne  A  de  la  planète  trou- 
blée à  la  planète  perturbatrice,  ce  qui  rend  l'intégration  impossible 
sous  forme  finie.  On  est  donc  contraint  de  développer  de  nouveau  les 
puissances  négatives  de  A  en  séries  de  cosinus  d'arcs  proportionnels 
au  temps  t.  L'intégration  par  rapport  à  cette  variable  t ,  s'effectue  en- 
suite immédiatement.  La  série  que  l'on  obtient  en  développant  ainsi 
chaque  terme  de  R  est  peu  convergente  en  elle-même.  Euler  a  ob- 
servé qu'elle  le  devient  davantage  par  l'intégration  ;  et,  au  jugement  de 
d'Alembert,  cette  simple  remarque  doit  être  comptée  parmi  les  plus 
belles  découvertes  de  ce  grand  analyste.  Toutefois  j'ai  pensé  qu'il 
serait  utile  d'éviter  ce  développement  nouveau  des  divers  termes  de 
R  ,  ou  du  moins  de  donner  une  méthode  pour  calculer  avec  beaucoup 
d'approximation  le  reste  qu'on  néglige  lorsque  après  l'intégration  on 
prend  seulement  un  certain  nombre  des  termes  de  la  série,  les  dix 
premiers  par  exemple,  en  omettant  tous  les  autres.  J'espère  y  être 
parvenu  à  l'aide  des  fonctions  elliptiques  dont  mon  mémoire  va  pré- 
senter une  application  curieuse  au  problème  des  perturbations.  Déjà, 
dans  la  solution  de  ce  problème  ,  Legendre  avait  introduit  les  fonc- 
tions elliptiques  définies,  c'est-à-dire  les  fonctions  elliptiques  dont 
l'amplitude  est  égale  à  une  constante.  Je  montrerai  qu'on  peut  se  servir 
aussi  avec  avantage  des  fonctions  elliptiques  indéfiniesdont  l'amplitude 
dépend  de  la  variable  t.  Mes  formules  devront  surtout  être  employées, 
lorsque  les  moyennes  distances  de  la  planète  troublée  et  de  la  planète 
perturbatrice  au  soleil  différeront  peu   l'une  de  l'autre. 

2.  Pour  faire  comprendre  en  peu  de  mots  le  but  que  je  me  suis 
proposé,  j'observe  qu'en  développant  R  en  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  ascendantes  des  excentricités  et  des  inclinaisons ,  on  i-amène 
le  calcul  des  inégalités  périodiques  du  mouvement  des  planètes  à  la 
détermination  numérique,  pour  une  valeur  quelconque  du  temps  t, 
d'intégrales  de  cette  forme  , 

fQcosgtdt,    fQs'mgtdt,     fdt/Qcosgtdt,     fdtfQsmgtdt, 

Q  désignant  une  fonction  périodique  de  t ,  et  g  une  constante.  L'ex- 
pression de  Q  est  comprise  dans  la  formule 


[A.  -f-  A'  cos  (g't  +  g,)]  '■ 
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fx  étant  un  nombre  entier  impair,  et  A,  A',  g',  gt,  des  constantes  :  gt 
représente  la  différence  des  moyens  mouvements  de  la  planète  troublée 
m  et  de  la  planète  perturbatrice  m'.  Si  a  et  a'  sont  les  demi- grands 
axes  des  ellipses  décrites  par  m  et  m,  on  aura  A=ai-f-a'\  A'  = — 2aa'. 
ou  mieux  A'  =  —  2aa'(i — À'),  en  représentant  par  A  le  sinus  de  la 
moitié  de  l'angle  compris  entre  les  plans  des  deux  orbites,  et  en  évi- 
tant de  développer  le  terme  très  petit  icidX*  cos  (g  t-^- g,).  On  sim- 
plifiera un  peu  l'expression  de  la  fonction  Q  en  prenant  une  unité 
de  temps  convenable  et  telle  que  l'on  ait  g'  =  i  ;  en  fixant  ensuite 
l'origine  du  temps  à  une  époque  convenable,  on  peut  rendre  la 
constante  g,  égale  à  zéro.  Cela  revient  au  fond  à  remplacer  le  binôme 
g't  +  g,  par  une  seule  lettre  t.  On  a  ainsi 

Q=  L— -, 


[A   +  A'  COS*;5 


valeur  que  nous  adopterons  désormais.  Désignons  maintenant  par  q  la 
partie  entière  de  g  et  par  l  le  reste  positif  ou  négatif  g  — q,  dont  la 
valeur  est  comprise  entre  — j  et  -{-{'■  nous  aurons  g  —  q-{-l-t  il 
en  résultera 

cos  gt  =t  cos  qt  cos  It  —  sin  qt  sin  It , 
sin  gt  =  cos  qt  sin  It  -f-  sin  qt  cos  //  : 

la  détermination  des  intégrales  simples  ou  doubles  de 

Q  cos  gt ,    Q  sin  gt , 
dépend  donc  des  intégrales  des  quatre  quantités  suivantes  : 

Qcosçfcos/f.     Qcosr/fsin/^,     Qsin<y/siu//,     Qsinçfcos//. 

Considérons,  par  exemple,  la  première  de  ces  quatre  quantités,  sa- 
voir Q  cos  qt  cos  It  ;  nous  la  mettrons  sous  la  forme  P  cos  It ,  en  posant 
P  =  Qcos^.  La  fonction  P  se  développe  en  une  série  de  cosinus 
d'arcs  multiples  de  /,  et  les  coefficients  numériques  des  divers  termes 
de  cette  série  s'expriment  en  fonctions  elliptiques.  Nommons  P'  l'en- 
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semble  des  premiers  termes  de  P,  des  (i —  i)  premiers,  si  l'on  veut , 
et  P"  la  différence  P  —  P'  ;  on  aura 

f?  cos  Itdt  =  /?'  cos  Itdt  4-  /P"  cos  Itdt , 
fdtf?  cos  Itdt  =fdtfP'  cos  Itdt  + fdtf  F' cos  Itdt. 

On  calcule  immédiatement  les  termes  /P'  cos  Itdt ,  fdtfP"  cosltdt  qui 
donnent  déjà  une  valeur  approchée  des  intégrales  demandées.  Cela 
posé,  lorsque  l'on  prend  le  nombre  i  assez  grand,  je  prouve  que  les 
valeurs  des  restes  / "P"  cosltdt ,  fdtf  Y"  cosltdt  s'expriment  très  sim- 
plement en  quantités  finies  et  en  fonctions  elliptiques,  et  cela  avec  tel 
degré  d'approximation  qu'on  veut.  Les  théorèmes  auxquels  je  suis 
arrivé  à  ce  sujet  rendront,  ce  me  semble,  à  la  fois  plus  exact  et  plus 
simple  le  calcul  des  intégrales  /P  cos  Itdt,  fdtf?  cosltdt ,  dans  les- 
quelles P  =  Qcos<7?.  Ce  que  je  viens  de  dire  des  intégrales.... 
/"Q  cos  qt  cos  Itdt ,  fdtfQ  cosqt  cos  Itdt  peut  se  dire  aussi  des  intégrales 

_/Q  cos  qt  sin  Itdt ,    fdt  f  Q  cos  qt  sin  Itdt ,  etc. 

à  la  détermination  desquelles  se  réduit,  comme  on  l'a  vu ,  le  calcul  des 
inégalités  périodiques  du  mouvement  des  planètes.  Dans  tous  les  cas 
possibles ,  la  marche  à  suivre  est  la  même.  Au  reste ,  on  doit  s'attendre 
à  trouver  ici  l'exposé  rapide  des  principes  sur  lesquels  ma  méthode 
repose,  et  non  l'exposition  détaillée  de  ces  principes  à  la  théorie  des 
planètes.  Le  lecteur  suppléera  sans  peine  aux  détails  que  j'ai  cru  devoir 
supprimer. 

5.  Soit  ¥  =  Q  cos  qt;  et  considérons  les  deux  intégrales 

(i)  tp(t)  =  / "P  cosltdt, 

(2)  4  (f)  =  /P  sin  Itdt , 

dont  il  s'agit  de  déterminer  les  valeurs  numériques.  En  adoptant  cette 
valeur  de  P,  les  intégrales  /Psin  tdt,  J"Ps\a2tdt,.  .  .  que  nous  nom- 
merons P,,  P3,  •  «  •  s'expriment  immédiatement  sous  forme  finie,  tandis 
que  les  intégrales  f?tdt ,  f?%dt ,...  fFdt,  f?  cos  tdt, . . .  s'expri- 
ment en  fonctions  elliptiques  et  se  calculent  à  l'aide  des  tables  de  Le- 
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gendre  On  peut  développer  P  en  une  série  de  cosinus  d'arcs  mul- 
tiples de  t  :  les  coefficients  numériques  de  ce  développement  se  trans- 
formeront en  fonctions  elliptiques  et  seront  aisés  à  calculer  comme 
Legendre  l'a  fait  voir  dans  son  ouvrage.  Le  développement  de  P 
étant  opéré,  on  effectue  immédiatement  les  intégrations  indiquées 
dans  les  formules  (r)  et  (2),  et  l'on  obtient  ainsi  les  valeurs  de  <p(t). 
4(0  développées  en  séries.  Quand  les  séries  qui  expriment  <p  (i),  -^(t) 
sont  très  convergentes,  on  peut  s'arrêter  là  et  regarder  notre  pro- 
blème comme  résolu.  Mais  nous  supposerons  ici  que  cela  n'a  pas  lieu  ; 
et  nous  chercherons  à  tenir  compte  approximativement  du  reste  que 
l'on  néglige  en  prenant  pour  valeurs  exactes  de  <p  (t) ,  -\J.  (t)  les  (i — 1) 
premiers  termes  des  séries  en  question.  On  pourra,  si  l'on  veut,  pour 
fixer  les  idées,  prendre  i —  1=9  ou  1  =  10;  mais  notre  analyse  sera 
exacte  pour  un  nombre  i  quelconque ,  pourvu  qu'il  soit  suffisamment 
grand. 

Désignons  par  P"  la  valeur  de  P  dans  laquelle  on  a  supprimé  les 
(i — 1)  premiers  termes,  et  par  P'-f-Pr/  la  valeur  complète  de  P: 
il  s'agit,  comme  on  voit,  d'estimer  approximativement  les  quantités 
d'abord  négligées 

X  =  f  ?"  cos  Itdt,     Y  =  /T"  sin  Itdt. 

Soit  p  un  nombre  entier  qui  prenne  successivement  toutes  les  va- 
leurs comprises  depuis  pz=z  i  jusqu'à  p  =  00  :  la  fonction  P"  aura  , 
d'après  ce  qui  précède,  un  développement  de  la  forme 


P"  =  2H  cos/tf  : 


cela  donne 


ou  bien 


X  =  cos  ItX  PlL™p  -  sin  It  2  '-ïii^-' , 

Y  =  sin  «2  r— — £-  +  cos  It  2  — - — f-  , 

p1  —  /'       ■  p"  —  /'    ' 
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X  =  U  coslt  —  V  sinlt, 
Y  =  U  sinlt  H-  V  coslt, 

U  et  V  ayant  les  valeurs  suivantes 

|-r    _  pHsïnpt        -.   IH  cospt 

^     —    ^         î       77"»        '     ~~"    ^         à 7T"' 

/?" — /■"   '  p* — l' 

La  lettre  p  désigne  successivement  tous  les  nombres  entiers  i,  i+  i , 
i  +  2,.  ...  Si  donc  /était  un  très  grand  nombre,  /*  étant  <  ^,  on 
pourrait  poser  à  peu  près 


P_ 


p     p'—1 


il  en  résulterait 

F  J  o  '  ' 

et  par  suite 

X  =  coslt  C  Y'dt,         Y  =  sin  It   f  F"dt. 

Les  restes  négligés   dépendraient  donc  alors  de  la   seule    intégrale 

/    Y'dt,  et  celle-ci  se  réduit  aux  fonctions  elliptiques  ,  en  remplaçant 

P"parP  — P'. 

Les  valeurs  que  nous  venons  de  trouver  pour  U  et  V  ou  pour  X  et  Y 
ne  sont  pas  en  général  suffisamment  exactes  quand  on  donne  à  i  une 
valeur  peu  considérable,  telle  que  i  =  io.  Mais  par  l'analyse  même 
dont  nous  venons  de  faire  usage,  on  en  obtiendra  de  plus  approchées. 

En  effet ,  au  lieu  de  négliger  tout-à-fait  la  quantité  -a_  .,  dont  le  dé- 
veloppement, suivant  les  puissances  de  p',  est  —  H — -  +....,  rempla- 
cons-là  par  cette  autre  quantité  —J—,  dont  le  [développement... 
—  -\ — ^-f-. ...  a  une  valeur  numérique  peu  différente  lorsque  p  est 
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grand,  puisque  le  premier  terme  —  est  le  même  de  part  et  d'autre 
L'erreur  que  l'on  commet  en  posant  ainsi 


p'  —  t7       p'—t' 

ne  porte  que  sur  des  termes  divise's  par  pi  :  aux  termes  près  divisés 
parp5,  on  peut  poser  de  même 

P     __  '  —  ï   ,    j±_  . 
P*—l  P     "rJpa— 1  ' 

on  conclura  de  là  pour  U  et  V  les  valeurs  que  voici  : 

U  =  (1  -  Z»)  2  ^n-£'  +  I*  zPÊÉÏE!, 

x  P  P' ! 

Y  1—    H  cos^if 

Nous  avons  déjà  observé  ci-dessus  que  la  quantité 

_.  H  sin  pt  ft  r,,,,^ 

2 -£-      ou      /     P'dt 

p  J  o 

peut  s'exprimer  par  des  fonctions  elliptiques   :   on  peut  réduire  de 
même  aux  fonctions  elliptiques  les  deux  séries 

^pHsinpt        _,  H  cospt 
p1 —  1    '  p' — 1 

et  par  suite  les  valeurs  de  U,  V  et  de  X,  Y  :  c'est  ce  que  nous  allons 
démontrer. 

Pour  plus  de  généralité ,  considérons  les  deux  séries 

,  /->H  sïnpt        _  H  cospi 
P'—P'  '  f—Pi*  ' 
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dans  lesquelles  p,  représente  un  nombre  entier  déterminé  et  <  i. 
Quand  on  a  p,  =  i  ,  ces  nouvelles  séries  coïncident  avec  celles  dont 
nous  avons  à  nous  occuper. 

On  a,  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier, 

/»«_,,  ,  _pHsinp*  ,  _   H  cospt 

/    P"cos/j,^  =  cos/>,f2ra_  V  — pts\np,t2.  ,A  , 

/Vsinp^  =  '^0^0  +>.  cosf  ,*  2  ^ 

C  désignant  une  constante  choisie  convenablement  et  nue  nous  dé- 
terminerons tout  à  l'heure.  En  résolvant  ces  équations  par  rapport 
aux  quantités 


_  pHsiup/       _Hcosp* 

^  — o \y       ^   ~ ï  7? 

P—P<  P—P< 


il  vient 


2  £Hjîi!lPi  =  COSpltr  P" cos p.fefc  —  sin  p,t  (C  —f^  P"  sin  p.tdt)  , 
ncospt  =  _  ànpjr*  ¥>cospitdl  _  c-2i^  CC-  f  P"  sin  p,ftfc\ 

P'—Pi'  P,    J  o  P,      \  J  o  r  J 

Mais  les   intégrales    C'  P's'mp.tdt,  f'P'cosp.tdtou  JJJf-V^sinpjdt, 

I    (P — P')cosp,tdt  s'expriment  en  termes  finis  ou  se  ramènent  aux 
fonctions  elliptiques  :   donc  il  en  est  de  même  des  deux  séries 

_  pYL  sinpt  H  cospt 

P*—Pv    '  P'—P.*  ' 

et  par  suite  des  valeurs  approchées  de  X  et  Y. 

Reste  à  déterminer  la  constante  C.  Pour  cela  nommons  P',  l'inté- 
grale /  P"  sm p,tdt  qui  s'obtient  toujours  sous  forme  finie,  et  obser- 
vons que  l'intégrale  /    Y\dt  se  ramène  aux  fonctions  elliptiques.  Cela 

posé ,  multiplions  par  dt  et  intégrons  entre  les  limites  f  =  o,  t  =tt, 
les  deux  membres  de  l'équation 
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■Df/           n    i               ^  •*•  />H  s'n  P1    i                    ^  -c  H  cos />* 
P  ,  =  C  -f-  sinp.£2<— — — i — I-  p.  cosp,<2- r—  : 

puisque  p  et  p,  sont  des  nombres  entiers  inégaux  ,  on  a 

(     sinp^t  sin  ptdt  =  o,      /     cos  p,t  cosptdt  =  o. 

Le  second  membre  de  l'équation  qu'on  intègre  se  réduira  donc  à  Ctt  , 
et  l'on  obtiendra  sur-lec-hamp 

r¥",dt=C.7r      d'où      C  =  -  TP'.dt, 

J  o  *J  o 

ce  qui  détermine  la  constante  C. 

Les  formules  auxquelles  on  arriverait  en  poussant  jusqu'au  bout  le 
calcul  que  nous  avons  seulement  indiqué  sont,  je  crois,  celles  dont 
on  fera  le  plus  souvent  usage  dans  les  applications  pour  réduire  en 
nombres  X  et  Y.  Mais  en  continuant  à  raisonner,  comme  nous  venons 
de  le  faire,  on  en  obtiendra  d'autres  plus  exactes  encore. 

En  effet,  puisque  p,  étant  un  nombre  entier  quelconque  <  /,  les 
deux  séries 

_  pH  s'mpt  H  cosp< 

P'—pF'  T-rPv 

s'expriment  par  des  fonctions  elliptiques,  tout  se  réduit  à  ramener  à 
des  séries  de  ce  genre-là  les  valeurs  de  U  et  de  V  :  on  y  parviendra,  au 

.  „              ,               .  ,        p            l 
moins  par  approximation ,  si  Ion  met  les  quantités    „ ^,    , .    sous 

la  forme 

!p            G    ,      G,p  G,p 

S    ,,  = Y-    ,  '    ■  •+•  -~-7  4-  etc. 
f—l*       p    '  p2  —  i       p1  —  4 
/               G7      ,      G"Z      , 
~ n  =  1 +  ~T—r   "+■  etc-  '> 
p'  —  i'      p1—*   ^  p1— 4 

et  c'est  ce  qu'on  peut  toujours  faire  aux  quantités  près  de  lordre  — — , 

pour  la  première  équation,  et  aux  quantités  près  de  l'ordre    ,^,  pour 
la  seconde,  en  désignant  par  n  le  nombre  des  constantes  indéterminées 

Décembre   i836.  58 
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G,  G, , ....  ou  G',  G'', ....  qui  entrent  dans  les  seconds  membres  des 
équations  (ce)  :  il  suffira,  en  effet,  de  développer,  dans  chacune  de  ces 
équations,  les  deux  membres  en  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances descendantes  àep,  puis  d'égaler  de  part  et  d'autre  les  coeffi- 
cients des  n  premières  puissances  de  p.  Toutefois,  pour  que  cette  mé- 
thode réussisse,  il  faut  que  le  nombre  i,  limite  inférieure  de  la  variable/' 
qui  s'étend  depuis  p=  i  jusqu'à p=  oo  ,  soit  pris  suffisamment  grand 
par  rapport  à  n. 

Dans  ce  numéro,  nous  avons  toujours  regardé  le  nombre  /comme 
compris  entre  —  f  et  +  £  et  comme  différent  de  zéro.  Si  par  hasard  ce 
nombre  l  est  nul,  ce  qui  peut  arriver,  on  aura  fP  sin  Itdt  =  o  et 
/"P  cosltdt  =  /Pdt  r=  une  jonction  elliptique. 

4»  Les  méthodes  que  nous  venons  d'appliquer  à  la  détermination 
numérique  des  intégrales  simples 

(1)         <p(t)  =  fP  cosltdt, 
(Y)        4(<)  =   f?  smltdt, 

s  étendent  d'elles-mêmes  aux  intégrales  doubles 

(5)  <p,{t)  =  fdt/V  cosltdt, 

(4)         4.(0  =  /W"P  sialtdt, 

dans  lesquelles  on  a,  comme  ci-dessus,  P  =  Q  cos qt.  En  effet  conser- 
vons aux  deux  lettres  P',  P7  la  signification  que  nous  leur  avons  attri- 
buée dans  le  numéro  précédent,  et  nous  aurons 

<p,  (t)  =  fdtfP'  cosltdt  +  fdtfP"  cosltdt, 
4,  (0  =  fdtf?'  smltdt  -f-  fdtfV"  sin  Itdt  : 

les  deux  quantités  fdtfP'  cosltdt,  fdtf?'  sin  Itdt,  dont  la  détermina- 
tion n'offre  aucune  difficulté,  fournissent  déjà  des  valeurs  approchées 
de  <pt  (t) ,  -J^t  (t)  :  tout  se  réduit  donc  à  calculer  approximativement 
les  deux  restes 

X ,  =  fdtfP'  cos  Itdt ,     Y ,  =  fdtfY'  smltdt. 

Soit  2  Ucospt  le  développement  de  P"  :  il  viendra  ,  en  effectuant  les 
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intégrations  indiquées, 

x,  =  -  cos/^2  Ètgy^à  _  i  ^m^^T, 

(p—n  (p7—i'y 

Y,  =  -  smlt  2  <^WffljT«  +  2  Cos/*2&^, 

ce  qui  donne 

X,  =  —  U,cos/«  —  2  V,  sin  /£, 

Y,  =  —  U,  sin/f  +  2  V,  cos&, 
si  l'on  pose 

ÎT    -.  (*'  +  p')  H  cospt 

u'  ~2      (/>■-/>)'      ' 
N  ■  -  ^  7^=ïr  * 

Rappelons-nous  maintenant  que  si  p,  désigne    un  nombre  entier 
quelconque  <  /,  les  deux  séries 

_  H  cos pt        _.  pH  s\npt 

/>  —p.  />  — /V 

s'exprimeront  en  quantités  finies  et  en  fonctions  elliptiques  :  ce 
théorème  a  été  démontré  n°  5.  Cela  étant,  on  ramènera  aussi  les 
restes  U, ,  V,  aux  fonctions  elliptiques,  si  l'on  parvient  à  mettre  les 
deux  fractions 

/'+/>'  lp 

(P>-ir>    (P*—i>y> 
sous  la  forme 

£±£.  =  -?-  +  4-,  +  etc. 

lp  G     ,       G,p       ,       G2p 

(p'  —  l)  p  p—*  p  —  4 

et  c'est  ce  qu'on  peut  toujours  faire  ,  au  moins  par  approximation  ,  en 
disposant  convenablement  des  constantes  G',  G",. ...  G,  G,,  G,,.  . .., 
et  en  supposant  la  plus  petite  valeur  de  p,  savoir  i,  suffisamment 
grande. 

Lorsque  la  valeur  adoptée  pour  i  est  très  grande ,  on  peut  se  con- 

58.. 
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tenter  de  poser 

Jl±£l  _  _L_        lP__  _  n  . 

(/>>  -  ly  —  P>-  i  '     (p>-  /«)•  —     • 

les   termes  négligées  sont  alors  respectivement  de  l'ordre   —  et  de 

l'ordre    — ..  Et  si  l'on  ne  trouve  pas  ces  expressions  assez  approchées, 

ou  en  forme  sans  peine  d'autres  plus  exactes.  La  marche  à  suivre  ici 
est  la  même  que  celle  indiquée  n°  5  pour  une  recherche  toute  sem- 
blable. 

Le  cas  particulier  où  l'on  a  l  =  o  mérite   d'être  traité  à  part.  Il 
vient  alors 

X,  =  -  2   *ÇJÊ?f      Y,  =  o  : 

P 

tout  se  réduit  donc  à  mettre  —  sous  la  forme 
P 

G'  G"     7     , 

—  =  -; : 7  +  etc.   : 

P       p  —  1      p*—A 
or ,  aux  quantités  près  de  l'ordre   —,  on  a 


aux  quantités  près  de  l'ordre  —  ,   on  a 

1 4 i_ 

p*        3  (/>■—!)         3(^—4)' 
et  ainsi  de  suite. 

5.  Occupons-nous  maintenant  des  deux  intégrales  simples 

(5)  <p(t)  =  fP  cosltdt, 

(6)  4  (t)  =  f?  sin  Itdt , 

dans  lesquelles  nous  supposerons  P  =  Q  sia.qt.  En  adoptant  cette 
valeur  de  P,  les  intégrales  fPdt,fP  cos tdt,  fP  cosztdt,  ....  que 
nous  désignerons  par  P,,  P,,  P3,.  .  .  .  s'exprimeront  soas  forme  finie 
tandis  que  les  intégrales  fPtdt,  f  Pjdt,  fP3dt ,  ....  f?  sin  tdt , 
/P  sin  2tdt,.  ...  se  réduiront  à  des  fonctions  elliptiques.  La  fonction  P 
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peut  se  développer  en  une  série  de  sinus  d'arcs  multiples  de  t  :  dési- 
gnons par  P'  l'ensemble  des  (i —  i)  premiers  termes  de  ce  dévelop- 
pement ,  et  par  P"  la  différence  P  —  P'  :  nous  aurons 

tp  (t)  =  /P'  cos  Itdt  +  /P"  cos  Itdt, 
\,\t)  =  /P'  sin  Itdt  +/P"  sin  Itdt  : 

les  intégrales / P'  cosltdt,  fV  sin  Itdt ,  que  l'on  réduit  aisément  en 
nombres,  fournissent  des  valeurs  approchées  de  <p  (t),  -\[.  (t).  Pour 
estimer  approximativement  les  restes 

X  =  /P"  cos Itdt,     Y  =  /P"  ânltdt, 

représentons  par  2  H  sinpt  le  développement  de  P"  :  il  viendra 

sin  U  2  *g»y  _  coslt  2  PBJ^PJ 
p' — r  p- — /* 

cos/,  2  ^™?  -  sin  It  2  t^JSiPi, 


X  = 

Y   = 

ce  qui  donne 


si  l'on  pose 


X  =  —  U  sin  It  —  V  coslt , 
Y  =  U  coslt  —  V  sin  It, 

ÎT   _  /H  sinpt        v  „  pïïcospt 

n'—l'  p'—V- 


p*—l'  p- 

Lorsque  i  est  un  très  grand  nombre,  on  a,  à  très  peu  près, 

l  p      £ 

P^T>  —  °'     p<-l*—p' 
et  il  en  résulte 

U  =  o,     V  =  2  ^s^  =  C  -   f'P'dt, 

P  J  o 

C  étant  une  constante  que  l'on  déterminera  de  la  manière  suivante. 

L'intégrale  f    Vdt,  où  l'on  peut  remplacer  P"  par  P — P',  s'exprime  en 

quantités  finies.  Nous  la  représenterons  par  P", ,  et  il  est  aisé  de  voir 
que  l'intégrale  nouvelle  fY'xdt  se  réduira  aux  fonctions  elliptiques. 
Or  en  multipliant  par  dt  et  intégrant,  entre  les  limites  t  =  o,  t  ='7T, 
les  deux  membres  de  l'équation 

_  H  cospt    ç  p. 
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le  premier  membre  -se  réduit  à  zéro,  et  l'on  en  conclut 


c=irp", 


dt 


la  constante  C  est  donc  déterminée. 

Ou  aura  des  valeurs  de  U  et  V  plus  approchées  en  suivant  une 
marche  analogue  à  celle  du  n°  3,  c'est-à-dire  en  mettant  les  fractions 

T  .    ■  "  ,  sous  la  forme 

P'  —  l-    p1—1 

- — n  =  — r-  -t— ; '  H- etc.. 

p'—l       p—  «      p  —  4 

p  G    .      G,w       ,      G,« 

p— l        P       P  —  1       p- -4 
et  en  observant  que  si  p,  désigne  un  nombre  entier  <  i,  les  séries 
_,  Hsmpi  pTl  cospt 

P—Pi  p'—pr 

peuvent  toujours  être  sommées  à  l'aide  de  fonctions  elliptiques,  comme 
le  lecteur  s'en  convaincra  sans  peine.  Lorsque  /  =  o,  on  a  4  (0—  °- 
et  cp  (t)  s'exprime  sous  forme  finie. 

Enfin  il  n'est  pas  moins  facile  d'appliquer  des  raisonnements  sem- 
blables aux  intégrales  doubles 

<p,  (t)  =  fdtfP  cos  Itdt, 
\x{£)  =  fdt/V  sm  Itdt. 

P  ayant  toujours  pour  valeur  Q  sincjt  :  ce  qui  complète  notre  tra- 
vail. Lorsque  /  =  o,  la  seconde  de  ces  intégrales  se  réduit  à  zéro. 
et  la  première  se  ramène  aux  fonctions  elliptiques.  Ce  cas  parti- 
culier se  présente  dans  les  applications,  et  il  est  remarquable  par 
sa  simplicité. 

La  méthode ,  qui  m'a  conduit  aux  résultats  consignés  dans  ce  Mé- 
moire, me  parait  assez  élégante,  et  l'on  peut  en  tirer  parti  pour  cer- 
taines recherches  d'analyse  pure. 
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ERRATA. 


ge     i5,   ligne    2,  au  lieu  de  sin  amx,  cos  amx,  lise:  sin  —,    cos  — 

ml 


i5,  6,   au  lieu  de  sin  ami  —  o  ,   ià<?z 

16.  7,  au  (Va  de   —,,      — ,      /lie. 


a?r      2ai 

Je    oT'    "—  t'   "T 


aW  /■ 

,      lisez  e 


■7TU 

63,  18,   au  lieu  de  y  ■• 


cos  -—■  sin  -— 


COS  -ly —  COS  — r 

il  ni 

-ru  ira. 

cos  -^    sin  — 
2  2/  2 


cos  — cos  -7 


n!/**-*.*) 


ri., 

148,  5,   au  lieu  de  des  valeurs  très  grandes  ,  lisez  des  valeurs  négatives  très  grandes 

dV" 

i56,  6,   au  lieu  de  Y",  lisez  K"— 7-   -f-  p\  " 

dx 

i85,  5,   au  lieu  de  x  =  a  -f-  x",  toez x  =  c  •+■  x" 

18G,  i3,  au  lieu   de  L  ^-  -f-  M  ^-  4-  NU,    lisez  L  ^-  +  M  ^  -f-  NU 

ox'  dx  dx*  dx 

264,  8,   au  lieu  de  (n — i)fois,  lisez  n  (oie 

tb.t  11,   au  /ieu  a**?  m  étant  <  n,  /««mêlant       n 

ii-,  ai,  au  lieu  de  m  étant  <  n,  /ii<7jmétant         n 

265,  5,  Jau/ieu de  la  quantité  p»  s'annullc  au  moins  (a — i)fois,    lisez   la  quantité   p,, 

change  de  signe  et  s'annulle  au  moins  n  fois 
a85,  17  au  Zieu  de  n<f  -f.  *„  (.8"~"3),r,     /,,«  „<,,  +  «„  =  (8«— Qt 

4  4 

3i2,  i3,  après  instantané  ,  ajoutez  appliquées  eu  sens  contraire 

'b-,  »4-  •  >a7i  au  ''eu  <*e  donc  la  somme,  etc.,  lise:  donc  par  rapport  ù  chacun  des  axes 

ox,  oy ,  oz  la  somme  des    moments  des  forces  effectives  ,  plus  la   somme  des 

moments  des  forces  centrifuges,  est  égale  à  la  somme  des  moments  des  forces 

motrices 

3l4,  2... 8,    au    lieu   de  =p  -,  etc.,    lise:  —  P- ,  —  ?,    — '-.      Les    projections    de 

cette  force  sur  les  axes  ox  ,  oy ,  oz  seront  donc    — nwph,  —  maqh  ,   —  marh  ■ 
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par  conséquent  les  moments  de  la  force  mai'*  ,  par  rapport  aux  axes  ox ,  or,  02 
seront  —  mmh  (ry  —  qz) ,   —  mech  (pz  —  qx) ,  —  muh  (qx  —  pr) 
Page  3i4,  14.  ..ao,  au  lieu  de  U,  V,  W,  lises  —  V,  —  V,  — W 

3l9,  i3,  au  lieu  de  positif,  lisez  négatif 

ib.,  ib.,  négatif,  positif 

ib.,  a  1 ,  au  lieu  de    x  =  u°p,  lisez  x  =  —  co 

ib.,  ib.,  x  = —  oo,/i*ezx  =  oo 

ib.,  a8  et  39,  au  lieu  de  la  surface  donnée  ,  etc.,  lisez  d'ailleurs  en  imaginant  la  surface 

donnée  rai  portée  à  l'un  de  ces  plans,  il  sera  facile  devoir  par  les  équations  (7) 
qu'il  existe  toujours  trois  plans  principaux  perpendiculaires  entre  eux 
3îi ,  i3,  au  lieu  de  Gx-t-Hr -r-K*  Usez  G'x  +  U'r  ■+•  K/«  où  G',  H',  K'  sont  les  va- 

leurs de  Ga  ■+.  HJ  -J.  Kc  correspondantes  aux  trois  valeurs  de  x  qui  ont  servi 
à  déterminer  les  axes 
ib, ,  1 5  et  20,  ait  lieu  de  G  ,  liiez  G' 

3a3,  4>  5,  6,   11  de  la  note,  au  lieu  de  diamètres,  lisez  demi-diamètres. 

398,  11,  au  lieu  de  en  comptant  X  parmi  ces  valeurs  ,  lisez  et  plus  petites  que  X 

ib.,  i3,   au  lieu  de  X  pouvant  Être  encore  la  plus  grande  de  ces  valeurs  ,   lisez  et  plus 

petites   que   X. 


FIN  DU  PREMIER  VOLUME. 


Jt>n/nti{  t/c  Alat/irnuihi. 
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